托盘装码问题约束条件与算法

装码的约束条件是PLP问题的关键，它决定了解决问题的难易程度。这些约束条件可分为3类。

1）装码通用的约束条件如下：① 不可分割原则，即一个完整的货物是不可分割的；② 尺寸限制原则，即托盘长宽L, W和箱子长宽l, w，有L>W>l>w。③ 重量限制原则，即货物的总重必须小于托盘的允许重量，这主要由层数来确定。

2）稳固性（Stability）和可夹持性（Clampability）要求。托盘货物由多层箱子叠码而成，在存储和移动过程中会受到多种力的作用，稳固性要求每一个箱子都必须保持原来的堆码位置，并支持其上层货物。对稳固性要求我们采用以下标准：① 每个箱子底部至少要与其下层两个箱子相接触，接触面积少于X%不算有效接触，以保证不会形成不稳定的箱子柱；② 每个箱子的底部面积与其下层箱子总的接触比例不低于Y%，以消除箱子底部大部分面积悬空而被压塌的情况；③ 直线或锯齿状的贯穿割面不能超过堆码最大长度或宽度的Z%，以防码垛有竖直贯穿割面造成运输的不稳定。④ 至少有一对码垛相对面是平整的，且箱子所有平行于夹持面的边至少有J%的长度是与另一箱子的边接触的。

3）对于某些货物，还有一些特殊的约束条件：① 堆码高度约束。由于货物的承载能力限制或倒垛的可能，只允许填充一定的高度。② 摆放约束。为了方便阅读或扫描货物的标签内容，要求将货物的某一面朝外摆放。③ 可靠性约束。为避免倒垛、滑落和偏斜，在集装单元内部摆放货物时应采用有一定咬合能力的堆码方式。

求解托盘装码问题之前，先介绍一下“块”的概念。“块”是指包含若干个同一取向相同箱子的矩形。PLP最简单的求解是单块法［参见图1（a）、（b）］，即所有相同箱子在托盘上都按同一取向、呈规则队列边挨边码放。当然这样码放的箱子数量不一定是最多，但按Martins等人的研究，在托盘面积与箱子面积比不超过101倍的308万种等价尺寸组合中，58.9%情况下单块法就是最佳码放法。

更多的算法要同时考虑箱子的横、竖取向，这就有启发式的块算法（块数可为2, 3, 4, 5, …, 8等）。假设（L, W, l, w）为一托盘装箱尺寸。如果在托盘的边S（S=L, W）上可以找到一对非负整数（p, q）满足pl+qw≤且0≤S−pl−qw<b，则称（p, q）为S的有效割，记为E（S, p, q）。如对长边L的有效割（p, q），可以安排
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行p列的横箱块和
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行q列的竖箱块（其中
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为不大于r的最大整数）。接下来看竖箱块上是否可以再放一行横箱。同样对短边W进行类似计算，最后以最多的箱子数为最优解。例如（1 200, 1 000, 273, 181）实例最优解为23个箱子，摆法为3块（读者可试画出图形来）。

块算法中最著名的是Smith和de Cani于1980年提出的4块算法（Four-block Heuristic），它从生成可用一次或多次的单个优选样式开始。4块算法将矩形基底沿4个角分为4块，如图7-9所示。注意这里4个块中箱子的取向，第1、3块为横向，第2、4块为竖向。算法先确定第1块；随后确定第2块，它比第1块高；再是第3块，它比第2块宽；最后填入第4块。这一算法计算每种不同的起始解，从中找出最优解。下面介绍它的详细过程。

如图1所示，假设整数变量a, b, c, d, e, f, g, h分别是在各自取向下4个块各边可容纳箱子数量。则问题的目标函数为：

max Z = a b + c d + e f + g h





（1）
优化就是枚举产生所有有效的4块安排方案，从中找出最优方案。
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图1  Smith和de Cani 4块算法示意

从图1中的第1块可以清楚看到，变量的a, b值分别不能超过amax, bmax的值，其中amax, bmax定义为：
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因而（a, b）在 a =0, …, amax, b=0,…, bmax下的所有组合都是可能的。例如，a = amax, b = bmax，c=d=e=f=g=h=0就是一种摆码方案。（a, b）组合确定了AH线段余下的EH部分，而这一部分要竖向填充第2块的箱子，则有
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因为第2块要比第1块高，则有
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d的最大值为
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对a, b, c现有的值考虑d所有可能的取值。然后对d的每个值，f的值可以下式计算：
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即对d的每一个确定值，线段HK的LK部分要填充第3块的箱子。而第3块要求比第2块宽，但不超过emax。这些约束条件表示为
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对a, b, c, d, e, f现有的值，变量g和h的值分别依赖于e和b，计算式为
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即线段NK余下的NO部分和NA余下的NM部分填充第4块的箱子。

有这11个式子，变量a～h的所有可能值的组合均已找到，从中找出的最优解即为所求正交布置样式。

4块算法中，块块之间不能交叠，也有出现空块的可能性（4块中最多可能出现几个空块？）。通常在4块的中间出现空洞，但如果4块中有空块，空洞也可能出现在边上。为此以后有人还推出5块、7块和9块算法来进行改进，以使空洞最小。

4块算法等属于单样式算法，并不能保证找到所有情况下的最优解。而多样式算法是基于线性规划的算法，能考虑不同零件在托盘上装码的不同样式间的相互作用来寻找最优样式，从理论上说可以找到最优解。但4块算法的优点是简单，易于程序实现，计算时间短且易于理解，尤其是工人装箱时易于理解，易于实现。但4块算法得出的结果中间可能有空隙，可夹持性不好，也不一定对称。最后应进行行列收拢或互换，以尽量得到图7-9所示的对称、稳固和夹持性好的码垛样式，如转轮式就是4块法的一种较理想结果。

有关装箱问题的研究还在不断深入，有兴趣的同学可参阅国内外有关文献。例如Martins GHA, Dell RF. Solving the pallet loading problem. European Journal of Operational Research, 184（2008）429-440和Lodi A, Martello S, Monaci M. Two-dimensional packing problems: A survey. European Journal of Operational Research, 141（2002）241-252的文章。
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