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第1章 导数与微分

本章提要:17世纪初期笛卡儿提出变量和函数的概念,由此客观世界的运动变化过

程就可以用数学来描述了,稍后牛顿和莱布尼兹基于直观的无穷小量,分别独立地建立

了微积分学。到了19世纪,柯西和维尔斯特拉斯建立了极限理论,康托尔等建立了严格

的实数理论,使微积分学得以严密化。微积分是人类智慧的伟大结晶,极大地推动了数

学的发展,同时也极大地推动其他学科和工程技术的发展,其应用越来越广泛。本章主

要内容包括:函数的基本概念,极限的概念及求极限的基本方法;导数的概念,导数的几

何意义及求导法则、公式;导数的应用,包含洛必达法则、函数单调性与极值的判定、函数

凹凸性及拐点的判定、函数作图等;最后简单介绍多元函数微分学。

1.1 函 数 复 习

数学中把不断变化的、可取不同值的量称为变量,函数是对变量之间的依赖关系的

一种抽象,以下是与函数有关的几个概念。

1.函数、反函数、复合函数

定义1 设x和y 为两个变量,D 为一个给定的数集,如果对每一个x∈D,按照一定

的法则f,变量y 总有确定的数值与之对应,就称f 是定义在D 上的函数,记为y=

f(x)。x叫作自变量,y叫作因变量,数集D 称为该函数的定义域,因变量y的变化范围

称为该函数的值域。

定义2 设y=f(x)是x的函数,其定义域为D,值域为W,如果对于W 中的每一个

y 值,D 中总有唯一确定的x 通过y=f(x)与之对应,这样得到定义在W 上的以y 为自

变量、x为因变量的新函数,我们称它为y=f(x)的反函数,记为x=f-1(y)。

反函数一般具有以下性质:

(1)反函数的定义域、值域分别是原函数的值域、定义域;

(2)互为反函数的两个函数的图像关于直线y=x对称;

(3)严格增(减)的函数一定有严格增(减)的反函数。

定义3 若函数y=f(u),定义域为U1,函数u=φ(x)的值域为U2,其中U2⊆U1,则

y通过变量u 成为x 的函数,这个函数称为由函数y=f(u)和函数u=φ(x)构成的复合

函数,记为y=f[φ(x)],其中u称为中间变量。

函数的应用十分广泛,从不同角度分析函数的特性有利于我们更好地认识函数,以

下介绍函数的几种简单性质。
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2.函数的几种简单性质

设函数y=f(x)在数集D 有定义,它的几种简单性质见表1-1。

表1-1 函数y=f(x)的几种简单性质

函数性质 描 述

有界性
 若存在一个正数 M,对任意x∈D,恒有 f(x) ≤M,就称f(x)在D 有界,否则

称f(x)在D 无界

单调性
 在D 内任取x1<x2:(1)若恒有f(x1)≤f(x2),则称f(x)在 D 单调增加;
(2)若恒有f(x1)≥f(x2),则称f(x)在D 单调减小

奇偶性
 D 关于原点对称,且对任意x∈D:(1)若恒有f(-x)=f(x),则称f(x)为偶函

数;(2)若恒有f(-x)=-f(x),则称f(x)为奇函数

周期性
 若存在常数T(T≠0),对任意x∈D,恒有f(x+T)=f(x),(x+T∈D),则称函

数f(x)为周期函数,且称T 为f(x)的周期,通常称f(x)的最小正周期为基本周

期,简称周期

3.基本初等函数和初等函数

人们在长期的实践中总结出六类最常见、
﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏

最基本的函数:常数函数(y=C,C 为常

数),幂函数(y=xα),指数函数(y=ax),对数函数(y=logax),三角函数(y=sinx,y=

cosx,y=tanx,y=cotx,y=secx,y=cscx等),反三角函数(y=arcsinx,y=arccosx,y=
arctanx,y=arccotx等),这六类函数统称为基本初等函数。

基本初等函数的定义、定义域、性质和图形在中学已经学过,在这里不再重复。

由基本初等函数经过有限次的四则运算及有限次的复合运算所得到的函数统称为

﹏﹏﹏﹏
初等函数。一般来说,能用一个解析式表示的函数都是初等函数。例如,y= x = x2

由两个基本初等函数y= u与u=x2 复合而成,是初等函数。

有些函数,如狄利克雷函数:

y=
1 当x是有理数

0 当x{ 是无理数

不能用基本初等函数经过有限次的四则运算和有限次复合而成,就不是初等函数,称为

非初等函数。

函数作为微积分的基础,其重要性不言而喻,以下通过两个例题进行复习和巩固。

【例1-1】 求函数y= 1
4-x2

+arcsinx
2

æ

è
ç

ö

ø
÷-1 定义域。

解:由所给函数知,要使函数有定义,必须

4-x2>0
x
2-1 ≤

ì

î

í

ïï

ïï 1

即 0≤x<2  
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因此,所给函数的定义域为[0,2)。

【例1-2】 写出下列函数的复合过程。

(1)y= sin(2x+3)     (2)y=esinln(3x-2)

解:

(1)y= u,u=sinv,v=2x+3
(2)y=eu,u=sinv,v=lnt,t=3x-2

练习1.1

1.求下列函数的定义域。

(1)y= x2-4x+3 (2)y=log3 1
1-x

(3)y=arcsinx-32
(4)y= 1

x2-x-6
+lg(3x-8)

2.指出下列函数中哪些是偶函数,哪些是奇函数。

(1)y=x+sinx (2)y=cosx1-x2

(3)y=lg1-x1+x
(4)y=2x2-1

3.证明:若f(x)=12
(ax+a-x),(a>0),则f(x+y)+f(x-y)=2f(x)f(y)。

4.指出下列函数的复合过程。

(1)y=cosx2 (2)y= lgx
(3)y=sin(arccosx3) (4)y=ln2sin3(4x+5)

5.一个无盖的长方体大木箱,体积为4m3,底为正方形,试把木箱的表面积S表示为

底边长x 的函数。

1.2 极限的概念

1.数列极限

定义1 对数列{xn},如果当n无限增大时,数列{xn}无限趋向于一个常数a,那么a
就称为数列{xn}的极限,或称数列{xn}收敛于a,记为

lim
n→∞

xn=a 或 xn→a(n→∞)

如果数列{xn}没有极限,就说数列{xn}是发散的。可以证明,如果一个数列有极限,则此

极限是唯一的。
【例1-3】 根据极限的定义,判断下列各数列是否有极限,对于收敛的数列指出其

极限。

3
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(1)2,4,6,…,2n,…

(2)-1,12
,-13

,…,(-1)
n

n
,…

(3)1,-1,1,…,(-1)n+1,…

(4)12
,2
3

,3
4

,…,n
n+1

,…

解:把以上的每个数列逐项在数轴上表示出来,可以看出(1)和(3)两个数列没有极

限,(2)和(4)两个数列有极限,即

lim
n→∞

(-1)n
n =0, lim

n→∞

n
n+1=1

2.函数的极限

定义2 当x趋向于x0 时,函数f(x)趋向于常数A,则称A 为当x→x0 时f(x)的

极限,记作:lim
x→x0

f(x)=A 或f(x)→A(x→x0)。

这时,根据x小于x0(或x大于x0)又可分为两种情况:

(i)当x小于x0 而趋向于x0(记为x→x-
0 )时,f(x)趋向于常数A,则称A 为当x→

x0 时f(x)的左极限,或简称f(x)在x0 处的左极限为A。

记作:lim
x→x-0

f(x)=A 或f(x)→A(x→x-
0 )或f(x0-0)=A

(ii)当x大于x0 而趋向于x0(记为x→x+
0 )时,f(x)趋向于常数A,则称A 为当x→

x0 时f(x)的右极限,或简称f(x)在x0 处的右极限为A。

记作:lim
x→x+0

f(x)=A 或f(x)→A(x→x+
0 )或f(x0+0)=A

定理1 当x→x0 时f(x)以A 为极限的充要条件是f(x)在x0处的左、右极限存在

且都等于A,即

lim
x→x0

f(x)=A⇔lim
x→x-0

f(x)=lim
x→x+0

f(x)=A

定义3 当|x|无限增大时,函数f(x)无限趋向于常数A,则称A 为x→∞时f(x)

的极限,记作:lim
x→∞

f(x)=A 或f(x)→A(x→∞)。

这时,根据x的正负性,当|x|无限增大时,可分为两种情况:

(i)当x>0且无限增大时,f(x)无限趋向于常数A,此时极限可记作:lim
x→+∞

f(x)=A

或f(x)→A(x→+∞)。

(ii)当x<0且|x|无限增大时,f(x)无限接近于常数A,此时极限可记作:lim
x→-∞

f(x)=

A 或f(x)→A(x→-∞)。

定理2 lim
x→∞

f(x)=A⇔lim
x→-∞

f(x)=lim
x→+∞

f(x)=A

【例1-4】 试求函数f(x)=
x+1 x≤0

ex x>{ 0
,当x→0时的极限。

解:x=0是函数的分段点,而

4
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lim
x→0-

(x+1)=1,   lim
x→0+
ex=1

故 lim
x→0

f(x)=1

【例1-5】 f(x)=
x+2 x≤0
a x>{ 0

,问a为何值时,极限lim
x→0

f(x)存在。

解:x=0是函数f(x)的分段点

lim
x→0-

(x+2)=2,    lim
x→0+

a=a

若要极限lim
x→0

f(x)存在,左右极限必须相等,即当a=2时,lim
x→0

f(x)存在。

【例1-6】 考察下列函数的极限。

(1)当x→+∞时,函数 1æ
è
ç

ö

ø
÷

e
x

的变化趋势。

(2)当x→∞时,函数ex 的变化趋势。

解:(1)由图1-1所示函数图像可以看出,lim
x→+∞

1æ
è
ç

ö

ø
÷

e
x

=0;

(2)由图1-1所示函数图像可以看出,lim
x→+∞

ex=+∞,lim
x→-∞

ex=0, 故lim
x→∞
ex 不

存在。

【例1-7】 考察当x→∞时,函数y=arctanx的极限。

解:由图1-2可以看出,

lim
x→+∞

arctanx=π2
,   lim

x→-∞
arctanx=-π2

由于lim
x→+∞

arctanx≠lim
x→-∞

arctanx,所以当x→∞时,函数y=arctanx极限不存在。

图1-1
   

图1-2

【例1-8】 在半径为R 的圆内作内接正方形,在这正方形内作内切圆,在内切圆内

又作内接正方形,如此n次。试求当n→∞时所有圆面积总和的极限。

解:本例的作图示意如图1-3所示。

 图1-3

第一个圆的面积为:πR2

第二个圆的面积为:π
Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

=12πR
2  (因为r=R

2
)

第三个圆的面积为:π  1
2

·Ræ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

=πR
2

22

︙

第n个圆的面积为:πR
2

2n-1

5
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所以,面积总和为:πR2+πR
2

2 +
πR2

22 +
…+πR

2

2n-1=πR2 1+12+
1
22+

…+ 1
2n

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=
1- æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

n-1

1-12

πR2

所求极限为lim
n→∞

1- æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

n-1

1-12

πR2=2πR2。

3.无穷小量与无穷大量

无穷小量与无穷大量是两个特殊的变量,微积分起源于无穷小演算。

(1)无穷小量及其性质

定义4 如果在x的某种趋向下,函数f(x)以零为极限,则称在x的这种趋向下,函

数f(x)
﹏﹏﹏﹏

是无穷小量,简称无穷小。

注意:无穷小量是趋于零的函数,非零常数都不是无穷小。

例如,当x→2时,函数x2-4和ln(x-1)都是无穷小量;

当x→∞时,函数1
x

和1
x2

也都是无穷小量。

以下定理描述了无穷小量与函数的极限的关系。

定理3 若在x的某种趋向下,函数f(x)→A,则在x的这种趋向下,f(x)-A 是无

穷小量,其逆定理也为真。

例如,当x→∞时,函数f(x)=1+1x→1
,而f(x)-A= 1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x -1→0。

定理4 在自变量的同一变化过程中,无穷小具有下列性质:

① 有限个无穷小量的代数和仍是无穷小量。

② 有限个无穷小量的乘积仍是无穷小量。

③ 有界函数与无穷小量的乘积仍是无穷小量。

(2)无穷大量及其与无穷小量的关系

定义5 如果在自变量x 的某种趋向下,函数f(x)的绝对值无限增大,那么函数

f(x)就叫作在自变量的这种趋向下的无穷大量,简称无穷大。

我们知道,当x→1时,x-1是无穷小,1
x-1

是无穷大;当x→∞时,x是无穷大,1
x

是

无穷小。一般地,无穷小量与无穷大量之间有以下的关系。

定理5 在自变量的同一变化过程中,如果f(x)为无穷大量,则 1
f(x)是无穷小量;反

之,如果f(x)是无穷小量,且f(x)≠0,则 1
f(x)为无穷大量。

【例1-9】 求下列函数的极限。

6



第1章 导数与微分

(1)lim
x→0

x2sin1x         
(2)lim

x→1

x2+1
x-1 

解:(1)因为lim
x→0

x2=0,即x2 是x→0时的无穷小量,且 sin1x ≤1,即sin1x
是有界

函数,所以由定理4知

lim
x→0

x2sin1x=0

(2)因为lim
x→1

(x-1)=0而lim
x→1

(x2+1)≠0,求该式的极限需用无穷小与无穷大关系

定理(定理5)解决。因为lim
x→1

x-1
x2+1=0

,所以当x→1时,x-1
x2+1

是无穷小量,因而它的倒数

是无穷大量,即lim
x→1

x2+1
x-1=∞

。

 图1-4

现实生活中也不少无穷小量、无穷大量的例子。如单摆离开铅直位置

的偏度(见图1-4)可以用角θ来度量,这个角可规定当偏到一方(如右边)

时为正,而偏向另一方(如左边)时为负。如果让单摆自己摆动,则由于机械

摩擦力和空气的阻力,振幅就不断地减小。在这个过程中,量θ正负交替而

且在每次改变符号时都要通过数值零(θ=0)处。即在这个过程中,角θ是一

个无穷小量。

练习1.2

1.观察下列数列是否有极限,若有极限请指出其极限值。

(1)xn=1n             
(2)xn=2+1n2

(3)xn=(-1)n·n (4)xn=n+
(-1)n
n

2.求f(x)= x
x

,在x=0处的左右极限,并说明当x→0时f(x)的极限是否存在。

3.设f(x)=
x+2
3-{ x

 
x<2
x≥2

,试求lim
x→2-

f(x)与lim
x→2+

f(x),并确定lim
x→2

f(x)是否存在。

4.指出下列函数中哪些是无穷小量,哪些是无穷大量。

(1)f(x)= sinx
1+cosx

,当x→0时 (2)f(x)=ex-1,当x→0时

(3)f(x)=13
x

,当x→0时 (4)f(x)=lnx,当x→0+时

5.利用无穷小的定理求下列极限。

(1)lim
x→0

xcos1x2
(2)lim

x→∞

arctanx
x+1

(3)lim
x→-∞

exsin(x2+1)

7
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1.3 极限的运算

1.极限的运算法则

定理 若limu(x)=A,limv(x)=B,则
(1)lim[u(x)±v(x)]=limu(x)±limv(x)=A±B
(2)lim[u(x)·v(x)]=limu(x)·limv(x)=A·B
(3)limv(x)=B≠0时,

limu
(x)

v(x)=
limu(x)
limv(x)=

A
B

说明:记号“lim”下面没有指明自变量的变化过程,这表明上述定理对于x→x0 和

x→∞等各种情形都成立。

推论 设limu(x)存在,c为常数,n为正整数,则有

(1)limc·u(x)=c·limu(x)

(2)lim[u(x)]n=[limu(x)]n

使用这些法则时必须注意两点:

(1)法则要求每个参与运算的函数的极限存在;

(2)商的极限的运算法则有一个前提,即分母的极限不能为零。

【例1-10】 求lim
x→1

(x2-2x+5)。

解:lim
x→1

(x2-2x+5)=lim
x→1

(x2)-lim
x→1

(2x)+lim
x→1
5

=(lim
x→1

x)2-2lim
x→1

x+5=4

【例1-11】 求lim
x→-3

x2+1
x3+3x2+4

。

解:因为分母的极限lim
x→-3

(x3+3x2+4)=4≠0,

所以

lim
x→-3

x2+1
x3+3x2+4=

lim
x→-3

(x2+1)

lim
x→-3

(x3+3x2+4)=
9+1

-27+27+4=
5
2

注:对于多项式f( )x =a0xn+a1xn-1+…+an,有

lim
x→x0

f( )x =a0xn
0+a1xn-1

0 +…+an=fx( )0

【例1-12】 求lim
x→1

4x+5
x2-3x+2

。

解:因为分母的极限

lim
x→1

(x2-3x+2)=0

此时由于分母的极限为零,不能直接用运算法则。在分母极限为零的情况下,求极

限的方法将取决于分子极限的状况。本例中易求得分子的极限不等于零,这时我们将考

8
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虑原来函数的倒数极限(分子分母颠倒过来求极限)。

lim
x→1

x2-3x+2
4x+5 =

lim
x→1

(x2-3x+2)

lim
x→1

(4x+5) = 0
4+5=0

即x2-3x+2
4x+5

是x→1时的无穷小,由无穷小与无穷大的倒数关系,得

lim
x→1

4x+5
x2-3x+2=∞

【例1-13】 求lim
x→1

x2-1
x2+2x-3

的值。

解:当x→1时,此分式的分母与分子的极限都为零,因而不能直接运用商的极限运

算法则。但当x→1(x≠1)时,可通过因式分解消去零因子 x( )-1 ,求出极限。

        lim
x→1

x2-1
x2+2x-3=limx→1

(x-1)(x+1)
x( )-1 x( )+3

=lim
x→1

x+1
x+3=

1
2

【例1-14】 求lim
x→∞

3x2+x-1
x2+2x+3

的值。

解:当x→∞时,分子、分母都趋于无穷大,这类问题也不能直接利用商的极限运算

法则,可使用如下方法(分子分母同除以x的最高次幂):

lim
x→∞

3x2+x-1
x2+2x+3=limx→∞

3+1x-
1
x2

1+2x+
3
x2
=3

综合以上例子,我们可以得出如下结论:

lim
x→∞

a0xm+a1xm-1+…+am

b0xn+b1xn-1+…+bn
=

a0
b0 

当m=n时

∞ 当m>n时

0 当m<n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï 时

  (其中,a0≠0,b0≠0)

利用这个结论今后对于这种极限我们可以直接写结果,例如:

   lim
x→∞

2x2+3x+5
3x2+2x-1=

2
3

,   lim
x→∞

x3+5x+7
4x4+x3+1=0

【例1-15】 计算lim
x→2

x2
x2-4-

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
的值。

解:当x→2时 x2
x2-4

和 1
x-2

均为无穷大(极限不存在),上式极限不能直接用差的极

限运算法则,通常是先通分再处理。
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     lim
x→2

x2
x2-4-

1
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-2 =limx→2

x2-x-2
x2-4 =lim

x→2

(x-2)(x+1)
(x-2)(x+2)

=lim
x→2

x+1
x+2=

3
4

2.复合函数的极限运算法则

复合函数的极限运算需用到连续函数的定义,我们先介绍连续函数。

定义  如果函数在点x0 处满足以下三个条件:
(1)f(x)在点x0 处的某邻域有定义(含x0 点);
(2)lim

x→x0
f(x)存在;

(3)lim
x→x0

f(x)=f(x0);

则称函数f(x)在点x0 ﹏﹏
处连续。

上述三个条件中,只要有一个不满足,则函数在点x0 处就不连续,这时称函数f(x)

在点x0 处间断,点x0称为函数f(x)间断点。连续函数的图形通常称为光滑的或不间

断的。

【例1-16】 已知函数f(x)=
x2+1
2x+{ b

 
x<0
x≥0

在x=0处连续,求b的值。

解:lim
x→0-

f(x)=lim
x→0-

(x2+1)=1, lim
x→0+

f(x)=lim
x→0+

(2x+b)=b

因为f(x)在x=0连续,故lim
x→0

f(x)存在,则lim
x→0-

f(x)=lim
x→0+

f(x),所以b=1。

关于函数的连续性的四点结论:
(1)基本初等函数在它的定义区间内都是连续的;
(2)连续函数的和、差、积、商(分母不为零)在它的定义区间内仍是连续函数;

(3)连续函数复合而成的函数在它们的定义区间内仍是连续函数;
(4)初等函数在它们的定义区间都是连续的。

上述结论为函数求极限提供了一类有效的方法,如果f(x)是初等函数,且x0 是函数

f(x)定义区间内的点,则lim
x→x0

f(x)=f(x0)。

【例1-17】 求lim
x→2
arcsin(log2x)的值。

解:因为arcsin(log2x)是初等函数,且x=2为其定义域内的点,所以有

lim
x→2
arcsin(log2x)=arcsin(log22)=π2

3.两个重要极限

先介绍两个极限存在准则。

准则1 如果在自变量x的某个变化过程中,三个函数F(x),f(x),G(x)总有关系

F(x)≤f(x)≤G(x),且limF(x)=limG(x)=A,则limf(x)=A。

准则2 单调有界数列必有极限。
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第1章 导数与微分

下面介绍两个重要极限。

(1)lim
x→0

sinx
x =1

证明:因为sin(-x)
-x =-sinx-x =sinxx

,所以当x 改变符号时sinx
x

的值不变,故只讨论

x由正值趋于零的情形就可以了。

 图1-5

先设0<x<π2
,图1-5所示的单位圆中,令圆心角∠AOB=x(弧

度),点A 处的切线与OB 的延长线相交于D,又BC⊥OA,则

sinx=BC,x=AB,tanx=AD
因为△AOB 的面积<扇形AOB 的面积<△AOD 的面积,所以

1
2sinx<

1
2x<

1
2tanx

即 sinx<x<tanx
除以sinx,得

1< x
sinx<

1
cosx

从而有 cosx<sinxx <1

因为上述不等式三边都是偶函数,所以当-π2<x<0
时上述不等式也成立。

又知lim
x→0
cosx=1,lim

x→0
1=1,根据准则1,得 

lim
x→0

sinx
x =1

这是一个非常重要的极限,其中x可以是任何极限为0的表达式。实际上该极限是

有以下更普遍的形式:

lim
□→0

sin□
□ =1

注:□是相同的,且要趋向于0。

【例1-18】 求lim
x→0

sinkx
x

(k≠0)。

解:lim
x→0

sinkx
x =lim

x→0

ksinkx
kx =k

【例1-19】 求lim
x→0

1-cosx
x2 。

解:lim
x→0

1-cosx
x2 =lim

x→0

2sin2x
2

x2 =12limx→0

sin2x
2

xæ
è
ç

ö

ø
÷

2
2

=12 limx→0

sinx
2

x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú2

2

=12

11
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注:此极限lim
x→0

1-cosx
x2 =12

也可作为公式用。

【例1-20】 求lim
x→π

sin3x
tan5x

。

解:令x=π+t,则当x→π时,t→0,所以

       lim
x→π

sin3x
tan5x=limt→0

sin(3π+3t)
tan(5π+5t)

=-lim
t→0

sin3t
tan5t=-limt→0

sin3t
3t
tan5t
5t

·3
5=-

3
5

(2)lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e

其中e是无理数,它的值是e=2.7182818284590…。

利用代换z=1x
,则当x→∞时,z→0,于是上式又可改写成

lim
z→0

(1+z)1z=e

这样我们又就得到了另一个重要极限:

lim
x→0

(1+x)1x=lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e

再由极限存在的充分必要条件可得

lim
x→-∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=lim
x→+∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=e

lim
x→0-

(1+x)1x=lim
x→0+

(1+x)1x=e

可以用重要极限的这几种形式求某些函数的极限。

  实际上,该重要极限也同样具有更普遍的形式:

lim
□→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

□
□

=e 或 lim
□→0

(1+□)
1
□=e

【例1-21】 求lim
x→∞

1+2æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
。

解:令2
x=t

,当x→∞时,t→0,则

原式=lim
t→0

(1+t)2t= lim
t→0

(1+t)1[ ]t 2=e2

该方法熟练后,可不设新变量,直接求解。

【例1-22】 求lim
x→∞

x
1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
。

解:lim
x→∞

x
1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

=lim
x→∞

1

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x=
1
e

【例1-23】 求lim
x→∞

x+1
x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x
。
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解法一:lim
x→∞

x+1
x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x

=lim
x→∞

1+1x

1-1

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
úx

x

=lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

1-1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x=

e
e-1=e

2

解法二:lim
x→∞

x+1
x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x

=lim
x→∞

1+ 2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x

=lim
x→∞

1+ 2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1
x-1

· 1+ 2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

=lim
x→∞

1+ 2
x

æ

è
ç

ö

ø
÷

-1

x-1
é

ë
êê

ù

û
úú

2 2
· 1+ 2

x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-1 =e
2

【例1-24】 求 lim
x→+∞

3x+2
3x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
2x+3

。

解:lim
x→+∞

3x+2
3x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
2x+3

=lim
x→+∞

3x+2
3x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
2x

·lim
x→+∞

3x+2
3x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-2
3

=lim
x→+∞

1+23x

1-23

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

x

3x
2·43

= lim
x→+∞

1+23
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

3x
2

1-23
æ

è
ç

ö

ø
÷

x

3x

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

2

4
3

=(e2)
4
3=e

8
3

练习1.3

1.求下列函数的极限。

(1)lim
x→2

x2+3
x+1

(2)lim
x→1

x3-1
x-1

(3)lim
t→0

(x+t)3-x3
t

(4)lim
x→1

1
1-x-

3
1-x

æ

è
ç

ö

ø
÷

3

(5)lim
x→∞

3x5+2x2+1
4x5+3x4-5

(6)lim
x→0

1- 1+x2
x

(7)lim
x→∞

1+x2-1
x

(8)lim
x→0

x2+1-1
x2+9-3

2.求下列函数的极限。

(1)lim
x→0

sin3x
sin2x

(2)lim
x→0

sinx-tanx
x3

(3)lim
x→0

1-cos2x
xsinx

(4)lim
x→a

sin(x-a)
x2-a2   (a≠0)

(5)lim
x→0

1+sin2x-1
x2

(6)lim
x→∞

1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
2x

(7)lim
x→∞

x+aæ

è
ç

ö

ø
÷

x
2x

 a( )为常数 (8)lim
x→∞

2x+3
2x
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
x+1

(9)lim
x→0
1+3tan( )x cotx (10)lim

x→+∞

x-2
x
æ

è
ç

ö

ø
÷

+1
2x
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3.已知函数f(x)=
sinx
x +a

ex

ì

î

í

ïï

ïï +1
 
x<0
x≥0

在x=0处连续,求a的值。

1.4 导数的概念

变化率问题,如人口增长率、股票价格的涨跌率以及气体分子的扩散率等,在人类社

会活动中随处可见。导数就是变化率的精确化,由极限方法建立的导数概念,是微积分

学最基本的概念。

1.变化率问题举例

【例1-25】 变速直线运动的瞬时速度。

设有一质点作变速直线运动,已知它的运动方程是s=f(t),则在时刻t0 到时刻t0+
Δt这个时间段Δt内,路程的改变量为Δs=f(t0+Δt)-f(t0),平均速度为

v=ΔsΔt=
f(t0+Δt)-f(t0)

Δt
无论|Δt|取值多么小(Δt≠0),由上式得到的都仍是平均速度。

为了得到质点在时刻t0 的瞬时速度v(t0),我们采用极限方法:若Δt→0时平均速度

有极限,则称此极限为t0时刻的瞬时速度,即

v(t0)=lim
Δt→0

Δs
Δt=limΔt→0

f(t0+Δt)-f(t0)
Δt

例如,自由落体的运动规律为s=12gt
2,则在时刻t0,自由落体的瞬时速度为

v(t)=lim
Δt→0

s(t0+Δt)-s(t0)
Δt =lim

Δt→0

1
2g

(t0+Δt)2-12gt
2
0

Δt

=lim
Δt→0

gt0+12gΔ
æ

è
ç

ö

ø
÷t =gt0

2.导数的定义

定义1 设函数y=f(x)在点x0 的某邻域内有定义,当自变量x在x0 处取得改变

量Δx(点x0+Δx仍在该邻域内),相应地函数y有改变量Δy=f(x0+Δx)-f(x0),若
极限

lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

(1-1)

存在,则称函数y=f(x)在点x0 处可导,此极限称为函数f(x)在点x0 ﹏﹏
处的导数,记作

f′(x0),也可记作y′(x0)或y′
x=x0

或dy
dx x=x0

或df
dx x=x0

。

若式(1-1)极限不存在,则称函数y=f(x)在点x0 ﹏﹏﹏
处不可导。
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令x=x0+Δx或Δx=h,可得到导数的其他等价形式:

f′(x0)=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0

(1-2)

f′(x0)=lim
h→0

f(x0+h)-f(x0)
h

(1-3)

定义2 若在区间(a,b)内每一点x处f(x)都可导且对应一个确定的导数值f′(x),

则称函数f′(x)为f(x)在区间(a,b)内对x的导函数,简称导数,记作f′(x)或y′。

f′(x)表示了函数f(x)在点x处因变量相对于自变量的变化速率。

根据导数定义,求函数f(x)的导数可分三步进行:

(1)计算函数的改变量Δy;

(2)计算比值Δy
Δx

;

(3)求极限lim
Δx→0

Δy
Δx

。

【例1-26】 求函数f(x)=sinx的导数。

解:因为  Δy=sin(x+Δx)-sinx=2cosx+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

2 sinΔx2

所以   y′=lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0cosx+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

2

sinΔx2
Δx
2

=cosx

即 (sinx)′=cosx
类似地可求得(cosx)′=-sinx。

【例1-27】 求函数f(x)=lnx 的导数。

解:   Δy=ln(x+Δx)-lnx=ln1+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x
f(x+Δx)-f(x)

Δx =1Δxln1+
Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x =1xln 1+
Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
Δx

所以 (lnx)′=lim
Δx→0

Δy
Δx=

1
xlimΔx→0ln 1+

Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
Δx

=1xlne=
1
x

3.导数的几何意义

设曲线的方程为f(x),LP 为过曲线上两点P0(x0,y0)与P(x,y)的割线,则LP 的斜

率为kP=
f(x)-f(x0)

x-x0
。

如图1-6所示,当点P(x,y)沿着曲线趋近P0(x0,y0)时,割线LP 就趋近于点

P0(x0,y0) ﹏﹏
处的切线,kP 趋近于切线的斜率k,因此切线的斜率为

k=lim
x→x0

f(x)-f(x0)
x-x0 =f′(x0)

导数的几何意义 函数y=f(x)在x0 处的导数f′(x0),等于曲线y=f(x)在点
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 图1-6

(x0,y0)处切线的斜率k,即k=f′(x0)。

因此,曲线y=f(x)上的点(x0,y0)处的切线方程为y-y0=

f′(x0)(x-x0)。 ﹏﹏
过切点与切线垂直的直线称为法线,因此,法线

方程为y-y0=- 1
f′(x0)

(x-x0)。

【例1-28】 求曲线y=x2 在点x=1处的切线方程和法线

方程。

解:(x2)′
x=1
=2x

x=1
=2;x=1时,y=x2=12=1,代入切线方程和法线方程得

切线方程为y-1=2(x-1),即2x-y-1=0

法线方程为y-1=-12
(x-1),即x+2y-3=0

注:(1)如果函数y=f(x)在x0 处可导,那么曲线y=f(x)在点x0 处光滑连续(不
间断且没有尖角),且曲线y=f(x)在点(x0,y0)处有不垂直于x轴的切线;

(2)若y=f(x)在点x0 处可导,即lim
Δx→0

Δy
Δx=f′

(x)存在,则必在x0 处连续。但连续

未必可导。

练习1.4

1.求函数y=2x2 从x=1变化到x=1+Δx处的改变量Δy,并求lim
Δx→0

Δx
Δy

的值。

2.用导数的定义求下列函数在指定点的导数。

(1)y= x+1在点x0=3处 (2)y=sin(2x+1)在点x=x0 处

3.证明 (cosx)′=-sinx。

4.证明 (xn)′=nxn-1(n为正整数)。

5.求下列曲线在给定点处的切线方程和法线方程。

(1)y=lnx在点(1,0)处 (2)y=cosx在点 π
4

,2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
处

6.自变量x取何值时,曲线y=lnx的切线与y= x的切线平行?

1.5 导数运算法则

根据导数的定义,可以计算部分基本初等函数的导数。但直接用导数定义计算复杂

函数导数很繁琐,本节将建立一系列导数运算法则,从而使求导数的计算简单化。求导

数的方法称为微分法。

1.导数的四则运算法则

定理1 设函数u(x)与v(x)都在点x处可导,则它们的和、差、积、商(分母不为零)

61



第1章 导数与微分

在点x处仍可导,并且

(1)[u(x)±v(x)]′=u′(x)±v′(x)

(2)[u(x)v(x)]′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)

(3) u(x)
v(x
é

ë
êê

ù

û
úú)′=

u′(x)v(x)-u(x)v′(x)
v2(x)  (v(x)≠0)

证明:仅对(2)进行证明。

令y=u(x)·v(x),则

Δy=[u(x+Δx)v(x+Δx)]-[u(x)v(x)]

=u(x+Δx)v(x+Δx)-u(x)v(x+Δx)+u(x)v(x+Δx)-u(x)v(x)

=[u(x+Δx)-u(x)]v(x+Δx)+u(x)[v(x+Δx)-v(x)]

Δy
Δx=

u(x+Δx)-u(x)
Δx v(x+Δx)+u(x)v(x+Δx)-v(x)

Δx

lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

u(x+Δx)-u(x)
Δx lim

Δx→0
v(x+Δx)+u(x)lim

Δx→0

v(x+Δx)-v(x)
Δx

即 [u(x)v(x)]′=u′(x)v(x)+u(x)v′(x)

推论1 ku(x[ ])′=ku′(x)(k为常数)

推论2 1
u(x
é

ë
êê

ù

û
úú)′=-

u′(x)
u2(x)

推论3 u(x)v(x)w(x[ ])′=u′(x)v(x)w(x)+u(x)v′(x)w(x)+u(x)v(x)w′(x)

【例1-29】 设y=13x
3+ x-cosx,求y′。

解: y′= 1
3x

3+ x-cosæ

è
ç

ö

ø
÷x′=x2+ 1

2 x
+sinx

【例1-30】 设f(x)=xex,求f′(x)及f′(0)。

解:f′(x)=x′ex+x(ex)′=ex+xee=(x+1)ex

f′(0)=e0=1

【例1-31】 设f(x)=x-1
x2+1

,求f′(x)。

解:  f′(x)=
(x-1)′(x2+1)-(x-1)(x2+1)′

(x2+1)2 =x
2+1-(x-1)×2x

(x2+1)2

=x
2+1-2x2+2x

(x2+1)2 =-x
2+2x+1

(x2+1)2

【例1-32】 设f(x)=tanx,求f′(x)。

解:    f′(x)=(tanx)′= sinxcos
æ

è
ç

ö

ø
÷

x′=cosx
(sinx)′-sinx(cosx)′

cos2x

=cos
2x+sin2x
cos2x = 1

cos2x=sec
2x

同理可得(cotx)′=-csc2x。

【例1-33】 设f(x)=secx,求f′(x)。
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解:f′(x)=(secx)′= 1
cos
æ

è
ç

ö

ø
÷

x′=- 1
cos2x

(-sinx)=secxtanx

同理可得(cscx)′=-cscxcotx。 
【例1-34】 设f(x)=logax (a>0且a≠1),求f′(x)。

解:f′(x)=(logax)′= lnxln
æ

è
ç

ö

ø
÷

a′= 1lna
(lnx)′= 1

xlna

即    (logax)′= 1
xlna  

(a>0且a≠1)

根据相关知识还可以求得:

(arcsinx)′= 1
1-x2

(arccosx)′=- 1
1-x2

(arctanx)′= 1
1+x2

(arccotx)′=- 1
1+x2

这样可以得到基本初等函数及常数的导数公式,为了方便查阅,汇总如下:

(1)(C)′=0 (2)(xa)′=axa-1

(3)(ax)′=axlna (4)(ex)′=ex

(5)(logax)′= 1
xlna

(6)(lnx)′=1x
(7)(sinx)′=cosx (8)(cosx)′=-sinx
(9)(tanx)′=sec2x (10)(cotx)′=-csc2x
(11)(secx)′=secxtanx (12)(cscx)′=-cscxcotx

(13)(arcsinx)′= 1
1-x2

(14)(arccosx)′=- 1
1-x2

(15)(arctanx)′= 1
1+x2

(16)(arccotx)′=- 1
1+x2

2.复合函数的求导法则

定理2 设函数y=f(u)与函数u=φ(x)构成复合函数y=f φ(x[ ]),如果

① 函数u=φ(x)在点x处可导;

② 函数y=f(u)在对应点u=φ(x)可导。

则复合函数y=f φ(x[ ])在点x处可导,且

f′[φ(x)]=[f(u)]′u[φ(x)]′x, 即y′x=y′uu′x 或 dydx=
dy
du

·du
dx

这个法则说明:复合函数的导数,等于复合函数对中间变量的导数乘以中间变量对

自变量的导数。
﹏﹏﹏﹏

这一法则又称为链式法则。

【例1-35】 求下列函数的导数。

(1)y=(3x2+1)3 (2)y=sin(x-2)

(3)y=lncosx (4)y=etanx
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