
 

 

第 2 章  极限与连续 

2.1  知 识 要 点 

2.1.1  极限的概念 

1．数列的极限 

设有数列{ nu }和常数 A，对于任意给定的 0ε > ，存在正整数 N，使得当 n N> 时，恒有

| |nu A ε− < 成立，则称数列{ }nu 以 A为极限，记为 
lim nn
u A

→∞
=   或  ( )nu A n→ →∞ ． 

注：定义中的ε 刻画了 nu 与 A之间的接近程度，N刻画了 n需要增大到什么程度，它与ε
的取值有关．当 n取第 N项以后的各项时， nu 与 A的距离小于ε ，而ε 可以任意小，这正是数

列{ }nu 中的各项随着 n的增大而无限接近 A的精确刻画． 

2． x→∞时函数 ( )f x 的极限 

设有函数 ( )y f x= 和常数 A，对于任意给定的 0ε > ，若存在 0M > ，使当 x M> 时，恒

有 | ( ) |f x A ε− < 成立，则称当 x→∞时， ( )y f x= 的极限为 A，记为 
lim ( )
x

f x A
→∞

=   或   ( ) ( )f x A x→ →∞ ． 

类似地，可以定义 lim ( )
x

f x A
→+∞

= 和 lim ( )
x

f x A
→−∞

= ． 

3． 0x x→ 时函数 ( )f x 的极限 

设有函数 ( )y f x= 和常数 A，如果对于任意给定的 0ε > ，存在 0δ > ，当 00 x x δ< − < 时，

恒有 | ( ) |f x A ε− < 成立，则称当 0x→ 时 ( )f x 的极限为 A，记为  

0

lim ( )
x x

f x A
→

=   或  ( )f x A→ 0( )x x→ ． 

类似地，可以定义右极限
0

lim ( )
x x

f x A
+→

= 和左极限
0

lim ( )
x x

f x A
−→

= ． 

2.1.2  无穷小量与无穷大量  

1．无穷小量的定义与性质 

以 0 为极限的变量称为无穷小量．需要注意的是，0 是一种特殊的无穷小量．无穷小量的

概念在整个微积分中有着重要的作用，需要读者引起重视． 
无穷小量有如下性质： 
（1）有限个无穷小量的和是无穷小量； 
（2）有界变量与无穷小量的乘积是无穷小量； 
（3） limY A= ⇔ Y A α= + ，其中α 是无穷小量（与Y同在一个变化过程中）． 
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2．无穷小量的阶 

设 ,α β 是同一变化过程中的两个无穷小量，则 

（1）若 lim 0β
α
= ，则称 β 是比α 高阶的无穷小量（或α 是 β 比低阶的无穷小量），记为

( )oβ α= ． 

（2）若 lim 0cβ
α
= ≠ ，则称 β 是与α 同阶的无穷小量，记为 ( )Oβ α= ．特殊地，当 1c = 时，

称 β 与α 是等价的无穷小量，记为 ~α β ． 

3．等价无穷小量的性质 

性质 1  设α , β , γ 是同一变化过程中的无穷小量，则 
（1）若 ~α β ，则 ~β α ；  
（2）若 ~α β ， ~β γ ，则 ~α γ ． 

性质 2  设α ， β ，α 和 β 是同一变化过程中的无穷小量，且 ~α α ， ~β β ， limα
β
存

在，则 

lim lim lim limα α α α
β β β β
= = = ． 

4．常见的等价无穷小量公式 

当 0x→ 时： 
（1） sin ~x x；                      （2） arcsin ~x x；      
（3） tan ~x x；                    （4） arctan ~x x； 

（5） 211 cos ~
2

x x− ；                  （6） 31tan sin ~
2

x x x− ； 

（7） log (1 ) ~
lna
xx
a

+ ( 0, 1)a a> ≠ ；    （8） ln(1 ) ~x x+ [为（7）式的特殊情况]； 

（9） 1 ~ lnxa x a− ( 0, 1)a a> ≠ ；       （10） e 1 ~x x− [为（9）式的特殊情况]； 

（11） (1 ) 1 ~x xα α+ − ；                （12） 1 1 ~n xx
n

+ − [为（11）式的特殊情况]； 

（13） 1 1 ~
2
xx+ − [为（11）式的特殊情况]．    

5．无穷大量的定义 

如果在某个变化过程中，对于∀ 0M > ，存在某个时刻，使得在那个时刻以后恒有 Y M>

成立，则称变量Y为无穷大量，记为 limY = ∞或Y →∞．  
在同一个变化趋势下，无穷小量与无穷大量有如下关系： 

（1）若变量Y为无穷大量，则
1
Y
为无穷小量； 

（2）若变量Y为无穷小量（ 0Y ≠ ），则
1
Y
为无穷大量． 
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注：从本质上来讲，在相应的变化趋势下，无穷大量的极限是不存在的，常用的极限运

算法则不适用，因此无穷大量的问题往往需要转化为无穷小量来讨论． 

2.1.3  极限的性质与运算法则 

1．极限的性质 

（1）唯一性  若极限 limY存在，则极限值唯一． 
（2）有界性  如果 limY存在，则Y是局部有界的．特别地，若数列极限 lim nn

u
→∞

存在，则{ }nu

不仅是局部有界的，而且是全局有界的． 
（3）保号性  若极限

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，且 0A > （或 0A < ），则 ( )f x 在 0x 的某个空心邻域内

恒有 ( ) 0f x > （或 ( ) 0f x < ）． 
（4）若极限

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，且在 0x 的某个空心邻域内恒有 ( ) 0f x ≥ （或 ( ) 0f x ≤ ），则有

0A≥ （或 0A≤ ）． 
（5）若

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，
0

lim ( )
x x

g x B
→

= ，且在 0x 的某个空心邻域内恒有 ( ) ( )f x g x≥ （或

( ) ( )f x g x≤ ），则有 A B≥ （或 A B≤ ）． 

2．极限的运算法则 

设极限 lim X ， limY均存在，则 
（1） lim( )X Y± 存在，且 lim( ) lim limX Y X Y± = ± ； 
（2） lim( )X Y⋅ 存在，且 lim( ) lim limX Y X Y⋅ = ⋅ ； 

（3）若 lim 0Y ≠ ，则 lim X
Y

存在，且有
limlim
lim

X X
Y Y
= ． 

推论 1  若 lim X 存在，C为一常数，则 lim( )CX 存在，且 lim( ) limCX C X= ⋅ ． 
推论 2  若 lim X 存在， k为一正整数，则 lim kX 存在，且 lim( ) (lim )k kX X= ． 

3．复合函数的极限运算法则 

设函数 [ ( )]y f g x= 是由函数 ( )u g x= 与函数 ( )y f u= 复合而成， [ ( )]y f g x= 在点 0x 的某个去

心邻域内有定义，若
0

0lim ( )
x x

g x u
→

= ，
0

lim ( )
u u

f u A
→

= ，且 ( )g x 在 0x 的某个去心邻域满足 0( )g x u≠ ，则 

0 0

lim [ ( )] lim ( )
x x u u

f g x f u A
→ →

= = ． 

2.1.4  极限存在准则与两个重要极限 

1．夹逼定理 

如果变量 , ,X Y Z 满足 X Y Z≤ ≤ ，且 lim limX Z A= = （ A为某常数），那么 limY 也存在

且 limY A= ． 

2．单调有界准则 

若数列{ }nu 单调且有界，则极限 lim nn
u

→∞
一定存在． 
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3．数列与子数列的关系 

从数列{ }nu 中抽取无穷多项，在不改变原有次序的情况下构成的新数列称为原数列{ }nu
的子数列，简称子列．记为{ }

kn
u ：

1 2
, , , ,

kn n nu u u" "．其中 kn 表示
kn

u 在原数列{ }nu 中的位置，

k表示
kn

u 在子列中的位置．  

数列{ }nu 与子数列{ }
kn

u 之间的关系： 

（1） lim nn
u A

→∞
= ⇔  对{ }nu 的任何子数列{ }

kn
u 有 lim

knk
u A

→∞
= ； 

（2） lim nn
u A

→∞
= ⇔偶数子列 2{ }ku 和奇数子列 2 1{ }ku + 满足 2 2 1lim limk kk k

u u A+→∞ →∞
= = ； 

（3）当{ }nu 是单调数列时， lim nn
u A

→∞
= ⇔存在某个子数列{ }

kn
u 满足 lim

knk
u A

→∞
= ． 

4．海涅（Heine）定理   

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  ⇔对任何数列{ }nx ， 0nx x→ ( )n→∞ ，且 0nx x≠ ，有 lim ( )nn
f x A

→∞
= ．  

注：海涅定理给出了数列极限与函数极限之间的关系． 

5．两个重要公式 

（1）
0

sinlim 1
x

x
x→

= ．该极限属于
0
0
类型的未定式，它可以推广到

0

sinlim 1
α

α
α→

= ，其中α 为任

意趋于 0 的表达式． 

（2） 1lim 1 e
x

x x→∞

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

或者
1

0
lim(1 ) ex
x

x
→

+ = ．该极限属于1∞ 类型的未定式．它可以推广到

1

0
lim(1 ) eα
α

α
→

+ = ． 

2.1.5  函数的连续性 

函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续的三个等价定义为： 
（1）

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= ； 

（2）
0

lim
x

y
Δ →

Δ =0，其中 0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ − ； 

（3） 0ε∀ > ，∃ 0δ > ，当 0x x δ− < 时，恒有 0| ( ) ( ) |f x f x ε− < 成立． 
( )y f x= 在区间内连续的定义如下： 

如果函数 ( )y f x= 在区间 ( , )a b 内每一点处都连续，则称 ( )y f x= 在 ( , )a b 内连续；如果

( )y f x= 在 ( , )a b 内连续且在 a处右连续，则称 ( )y f x= 在 [ , )a b 上连续．类似地，可以定义

( )y f x= 在区间 ( , ]a b 和[ , ]a b 上的连续性． 

2.1.6  函数的间断点 

1．间断点的定义 

若 ( )y f x= 在点 0x 处出现如下三种情况之一，则称 0x 为 ( )y f x= 的间断点： 
（1） ( )y f x= 在点 0x 处无定义； 
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（2） ( )y f x= 在点 0x 处有定义，但
0

lim ( )
x x

f x
→

不存在； 

（3） ( )y f x= 在点 0x 处有定义，
0

lim ( )
x x

f x
→

存在，但
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

≠ ． 

2．间断点的类型 

设 0x 是 ( )f x 的间断点，且
0

lim ( )
x x

f x
−→

和
0

lim ( )
x x

f x
+→

都存在，则称 0x 为 ( )f x 的第一类间断点， 

其中： 
（1）可去间断点：

0

lim ( )
x x

f x
−→ 0

lim ( )
x x

f x
+→

= ； 

（2）跳跃间断点：
0

lim ( )
x x

f x
−→ 0

lim ( )
x x

f x
+→

≠ ． 

设 0x 是 ( )f x 的间断点，且
0

lim ( )
x x

f x
−→

和
0

lim ( )
x x

f x
+→

中至少有一个不存在，则称 0x 为 ( )f x 的第

二类间断点． 
特殊地，若

0

lim ( )
x x

f x
−→

和
0

lim ( )
x x

f x
+→

中至少有一个为∞，则称 0x 为无穷间断点．例如 0x = 就

是
1

( ) e xf x = 的第二类间断点中的无穷间断点． 

2.1.7  连续函数的性质 

1．连续函数的四则运算  

若函数 ( )f x ， ( )g x 都在点 0x 处连续，则 ( )f x ± ( )g x ， ( ) ( )f x g x ，
( )
( )
f x
g x 0[ ( ) 0]g x ≠ 在点 0x

处也连续． 

2．复合函数的连续性 

若 ( )y f u= 在点 0u 处连续， ( )u g x= 在点 0x 处连续且 0u = 0( )g x ，则 [ ( )]y f g x= 在点 0x 处

连续． 

3．反函数的连续性 

若 ( )y f x= 在区间[ , ]a b 上单调、连续，则其反函数在相应的定义区间上单调、连续． 

4．初等函数的连续型 

初等函数在其定义区间内都是连续的． 

2.1.8  闭区间上的连续函数的性质 

1．有界性定理  

如果函数 ( )f x 在闭区间 [ , ]a b 上连续，则 ( )f x 一定在 [ , ]a b 上有界，即 0M∃ > ，对于

x∀ ∈ [ , ]a b ，都有 ( )f x M≤ ． 

2．最值定理  

如果函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，则 ( )f x 在[ , ]a b 上一定存在最大值和最小值． 
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3．介值定理 

如果函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，m和M 分别为 ( )f x 在[ , ]a b 上的最小值和最大值，且M m> , 
则对介于m与M 之间的任意数C，即m C M< < ，至少存在一点ξ ∈ ( , )a b 使得 ( )f Cξ = ． 

注：定理中的条件如果改为m C M≤ ≤ ，则至少存在一点 [ , ]a bξ ∈ ，使得 ( )f Cξ = ． 

4．零点存在定理  

如果 ( )f x 在[ , ]a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b < ，则至少存在一点ξ ∈ ( , )a b ，使得 ( ) 0f ξ = ． 

2.1.9  一些重要的结论 

（1） lim ( )
x

f x A
→∞

= ⇔ lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
→+∞ →−∞

= = ． 

（2）
0

lim ( )
x x

f x A
→

= ⇔
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x A
− +→ →

= = ． 

（3）
0, | | 1,

lim 1, 1,
, .

n

n

a
a a

→∞

<⎧
⎪= =⎨
⎪
⎩不存在 其他

 

（4）
1

1 1 0
1

1 1 0

lim
n n

n n
m mx

m m

a x a x a x a
b x b x b x b

−
−

−→∞
−

+ + + +
+ + + +

"
"

0, ,

, ,

, .

n

m

n m

a n m
b

n m

⎧
<⎪

⎪
⎪⎪= =⎨
⎪
⎪
∞ >⎪

⎪⎩

  其中 0, 0n ma b≠ ≠ ． 

2.2  典型例题分析 

2.2.1  题型一：极限的概念与性质问题 

例 2.2.1 【2014（3）】设 lim nn
a a

→∞
= ，且 0a ≠ ，则当 n充分大时，有（   ）． 

（A）
| || |
2n
aa >     （B） | || |

2n
aa <    （C） 1

na a
n

> −    （D）
1

na a
n

< +  

解  根据数列极限的定义，对于 0ε∀ > ，存在正整数N，当n N> 时，有 | |na a ε− < ．由于 
| | | | | | | | | |n n na a a a a a ε− − − <≤ ≤ ， 

从而有 | | | |na a ε> − ，取
| |
2
aε = ，则

| || |
2n
aa > ，故选项 A 正确． 

若取
1

na a
n

= − 或
1

na a
n

= + ，显然满足题设条件，因此选项 C 和选项 D 错误． 

例 2.2.2  已知 3

0

sin π( ) 2 tan lim ( )
4 x

xf x x x f x
x →

⎛ ⎞= + + − ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

，求 ( )f x 的表达式． 

解  记 
0

lim ( )
x
f x A

→
= ，则 

3 sin π( ) 2 tan
4

xf x x A x
x

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 
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从而 

3

0 0 0 0

sin πlim ( ) lim lim lim2 tan
4x x x x

xf x x A x
x→ → → →

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即有 1 2 ( 1)A A= + ⋅ − ，
1
3

A = ，因此有 

3 sin 2 π( ) tan
3 4

xf x x x
x

⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

例 2.2.3 【2013（3）】当 0x→ 时，用“ ( )o x ”表示比 x高阶的无穷小量，则下列式子中

错误的是（   ）． 
（A） 2 3( ) ( )x o x o x⋅ =               （B） 2 3( ) ( ) ( )o x o x o x⋅ =   
（C） 2 2 2( ) ( ) ( )o x o x o x+ =         （D） 2 2( ) ( ) ( )o x o x o x+ =  

解  根据高阶无穷小量的定义，若选项 D 成立，则有 
2

20

( ) ( )lim 0
x

o x o x
x→

+
= ． 

事实上， 
2 2

2 2 2 20 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1lim lim lim lim
x x x x

o x o x o x o x o x o x
x xx x x x→ → → →

⎡ ⎤+
= + = = ⋅⎢ ⎥

⎣ ⎦
， 

当 0x→ 时，
( )o x
x

为无穷小量，而
1
x
为无穷大量，因此极限

0

( ) 1lim
x

o x
x x→

⋅ 不一定存在．例如取

2( )o x x= ， 3( )o x x= ，
3
2( )o x x= 等，上述极限结果均不相同，故选项 D 错误． 

2.2.2  题型二：利用极限的四则运算法则求极限 

例 2.2.4  求极限
2

2

4 2 5 2 2lim
sin 1x

x x x
x x→−∞

− + − +

+ +
． 

解法 1  本题属于
∞
∞
类型，分子分母同时除以 x（注意 x为负值），有 

原式
2

2 2

2 5 24 2 2 2lim 4
1sin 11

x

x xx
x

x x
→−∞

− − + − + − −
= = =

−
− + +

． 

解法 2  该类型问题常用的方法是做替换 t x= − ，当 x→−∞时， t→+∞，从而 

原式
2 2

2

2 2

2 5 24 24 2 5 2 2 2 2lim lim 4
1sin 1sin 1 1

t t

t t t t tt
tt t

t t
→+∞ →+∞

+ + + ++ + + + +
= = = =

− + − +
． 

例 2.2.5  求极限 lim
x

x x x x x
→+∞

⎛ ⎞+ + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

．  
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解  本题属于∞ −∞类型，进行分子有理化，有 

    原式 lim
1x

x x x x x
→+∞

+ + − +
=

( )lim
x

x x x x x

x x x x x
→+∞

+ + − +
=

+ + + +
 

        lim
x

x x x

x x x x x
→+∞

+ −
=

+ + + +
lim

( )
x

x

x x x x x x x x
→+∞

=
⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

        
1lim 0

11 1
x

x x x x x
x

→+∞
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞+ + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

． 

例 2.2.6  求极限 
10 5

15
(4 5) (3 1)lim

(2 3)n

n n
n→∞

+ −
+

． 

解          原式=

10 510 5

10 510 5 5
15 15 15

15

5 1(4 5) (3 1) 4 3
4 3lim 6

(2 3) 232
n

n n
n nn n

n
n n

→∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + −⋅ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⋅⎝ ⎠ ⎝ ⎠= = =
+ ⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

． 

例 2.2.7  设 1 1 11
1 1 1 2 1 2nx n

= + + + +
+ + + + +

"
"

，试求 lim nn
x

→∞
． 

解  由于 

1 2 1 12
1 2 ( 1) 1n n n n n

⎛ ⎞= = −⎜ ⎟+ + + + +⎝ ⎠"
， 

因此，当 3n≥ 时， 

1 1 1 1 1 1 11 2
1 1 2 3 3 4 1nx n n

⎛ ⎞= + + − + − + + −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
" 1 1 11 2

1 1 2 1n
⎛ ⎞= + + −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

， 

所以 

lim nn
x

→∞
=

1 51 1
1 1 2

+ + =
+

． 

2.2.3  题型三：利用单侧极限的性质求极限 

例 2.2.8 【2000（1）】求极限

1

40

2 e sinlim
| |

1 e

x

x
x

x
x→

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+⎜ ⎟

⎜ ⎟+⎝ ⎠

． 

解  由于 
1 4 3

4 40 0

2 e sin 2e e sinlim lim 0 1 1
| |

1 e e 1

x x x

x x
x x

x x
x x+ +

− −

→ → −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 
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1 1

4 40 0

2 e sin 2 e sinlim lim 2 1 1
| |

1 e 1 e

x x

x x
x x

x x
x x− −→ →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

由于左右极限均存在且相等，因此原式 1= ． 
例 2.2.9  设 

1
1e 1, 1,

( )
ln(2 ) , 1,

1

x x
f x

x x
x

−
⎧

− <⎪⎪= ⎨
−⎪

⎪ −⎩
≥

 

试求
1

lim ( )
x
f x

→
． 

解  1x = 是函数 ( )f x 的分段点，因此需要考察左右极限， 
1

1
1 1

lim ( ) lim e 1 1x
x x

f x
− −

−
→ →

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

1 1 1 1

ln(2 ) ln[1 (1 )] 1lim ( ) lim lim lim 1
1 1 1x x x x

x x xf x
x x x+ + + +→ → → →

− + − −
= = = = −

− − −
， 

由于
1 1

lim ( ) lim ( ) 1
x x

f x f x
− +→ →

= = − ，故
1

lim ( ) 1
x
f x

→
= ． 

2.2.4  题型四：利用两个重要极限求极限 

例 2.2.10  求极限 20

cos(2 ) cos( )lim
x

nx nx
x→

−
，其中 n为正整数． 

解法 1  利用第一个重要极限，有 

原式 20

[1 cos( )] [1 cos(2 )]lim
x

nx nx
x→

− − −
=

 

     

2 20 0

2
2

2 20 0

2
2 2

2 20 0

2

2 2 2

1 cos( ) 1 cos(2 )lim lim

2sin 2sin ( )2lim lim

2sin 2 sin ( )2lim lim
( )4

2
1 32 .
2 2

x x

x x

x x

nx nx
x x
nx

nx
x x
nx

n nx
nxnx

n

n n n

→ →

→ →

→ →

− −
= −

= −

= −
⎛ ⎞⋅ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

= − = −

 

解法 2  利用等价无穷小量替换，有 

原式 20

[1 cos( )] [1 cos(2 )]lim
x

nx nx
x→

− − −
=

 

                             2 20 0

1 cos( ) 1 cos(2 )lim lim
x x

nx nx
x x→ →

− −
= −  
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2 2

2 20 0

1 1( ) (2 )
2 2lim lim

x x

nx nx

x x→ →
= −

 

                             
2 2 21 32

2 2
n n n= − = − ． 

例 2.2.11 【2003（1）】求极限
2

1
ln(1 )

0
lim(cos ) x

x
x +

→
． 

解  利用第二个重要极限，有 

原式
2

1 cos 1
cos 1 ln(1 )

0
lim[1 (cos 1)]

x
x x

x
x

−
⋅

− +

→
= + − ， 

又因为 
2

2 20 0

1
cos 1 12lim lim

2ln(1 )x x

xx
x x→ →

−−
= = −

+
， 

所以原式
1
2e

−
= ． 

2.2.5  题型五：利用等价无穷小量替换求极限 

例 2.2.12 【2002（3）】设
1
2

a ≠ ，则
2 1lim ln

(1 2 )

n

n

n na
n a→∞

⎡ ⎤− +
=⎢ ⎥−⎣ ⎦

________． 

解  利用等价无穷小量替换公式 ln(1 ) ~x x+ ( 0)x→ ，于是 

原式
2 1 1 1lim ln lim ln 1 lim

(1 2 ) (1 2 ) (1 2 ) 1 2n n n

n na nn n
n a n a n a a→∞ →∞ →∞

⎡ ⎤− +
= = + = =⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

． 

例 2.2.13 【2004（2）】求极限 30

1 2 coslim 1
3

x

x

x
x→

⎡ ⎤+⎛ ⎞ −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

． 

解  由于当 0x→ 时， e 1 ~x x− ln(1 ) ~x x+ ，因此 

原式

2 cosln
3

3 30 0

2 cos 1
e 13lim lim

x
xx

x x

x

x x

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→ →

+⎛ ⎞ −⎜ ⎟ −⎝ ⎠= = 30

2 cosln
3lim

x

xx

x→

+⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=  

                 20

cos 1ln 1
3lim

x

x

x→

−⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠=

2

2 20 0

1
cos 1 12lim lim

63 3x x

xx
x x→ →

−−
= = = − ． 

例 2.2.14  求极限

1

0
lim

3

x x x x

x

a b c
→

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ，其中 , ,a b c均为正数． 

分析：本题属于1∞ 类型，常用的方法有两种，一是利用第二个重要极限进行求解，二是

利用对数恒等式，将表达式 ( )f x 其转化为 ln ( )e f x 的形式，再使用洛必达法则或等价无穷小量等

方法进行求解（洛必达法则见第 4 章）． 
解  利用对数恒等式，有 
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1

0
lim

3

x x x x

x

a b c
→

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

＝
0

1limexp ln
3

x x x

x

a b c
x→

⎧ ⎫⎛ ⎞+ +⎪ ⎪
⎨ ⎬⎜ ⎟
⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 ， 

利用等价无穷小量替换，于是  

0 0 0

1 1 3 3lim ln lim ln 1 lim
3 3 3

x x x x x x x x x

x x x

a b c a b c a b c
x x x→ → →

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + − + + −
= + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

                             
0 0 0

1 1 1 1lim lim lim
3

x x x

x x x

a b c
x x x→ → →

⎛ ⎞− − −
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

                             
0 0 0

1 ln ln lnlim lim lim
3 x x x

x a x b x c
x x x→ → →

⎛ ⎞= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                             1 1(ln ln ln ) ln( )
3 3

a b c abc= + + = ， 

所以 
1

0
lim

3

x x x x

x

a b c
→

⎛ ⎞+ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 ln( ) 33e
abc

abc= = . 

2.2.6  题型六：利用极限存在准则求极限 

例 2.2.15  设数列{ }nx 满足 1 0x > ， 1
42 n n
n

x x
x+ = + ，证明数列{ }nx 的极限存在，并求此极

限值． 

证  因为 1
4 42 2 4n n n
n n

x x x
x x+ = + ⋅ =≥ ，所以 1 2nx + ≥ ，即数列{ }nx 有下界. 又 

2

1
41 2 2 1 0

2 2 2
n

n n n n n
n n n

xx x x x x
x x x+

−
− = + − = − = ≤ ， 

即有 1n nx x+ ≤ ，所以数列{ }nx 单调递减，由单调收敛准则可知，数列{ }nx 的极限存在. 

不妨设 lim nn
x A

→∞
= ，则等式 1

42 n n
n

x x
x+ = + 两边同时取极限，有

42A A
A

= + ，因此 2A = ± ，

由保号性可知 2A≥ ，所以 2A = . 

例 2.2.16  求极限
1

lim(1 2 3 4 )n n n n
n→∞

+ + + ． 

解  由于 
1 1 1

4 (4 ) (1 2 3 4 ) 4 4n n n nn n n= + + + ⋅≤ ≤ ， 

且
1

lim 4 4 4n
n→∞

⋅ = ，由夹逼定理可得 
1

lim(1 2 3 4 ) 4n n n n
n→∞

+ + + = ． 

注：本例题的结论可以推广到一般情况，例如求极限 
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1

1 2lim( )n n n n
Kn

a a a
→∞

+ + +" ， 

其中 K为某个正整数， 0ia > ， 1, ,i K= " ，则 
1

1 2lim( )n n n n
Kn

a a a
→∞

+ + +" 1 2max{ , , , }Ka a a= " ． 

例 2.2.17  求极限
1

 lim(1 )n n
n

x
→∞

+ ，其中 0x > ． 

解  利用例 2.2.16 的结论，当 0 1x< < 时，原式 1= ；当 1x = 时，原式 1= ；当 1x > 时，原

式 x= ，因此 

原式
1, 0 1,

, 1.
x

x x
<⎧

= ⎨ >⎩

≤
 

**例 2.2.18  证明
0

1limsin
x x→

不存在． 

证  取两个子数列 

(1) 1{ } π2 π
2

nx
n

⎧ ⎫
⎪ ⎪

= ⎨ ⎬
⎪ ⎪+
⎩ ⎭

和 (2) 1{ }
πnx n

⎧ ⎫= ⎨ ⎬
⎩ ⎭

， 

显然满足  
(1) (1)0, lim 0n nn
x x

→∞
≠ = ； (2) (2)0, lim 0n nn

x x
→∞

≠ = ， 

但是 

(1) (1)
1 π 1sin sin 2 π 1, lim sin 1

2 n
n n

n
x x→∞

⎛ ⎞= + = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

(2) (2)
1 1sin sin( π) 0 lim sin 0

n
n n

n ,
x x→∞

= = = ， 

由海涅定理可知，极限
0

1limsin
x x→

不存在． 

2.2.7  题型七：函数的连续性问题 

例 2.2.19  讨论函数 2
1( ) lim

1 nn

xf x
x→∞

+
=

+
的连续性． 

解  当 | | 1x < 时， ( ) 1f x x= + ；当 | | 1x = 时，
1( )

2
xf x +

= ；当 | | 1x > 时， ( ) 0f x = ． 

从而 

0, 1,
1 , 1 1,

( )
1, 1,
0, 1.

x
x x

f x
x
x

−⎧
⎪ + − < <⎪= ⎨ =⎪
⎪ >⎩

≤
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因为
1 1

lim ( ) lim ( ) ( 1) 0
x x

f x f x f
+ −→− →−

= = − = ，所以 1x = − 为函数 ( )f x 的连续点．又因为
1

lim ( ) 0
x

f x
+→

= ，

(1) 0f = ，所以 0x = 为函数 ( )f x 的间断点．综上可得，函数 ( )f x 在 ( ,1)−∞ (1, )+∞∪ 内连续．  

例 2.2.20  设

tan

2

1 e , 0,
( ) arcsin

2
e , 0,

x

x

xxf x

a x

⎧ −
>⎪⎪= ⎨

⎪
⎪⎩ ≤

 在 0x = 处连续，求 a的值． 

解  由于 
tan

0 0 0

1 e tanlim ( ) lim lim 2
arcsin

2 2

x

x x x

xf x x x+ + +→ → →

− −
= = = − ， 

而 0(0) ef a a= = ，因此 2a = − ． 

例 2.2.21  求函数
arctan( )

| ( 1) |
xf x

x x
=

−
的间断点，并指出其类型． 

解  显然 0x = 和 1x = 是 ( )f x 的间断点．因为 

0 0 0

arctanlim ( ) lim lim 1
(1 ) (1 )x x x

x xf x
x x x x+ + +→ → →

= = =
− −

， 

0 0 0

arctanlim ( ) lim lim 1
( 1) ( 1)x x x

x xf x
x x x x− − −→ → →

= = = −
− −

， 

由于
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
+ −→ →

≠ ，因此 0x = 是第一类间断点中的跳跃间断点．又因为 

1 1

1 | 1|lim lim 0
( ) arctanx x

x x
f x x→ →

⋅ −
= = ， 

因此
1

lim ( )
x
f x

→
= ∞，故 1x = 是第二类间断点中的无穷间断点． 

2.2.8  题型八：连续函数的等式证明问题 
例 2.2.22  设 ( )f x 在 [0,1] 上连续， (0) (1)f f= ，求证存在 [0,1]ξ ∈ ，使得 

1( )
2

f fξ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

证法 1  利用零点定理，构造辅助函数 

1( ) ( )
2

x f x f xϕ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

则 

1(0) (0)
2

f fϕ ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 1 1 (1)
2 2

f fϕ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

若
1(0)
2

f f ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则取
1
2

ξ = ，结论成立. 若 1(0)
2

f f ⎛ ⎞≠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 (0)ϕ 和 (1)ϕ 一定异号，由零点定

理可知，至少存在一点 (0,1) [0,1]ξ ∈ ⊂ ，使得 ( ) 0ϕ ξ = ，从而有 

1( )
2

f fξ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 



第 2 章  极限与连续 ·25·

证法 2  利用介值定理，构造辅助函数 
1( ) ( )
2

x f x f xϕ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

由题意可知， ( )xϕ 在
10
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
， 上连续,由闭区间上连续函数的最值定理可知， ( )xϕ 在

10
2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦
， 上一

定能够取到最大值M 和最小值m，因此有
12 (0) 2
2

m Mϕ ϕ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤ ≤ ，而 

1 1 1(0) (0) (1) 0
2 2 2

f f f fϕ ϕ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = − + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

， 

因此有 0m M≤ ≤ ，由介值定理可知，至少存在一点 [0,1]ξ ∈ ，使得 ( ) 0ϕ ξ = ，结论得证． 

注：本例采用了两种方法，证法 1 的主要优势是能够在开区间 (0,1) 内找到一点ξ ，使得

结论成立，而证法 2 只能在闭区间[0,1]上找到一点ξ . 
例 2.2.23  设 ( )f x 在[0,1]上连续， (0) (1)f f= ，求证至少存在一点 (0,1)ξ ∈ ，使得 

1( )
3

f fξ ξ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

解  构造辅助函数 

1( ) ( )
3

F x f x f x⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

则 

1(0) (0)
3

F f f ⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
1 1 2
3 3 3

F f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，
2 2 (1)
3 3

F f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

（1）若 (0)f ，
1
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

和
2
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

至少有两个相等，例如
1(0)
3

f f ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则取
1
3

ξ = ，结论成立． 

（2）若 (0)f ，
1
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

和
2
3

f ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

都互不相等，则 (0) 0F ≠ ，
1 0
3

F ⎛ ⎞ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
2 0
3

F ⎛ ⎞ ≠⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

不妨设 (0) 0F > ，接下来又分两种情况进行讨论： 

若
1 0
3

F ⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则由零点定理可知，至少存在一点
10, (0,1)
3

ξ ⎛ ⎞∈ ⊂⎜ ⎟
⎝ ⎠

，使得 ( ) 0F ξ = ，结论

得证； 

若
1 0
3

F ⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则有
1 2(0)
3 3

f f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞> >⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，从而
2 0
3

F ⎛ ⎞ <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，由零点定理可知，至少存在一

点
20, (0,1)
3

ξ ⎛ ⎞∈ ⊂⎜ ⎟
⎝ ⎠

，使得 ( ) 0F ξ = ，从而结论得证. 

2.3  深 化 训 练 

2.3.1  填空题． 

（1）对于 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当 | 0 |x δ− < 时，有
( ) 1f x
x

ε− < ，则
0

lim ( )
x

f x
→

= ________． 
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（2）【2005（3）】 2
2lim sin

1x

xx
x→∞

=
+

________． 

（3）【2006（1）】
0

ln(1 )lim
1 cosx

x x
x→

+
=

−
________． 

（4）【2006（3）】
( 1)1lim

n

n

n
n

−

→∞

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

________． 

（5）
1

2
3 5lim
2 5

n n

n nn

+

+→∞

+
=

+
________． 

（6） lim 2 3 4n n n n

n→∞
+ + = ________． 

（7）已知
π
2

( ) 2 4sin lim ( )
x

f x x x f x
→

= + ，则 ( )f x = ________．   

（8） 3( ) lim
1n

nxf x
nx→∞

=
−

的连续区间为__________．  

2.3.2  单项选择题． 
（1）【2015（3）】设{ }nx 是数列，下列命题中不正确的是（   ）． 
   （A）若 lim nn

x a
→∞

= ，则 2 2 1lim limn nn n
x x a+→∞ →∞

= =  

   （B）若 2 2 1lim limn nn n
x x a+→∞ →∞

= = ，则 lim nn
x a

→∞
=  

   （C）若 lim nn
x a

→∞
= ，则 3 3 1lim limn nn n

x x a+→∞ →∞
= =  

   （D）若 3 3 1lim limn nn n
x x a+→∞ →∞

= = ，则 lim nn
x a

→∞
=  

（2）对 x∀ ，总有 ( ) ( ) ( )x f x g xϕ ≤ ≤ 且 [ ]lim ( ) ( ) 0
x

g x xϕ
→∞

− = ，则 lim ( )
x

f x
→∞

=（   ）． 

   （A）存在且一定不等于零        （B）存在但不一定为零   
   （C）一定不存在                （D）不一定存在 
（3）设 lim nn

a
→∞

存在，则数列{ }nb 满足条件（   ）时， lim n nn
a b

→∞
存在．              

   （A）{ }nb 有界  （B）{ }nb 单调  （C）{ }nb 单调有界   （D）不能确定 
（4）设 ( ), ( )f x xϕ 在 ( , )−∞ +∞ 上有定义， ( )f x 为连续函数，且 ( ) 0f x ≠ ， ( )xϕ 有间断点，

则下列结论正确的是（   ）． 
   （A） [ ( )]f xϕ 必有间断点         （B） 2[ ( )]f xϕ 必有间断点  

   （C） [ ( )]f xϕ 必有间断点          （D）
( )
( )
x

f x
ϕ

必有间断点 

（5）下列说法正确的是（   ）．   
   （A）若 ( )f x 在 ( , )a aδ δ− + 内有界，则 ( )f x 在 x a= 处连续  
   （B）若 ( )f x 在 x a= 处连续，则必存在 0δ > ，使得 ( )f x 在 ( , )a aδ δ− + 内有界  
   （C）若 ( )f x 在 ( , )a aδ δ− + 内有界且可导，则 ( )f x′ 在 ( , )a aδ δ− + 内有界  
   （D）若 ( )f x 在 ( , )a aδ δ− + 内有界，且有 lim ( ) ( ) 0

x a
f x g x

→
= ，则有 lim ( ) 0

x a
g x

→
=  

2.3.3  求下列极限： 

（1） 2lim sin(π 1)
n

n
→∞

+ ；    （2）
2

0

e 1lim
1 cos 1 cos

x

x x→

−
− −

； 
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（3）
3 3lim( 1 )

x
x x

→∞
+ − ；     （4）【2009（3）】

cos

3 20

e elim
1 1

x

x x→

−

+ −
. 

2.3.4  已知 
2 1lim 0

1x

x ax b
x→∞

⎛ ⎞+
− − =⎜ ⎟+⎝ ⎠

，求 a和b的值． 

2.3.5  已知 2lim [2 1 ( )] 0
x

x x ax b
→+∞

− − − + = ，试确定常数 a与b的值． 

2.3.6  设当 1x→ 时， 11
1 m

m
x x −−

+ + +"
是 1x − 的等价无穷小，试求m的值． 

2.3.7  设
2 1

2( ) lim
1

n

nn

x xf x
x

+

→∞

−
=

+
，求函数 ( )f x 的表达式． 

2.3.8  设 ( )f x ln(2 )lim
t t

t

x
t→+∞

+
= ，其中 0x > ，求 ( )f x 的表达式． 

2.3.9  设 1 2
1 82
3n n

n

x x
x+

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
（ 0, 1, 2,n = "），其中 0 0x > ，证明数列{ }nx 收敛，并求 lim nn

x
→∞

． 

2.3.10  设数列{ }nx 由以下等式给定， 

1x a= ， 2x a a= + ， 3x a a a= + + ，"， 

其中 0a > ，试证明数列{ }nx 收敛，并求 lim nn
x

→∞
． 

2.3.11  试求函数
2

2
2( )

| | ( 4)
x xf x
x x

−
=

−
的间断点，并指出其类型． 

2.3.12  试求函数

1arctan
1( ) πsin

2

x
xf x x
−= 的间断点，并指出其类型． 

2.3.13  设 ( )f x 在[0,1]上连续，0 ( ) 1f x< < ，证明方程 ( )f x x= 在 (0,1) 内至少有一个实根． 
2.3.14  设函数 ( )f x 在 [ , ]a b 上连续， 1 2 na x x x b< < < < =" ， 0ic > ， 1, 2, ,i n= " ，证明

至少存在一点 [ , ]a bξ ∈ ，使得 

1 1 2 2

1 2

( ) ( ) ( )( ) n n

n

c f x c f x c f xf
c c c

ξ + +
=

+ + +
"

"
． 

2.4  深化训练详解 

2.3.1  填空题． 
（1） 0 ；  （2） 2；  （3） 2；  
（4）1；提示  因为 

1 1 ( 1)1 1 1 1 11 1
n

n n n
n n n n n

− − −+ + +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

≤ ≤ ， 

由夹逼定理可知
( 1)1lim 1

n

n

n
n

−

→∞

+⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 



微积分复习指导与深化训练 ·28·

（5） 1
5
； （6） 4； 

（7） 4π( ) 2 sin
3

f x x x= − ；提示  因为极限值等于某个常数，因此不妨设 

π
2

lim ( )
x

f x A
→

= ， 

原题等式两边同时求极限，得 

π π π
2 2 2

lim ( ) lim 2 lim 4 sin
x x x

f x x A x
→ → →

= + ， 

即有 π 4A A= + ，所以
π
3

A = − ，从而
4π( ) 2 sin
3

f x x x= − ． 

（8） ( , 0) (0, )−∞ +∞∪ ． 

2.3.2  单项选择题． 
（1）D；提示  根据数列极限与子数列极限之间的关系可知，选项 D 错误．例如 

2

1 , 3 ,3 1,

, 3 2.
n

a n k k
nx

n n k

⎧ + = −⎪⎪= ⎨
⎪ = −
⎪⎩

 

显然 3 3 1lim limn nn n
x x a+→∞ →∞

= = ，但 lim nn
x

→∞
不存在． 

（2）D；提示  若取 ( ) ( ) ( ) 1x f x g xϕ = = = ，则 lim ( ) 1
x

f x
→∞

= ；若取 ( ) ( )x f xϕ = 2( )g x x= = ，

则 lim ( )
x

f x
→∞

= +∞，故选项 D 正确． 

（3）C；  （4）D；  （5）B． 
2.3.3  求下列极限： 
（1）           2 2lim sin(π 1) lim( 1) sin(π 1 π)n

n n
n n n

→∞ →∞
+ = − + −

 

                                 
2

πlim( 1) sin 0
1

n

n n n→∞
= − =

+ +
． 

（2）由于当 0x→ 时， e 1 ~x x− ， 211 cos ~
2

x x− ，因此 

原式

2 2

0 0 2

e 1lim lim 11 cos 1 cos ( 1 cos )
2

x

x x

x
x x→ →

−
= =

− − −

2

0
lim 1 (1 cos )

2
x

x

x→
=

−
 

                 
2

0 2
lim 41

4
x

x

x→
= = ． 

（3）     原式
3

3
1lim 1 1

x
x

x→∞

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

3

3
1lim( ) 1 1

x
x

x→∞

⎛ ⎞
= − − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
3

1 1lim( )
3x

x
x→∞

⎛ ⎞= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

                 2
1lim 0

3x x→∞
= = ． 
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（4）    原式

2
1 cos

cos cos
3 32 20 0 0 0 2

1
e 1 1 cos 3e2lime lime lim e lim 1 21 1 1 1

3

x
x x

x x x x

xx
x x x

−

→ → → →

− −
= ⋅ = ⋅ = ⋅ =

+ − + −
． 

2.3.4  由于 

2 21 (1 ) ( ) 1lim lim 0
1 1x x

x a x a b x bax b
x x→∞ →∞

⎛ ⎞+ − − + + −
− − = =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

， 

所以
1 0

0
a

a b
− =⎧

⎨ + =⎩
 ，因此 1, 1a b= = − ． 

2.3.5  由于 

原式 2 2lim [2 1 ( )] lim [ 1 (1 ) ]
x x

x x ax b x x a x b
→+∞ →+∞

= − − − + = − − + − −  

                 
2

1lim (1 ) 0
1x

a x b
x x→+∞

⎡ ⎤
= + − − =⎢ ⎥

+ −⎣ ⎦
， 

则1 0a− = ，即 1a = ．从而 

2

1lim 0
1x

b
x x→+∞

= =
+ −

． 

2.3.6  根据等价无穷小的定义，有 
1

11 1

2

11

1 11 lim 1 lim
1 1 1

1 2 ( 1) 1 2 ( 1) 1lim ,
2

m

m mx x

m

mx

m x x m
x x x x

x m x m m
mmx

−

−→ →

−

−→

+ + + −⎛ ⎞= − =⎜ ⎟− + + + −⎝ ⎠
+ + + − + + + − −

= = =

"
"

" "
 

所以 3m = . 

2.3.7  

, 1,
0, 1,

( ) , 1 1,
0, 1,
, 1.

x x
x

f x x x
x

x x

< −⎧
⎪ = −⎪⎪= − − < <⎨
⎪ =⎪

>⎪⎩
 

2.3.8   当 0 2x< < 时， ( )f x
ln 2 ln 1

2
lim ln 2

t

t

xt

t→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦= = ； 

当 2x = 时， ( )f x ln(2 2 )lim
t t

t t→+∞

+
=

( 1)ln 2lim ln 2
t

t
t→+∞

+
= = ； 

当 2x > 时， ( )f x

2ln ln 1
lim ln

t

t

t x
x

x
t→+∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦= = ． 

 


