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第 2章  线性系统的运动分析 

第 1 章已说明如何建立描述自动控制系统运动规律的数学模型，要全面了解系统的动态

性能，就必须基于其动态数学模型进行定量分析和定性分析。 
对线性系统动态性能进行定量分析，实质上是求解其动态数学模型方程并分析解的性质，

有传递函数法和状态空间分析法两种方法。传递函数法是经典控制理论的主要分析方法，其

通过拉普拉斯变换或 z 变换将线性系统的微分方程或差分方程化为容易处理的代数方程，并

获得描述系统输入、输出关系的动态数学模型——传递函数，通过系统传递函数零、极点的

分布间接确定其动态响应。状态空间分析法是现代控制理论的主要分析方法，其直接将系统

的微分方程或差分方程化为描述系统输入、输出与内部状态关系的动态数学模型——状态方

程，运用矩阵方法求解状态方程，直接确定其动态响应，研究系统状态方程的解法及分析解

的性质是现代控制理论的主要任务之一。对系统重要的定性性质（能控性、能观测性、稳定

性）的分析将在后续章节介绍。 

2.1  状态方程的齐次解（自由解） 

线性定常系统在输入 u 为零时，由初始状态引起的运动称为自由运动，其可用式（2-1）
所示的齐次状态方程描述，即 

 
0 0

( ) ( )
( ) | ( )t t

t t
t t=

⎧ =⎪
⎨ =⎪⎩

X AX
X X

 （2-1） 

式中，X 为线性定常系统的 n 维状态向量；X(t0)为 n 维状态向量在初始时刻 t = t0 的初值，A
为线性定常系统的系统矩阵。 

式（2-1）的解 X(t)（其中 t ≥ t0）称为自由运动的解或零输入响应。若矩阵 A 仅为一阶，

即 A = a（a 为常数），则向量-矩阵微分方程式（2-1）变为式（2-2）所示的标量微分方程，即 

 
0 0

( ) ( )
( ) | ( )t t

x t ax t
x t x t=

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

 （2-2） 

式（2-2）为一阶线性齐次常微分方程，根据常微分方程求解理论，其解为 

 0( )
0( ) e ( )a t tx t x t−= ，t≥ t0 （2-3） 

式（2-3）中的指数函数 0( )ea t t− 可展开为泰勒级数 

0( ) 2 2
0 0 0

1 1e 1 ( ) ( ) ( )
2! !

a t t k ka t t a t t a t t
k

− = + − + − + + − +  

仿照标量微分方程的解，设式（2-1）的解为式（2-4）所示的向量幂级数，即 

 2
0 1 0 2 0 0( ) ( ) ( ) ( )k

kt b b t t b t t b t t= + − + − + + − +X  （2-4） 

将式（2-4）代入式（2-1）方程两边，得 
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1

1 2 0 0

2
0 1 0 2 0 0

( ) 2 ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k
k

k
k

t b b t t kb t t

b b t t b t t b t t

−= + − + + − +

⎡ ⎤= + − + − + + − +⎣ ⎦

X

A
 （2-5） 

若所设解为真实解，则式（2-5）两边同幂次项的系数应相等，即 

1 0

2
2 1 0

3
3 2 0

0

1 1
2 2
1 1
3 3!

1
!

k
k

b b

b b b

b b b

b b
k

=

= =

= =

=

A

A A

A A

A

 

将初始条件
0 0( ) | ( )t tt t= =X X 代入式（2-4），得 b0 = X(t0)，则式（2-1）的解为 

 2 2
0 0 0 0

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! !

k kt t t t t t t t
k

⎡ ⎤= + − + − + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦
X I A A A X  （2-6） 

式中，I 为 n 维单位矩阵。仿照式（2-4）中标量指数函数 0( )ea t t− 的无穷级数定义，定义式（2-6）
方括号中的 n 维矩阵无穷级数为矩阵指数函数 0( )e t t−A ，即 

0( ) 2 2
0 0 0

0
0

1 1e ( ) ( ) ( )
2! !

1 ( )
!

t t k k

k k

k

t t t t t t
k

t t
k

−

=

= + − + − + + − +

= −∑

A I A A A

A
∞  

式中，规定 A0 = I。 
则式（2-1）的解可用系统矩阵 A 的矩阵指数函数表达为 

 0( )
0( ) e ( )t tt t−= AX X  （2-7） 

式（2-7）表明，线性定常系统在无输入作用即 u(t) ≡ 0 时，任一时刻 t 的状态 X(t)是由起始时

刻 t0 的初始状态 X(t0)在 t−t0 时间内通过矩阵指数函数 0( )e t t−A 演化而来的。鉴于此，将矩阵指数

函数 0( )e t t−A 称为状态转移矩阵，并记为 
0( )

0e ( )t t t t− = −A Φ  

状态转移矩阵是现代控制理论最重要的概念之一，由此可将齐次状态方程的解表达为统一形

式，即 

0 0( ) ( ) ( )t t t t= −X Φ X  

由于系统输入 u(t) ≡ 0，系统的运动 X(t)仅由系统的初始状态 X(t0)激励，因此系统的运动称为自由

运动。而自由运动轨线的形态是由状态转移矩阵决定的，也就是由 A 阵唯一确定的。很显然，状

态转移矩阵包含了系统自由运动的全部信息，完全表征了系统中各状态变量的自由运动特性。 
若 t0 = 0，则对应初始状态为 X(0)，自由运动的解为 

 ( ) ( ) (0) e (0)tt t= = AX Φ X X  （2-8） 

为了表达简便，以下的讨论若不做说明，均设初始时刻 t0 = 0。 
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2.2  状态转移矩阵 

线性定常系统齐次状态方程的解为 

0 0( ) ( ) ( )t t t t= −X Φ X  

或 

( ) ( ) (0)t t=X Φ X  

由解的表达式可知，系统的初始状态 X(t0)和状态 X(t)（t > t0）之间是一种向量变换关系，

其变换矩阵就是状态转移矩阵 Φ(t−t0)。状态转移矩阵的元素一般是时间 t 的函数，即 Φ(t−t0)
是一个时变函数矩阵。对于一个 2×2 维的状态转移矩阵，其几何意义如图 2-1 所示。系统从

初始状态 X(t0)开始，随着时间的推移由 Φ(t1−t0)转移到 X(t1)，再由 Φ(t2−t1)转移到 X(t2)……运

动 X(t)的形态完全由 Φ(t−t0)决定。 

 
图 2-1  状态转移矩阵的几何意义 

1．线性定常系统状态转移矩阵的运算性质 

（1）不发生时间推移下的不变性 

( ) (0)t t− = =Φ Φ I  

即 
( ) 0e et t− = =A A I  

此性质意味着状态向量从 t 时刻又转移到 t 时刻，也就是状态向量没有发生转移，显然，

此时状态向量是不变的。 
（2）传递性（组合性） 

2 0 2 1 1 0( ) ( ) ( )t t t t t t− = − −Φ Φ Φ  

证明：由于 
1 1 0 0( ) ( ) ( )t t t t= −X Φ X  

2 2 1 1 2 1 1 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t t t t t t t= − = − −X Φ X Φ Φ X  

又 

2 2 0 0( ) ( ) ( )t t t t= −X Φ X  

故上式成立。这意味着 t0～t2 的状态转移过程可分解为 t0～t1 和 t1～t2 的分段转移过程的组合。 
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（3）可逆性 
Φ(t) = eAt 总是非奇异的，且 

1( ) ( )t t− = −Φ Φ  

即 
1(e ) et t− −=A A  

证明：因为 
( )e e et tτ τ+⋅ =A A A  

令 τ = -t，有 

0e e et t−⋅ = =A A A I  

所以 
1(e ) et t− −=A A  

这意味着可把状态转移过程视为在时间上是可以逆转的，即状态转移矩阵的逆阵意味着

状态向量按时间的逆向转移。利用这个性质，可以在已知 X(t)的情况下，求出小于 t 时刻的初

始状态 X(t0)（t0 < t）。 
（4）分解性 
设 A 为 n 维方阵，t1 和 t2 为两个独立自变量，则有 

1 2 1 2( ) ( ) ( )t t t t+ =Φ Φ Φ  

即 
1 2 1 2( )e e et t t t+ =A A A  

这个性质意味着从−t2～t1 的转移可以视为从−t2 转移到 0，再从 0 转移到 t1 的组合，即 

1 2 1 2 1 2( ) [ ( )] [ 0] [0 ( )]t t t t t t+ = − − = − − −Φ Φ Φ Φ  

（5）倍时性 

[ ( )] ( )kt kt=Φ Φ  

即 
( )(e ) et k kt=A A  

该性质表明，状态转移矩阵的 k 次方等于该状态转移矩阵的时间自变量扩大 k 倍。 
（6）微分性和交换性 
对 Φ(t) = eAt 有 

d ( ) ( ) ( )
d

t t t
t

= =Φ AΦ Φ A  

即 

d (e ) e e
d

t t t

t
= =A A AA A  

这个性质说明 Φ(t)或 eAt 矩阵与 A 矩阵是可以交换的。 
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【例 2-1】 根据下述状态转移矩阵，求解Ф−1(t)、A。 
2 2

2 2

2e e e e( )
2e 2e e 2e

t t t t

t t t tt
− − − −

− − − −

⎡ ⎤− −
= ⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
Φ  

解：根据状态转移矩阵性质（3），有 
2 2

1
2 2

2e e e e( ) ( )
2e 2e e 2e

t t t t

t t t tt t− ⎡ ⎤− −
= − = ⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
Φ Φ  

根据状态转移矩阵性质（6）、性质（1），有 
2 2

2 2
0 0

0 12e 2e e 2ed ( )
2 3d 2e 4e e 4e

t t t t

t t t t
t t

t
t

− − − −

− − − −
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − +
= = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −− − ⎣ ⎦⎣ ⎦

A Φ  

2．几个特殊的矩阵指数函数 

这里仅将结果列出，证明留给读者完成。 
（1）若 A 为对角矩阵，即 

1

2

0

0 n

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A Λ  

则 

 

1

2

e 0
e( ) e =e

0 e n

t

t
t t

t

t

λ

λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ΛΦ  （2-9） 

（2）若 A 通过非奇异变换为对角矩阵，即 
1− =T AT Λ  

则 

  

1

2
1 1

e 0
e( )=e e

0 e n

t

t
t t

t

t

λ

λ

λ

− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A ΛΦ T T T T  （2-10） 

（3）若 A 为约当矩阵，即 

1 0

1
0

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A J  
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则 

 

2 ( 1)

( 2)

1 11
2! ( 1)!

10 1
( 2)!( ) e e e

0 0 1

0 0 0 1

n

n
t t t

t t t
n

t t
nt

t

λ

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−= = = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

A JΦ  （2-11） 

（4）若 A 为模态矩阵，即 

σ ω
ω σ

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥−⎣ ⎦

A M  

则 

 
cos sin

( ) e e e
sin cos

t t t t t
t

t t
σ ω ω

ω ω
⎡ ⎤

= = = ⎢ ⎥−⎣ ⎦
A MΦ  （2-12） 

3．线性定常系统状态转移矩阵的计算方法 

线性定常系统的状态转移矩阵的求法很多，但不论采用哪种方法计算，结果应该是一致

的。下面介绍较常用的 4 种方法。 
（1）级数展开法 
直接根据矩阵指数函数的定义式计算 eAt，即 

 2 2

0

1 1 1e
2! ! !

t k k k k

k

t t t t
k k=

= + + + + + =∑A I A A A A
∞

 （2-13） 

【例 2-2】 已知
0 1
1 0

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

A ，用级数展开法求 eAt。 

解：根据矩阵指数函数的定义 

2 2 3 3

2 3

2 3

2 4 3 5

3 5 2 4

1 1e
2! 3!

1 0 0 0 01 1
0 1 0 2! 3!0 0

1
2 4! 3! 5!

1
3! 5! 2! 4!

cos sin
sin cos

t t t t

t t t
t t t

t t t tt

t t t tt

t t
t t

= + + + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ − −
= + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤

− + − − + −⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
− + − + − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

A I A A A

 

此法具有编程简单、适用于计算机数值求解的优点，但一般不易写出解析式，不适合手

工运算。 
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（2）约当标准型变换法 
若 

1−=A T AT  

则 

 1( )=e et tt −=A AΦ T T  （2-14） 

其中，T 是使 A 变换为标准型的变换矩阵。A 阵变换后的标准型矩阵 A 有对角型（特征值互

异）、约当型（特征值有重根）和模态型（特征值有共轭复数根）三种情况。 
证明：由矩阵指数函数的定义，有 

1 1 1 2 2 1

1 1 2 1 2 1

2 2 1 1

1 1( ) e e ( ) ( )
2! !

1 1
2! !

1 1 e
2! !

t t k k

k k

k k t

t t t t
k

t t t
k

t t t
k

− − − −

− − − −

− −

= = = + + + + +

= + + + + +

⎛ ⎞= + + + + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

A TAT

A

Φ I TAT TAT TAT

TΙT TAT TA T TA T

T I A A A T T T

 

[证毕] 

【例 2-3】 已知
0 1
2 3

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

A ，用约当标准型变换法求 eAt。 

解：      
1

( 1)( 2)
2 3
λ

λ λ λ
λ
−

− = = + +
+

I A  

得 A 的特征值 λ1 = -1，λ2 = -2。 
矩阵 A 可化为对角标准型 

1 0
0 2
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
Λ  

由式（2-9）得 

2

e 0e
0 e

t
t

t

−

−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

Λ  

A 为底伴随矩阵，其变换矩阵 

1 2

1 1 1 1
1 2λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦

T ， 1 2 1
1 1

− ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

T  

将 eΛt、T、T−1 代入式（2-14），得 

1
2

2 2

2 2

1 1 2 1e 0e e
1 2 1 10 e

2e e e e
2e 2e e 2e

t
t t

t

t t t t

t t t t

−
−

−

− − − −

− − − −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥
− + − +⎣ ⎦

A ΛT T
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【例 2-4】 已知

0 1 0
0 0 1
2 5 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

A ，用约当标准型变换法求 eAt。 

解：      2

1 0
0 1 ( 1) ( 2)
2 5 4

λ
λ λ λ λ

λ

−
− = − = − −

− −
Ι A  

得 A 的特征值 λ1 = λ2 = 1，λ3 = 2。 
矩阵 A 可化为约当标准型 

1 1 0
0 1 0
0 0 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

J  

由式（2-11）、式（2-9）得 

2

e e 0
0 e 0e

0 0 e

t t

t
t

t

t⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

J  

A 为底伴随矩阵，其变换矩阵 

1 2
2 2

1 1 2

1 0 1 1 0 1
1 1 1 2

2 1 2 4
λ λ
λ λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

T ， 1

0 2 1
2 3 1

1 2 1

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

T  

将 eJt、T、T−1 代入式（2-14），得 

1

2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

1 0 1 e e 0 0 2 1
e e 1 1 2 0 e 0 2 3 1

1 2 4 0 0 e 1 2 1

2 e e 2e 3 e 2e e e e
2e 2 e 2e 5e 3 e 4e 2e e 2e
4e 2 e 4e 8e 3 e 8e 3e e 4e

t t

t t t

t

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t

t t t
t t t
t t t

−

⎡ ⎤ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤− + + − − − +
⎢

= − − + + − − − +⎢
⎢− − + + − − − −⎣ ⎦

A JT T

⎥
⎥
⎥

 

【例 2-5】 已知

0 1 0
0 0 1
4 6 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

A ，用约当标准型变换法求 eAt。 

解：                2

1 0
0 1 ( 2 2)( 2)
4 6 4

λ
λ λ λ λ λ

λ

−
− = − = + + +

+
I A  

得 A 的特征值 λ1,2 = -1±j1，λ3 = −2。 
矩阵 A 可化为模态标准型 
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1 1 0
1 1 0

0 0 2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

M  

由式（2-12）、式（2-9）得 

2

e cos e sin 0
e sin e cos 0e

0 0 e

t t

t t
t

t

t t
t t

− −

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
−⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

M  

对应于特征值 λ1 = −1+j1 的特征向量为 

1 1 2

1 1 0
1 j1 1 j 1 j

j2 0 2

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − + = − + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

P q q  

A 为底伴随矩阵，其变换矩阵 

1 2 3 3
2
3

1 0 1 1 0 1
[ ] 1 1 1 1 2

0 2 0 2 4
λ
λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − = − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦⎣ ⎦

Q q q Q ， 1

0 2 1
1 4 4 1
2

2 2 1

−

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

Q  

将 eMt、Q、Q−1 代入式（2-14），得 

( ) ( )

( ) ( )

1

2

2 2 2

2 2

1 0 1 e cos e sin 0 0 2 1
1e e 1 1 2 e sin e cos 0 4 4 1
2

0 2 4 0 0 e 2 2 1

1 12e sin e e 2sin cos e e sin cos e
2 2

2e cos sin 2e e 3cos sin 2e e co

t t

t t t t

t

t t t t t t

t t t t t

t t
t t

t t t t t

t t t t

− −

− − −

−

− − − − − −

− − − − −

⎡ ⎤ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = − − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

+ − + − +

= − − − −

A MQ Q

( ) ( )

2

2 2 2

s e
4e cos +4e 2e sin +2cos +4e e sin +cos +2e

t

t t t t t t

t
t t t t t

−

− − − − − −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

−⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

（3）待定系数法 
待定系数法是应用凯利-哈密尔顿（Cayley-Hamilton）定理将 eAt 的无穷级数定义式简化

为有限项多项式计算，从而求出 eAt 的解析形式。 
1）凯利-哈密尔顿定理 
所谓凯利-哈密尔顿定理是指，n 维方阵 A 满足其自身的特征方程，即设 n 维方阵 A 的特

征方程为 
1

1 1 0( ) | | 0n n
nf a a aλ λ λ λ λ−
−= − = + + + + =I A  

则 
1

1 1 0( ) 0n n
nf a a a−
−= + + + + =A A A A I  

2）化 eAt 为 A 的有限项 
根据凯利-哈密尔顿定理，有 
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1 2 3

1 2 3 0
n n n n

n n na a a a− − −
− − −= − − − − −A A A A I  

上式表明，An 可以用 An−1、An−2、…、A、I 的线性组合表示。 
1 1 2 3

1 2 3 0
1 2

1 2 3 0
1 2 3

1 1 2 3 0
1 2

2 3 0
2 2 2 1 2 3

1 2 3 0

1

( )

( )

( )

( )

n n n n n
n n n

n n n
n n n

n n n
n n n n

n n
n n

n n n n n
n n n

n
n

a a a a

a a a a

a a a a a

a a a

a a a a

a

+ − − −
− − −

− −
− − −

− − −
− − − −

− −
− −

+ − − −
− − −

+
−

= = − − − − −

= − − − −

= − − − − − −

+ − − − −

= = − − − − −

= −

A AA A A A A I

A A A A

A A A I

A A A

A A A A A A A I

A 1 1 2
2 3 0( )n n

n na a a−
− −− + − − −A A A

 

可见，An+1、An+2、…、A∞
都可以用 An−1、An−2、…、A、I 的线性组合表示。 

矩阵指数函数 eAt 的无穷级数定义式为 

2 2

0

1 1 1e
2! ! !

t k k k k

k

t t t t
k k=

= + + + + + =∑
∞

A I A A A A  

而 An、An+1、An+2、…、A∞
均可以用 An−1、An−2、…、A、I 的线性组合表示，故矩阵指数函数

eAt 可用 A 的（n-1）次多项式表示，即 

 1
0 1 1e ( ) ( ) ( )t n

nt t tα α α −
−= + + +A I A A  （2-15） 

式中，α0(t)，α1(t)，…，αi(t)，…，αn−1(t)均是待定的时间标量函数。这样求 eAt 的问题就转化

为求待定系数 αi(t)的问题。 
3）αi(t)的计算 
下面按 A 的特征值形态分两种情况讨论。 
① A 的特征值互异时 
由于 A 和特征值 λ1，λ2，…，λn 都是特征方程|λI - A| = 0 的根，eAt 可用 A 的（n-1）次多

项式表示，则用同样方法可以证明， e itλ 也可用 λi 的（n-1）次多项式表示，即 
1

2

2 1
0 1 1 2 1 1 1

2 1
0 1 2 2 2 1 2

2 1
0 1 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) e

( ) ( ) ( ) ( ) e

( ) ( ) ( ) ( ) e n

tn
n

tn
n

tn
n n n n

t t t t

t t t t

t t t t

λ

λ

λ

α α λ α λ α λ

α α λ α λ α λ

α α λ α λ α λ

−
−

−
−

−
−

+ + + + =

+ + + + =

+ + + + =

 

解此方程组，即可求得系数 αi(t)为 

 

1

2

12 1
0 1 1 1

2 1
1 2 2 2

2 1
1

( ) 1 e
( ) 1 e

( ) 1 e n

n t

n t

n t
n n n n

t
t

t

λ

λ

λ

α λ λ λ
α λ λ λ

α λ λ λ

−−

−

−
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 （2-16） 

② A 有 n 重特征值 λ1 时 
根据①，λ1 必然满足 

12 3 1
0 1 1 2 1 3 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) e tn

nt t t t t λα α λ α λ α λ α λ −
−+ + + + + =  
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将上式依次对 λ1 求偏导 n-1 次，得到 n-1 个方程 
12 2

1 1 2 1 3 1 1( ) 2 ( ) 3 ( ) ( 1) ( ) e tn
nt t t n t t λα λα λ α λ α−
−+ + + + − =                    

 ( ) 13 2
2 1 3 1 12 ( ) 6 ( 1)( 2) ( ) e tn

nt t n n t t λα λα λ α−
−+ + + − − =

                   

11
1( 1)! ( ) e tn

nn t t λα −
−− =                    

解此 n 个方程，即可求得系数 αi(t)为 

 

1

1

1

1

1
1

0
21

1

2
3

3 1 1
2

2 2
1 1 1

2 3 11
1 1 1 1

1 e
0 0 0 0 1 ( 1)!( )
0 0 0 1 ( 1) 1( ) e

( 2)!
( )

( 1)( 2)( ) 0 0 1 3
12! e

0 1 2 3 ( 1) 2!
( ) e1

tn

tn

n

t
n

nn

t
nt

nt t
n

t
n nt

t
n

t t

λ

λ

λ

λ

α
λα

α
α λ λ

λ λ λ
α λ λ λ λ

−
−

−

−

−

−−

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
1e

t

tλ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 （2-17） 

【例 2-6】 已知

0 1 0
0 0 1
2 5 4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

A ，用待定系数法求 eAt。 

解：      2

1 0
0 1 ( 1) ( 2)
2 5 4

λ
λ λ λ λ

λ

−
− = − = + +

+
Ι A  

得 A 的特征值 λ1 = λ2 = -1，λ3 = -2。 
对重特征值按式（2-17）计算 αi(t)，非重特征值按式（2-16）计算 αi(t)。则 

1

1

3

1 1
0 1

2
1 1 1

2 2
2 3 3

2

2

2

( ) 0 1 2 e 0 1 2 e
( ) 1 e 1 1 1 e
( ) 1 e 1 2 4 e

2 0 1 e 2 e e
3 2 2 e 3 e 2e 2e
1 1 1 e e e

t t

t t

t t

t t t

t t t t

t t

t t t
t
t

t t
t
t

λ

λ

λ

α λ
α λ λ
α λ λ

− − −

−

−

− − −

− − − −

− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥= − = − +⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

2et t− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

利用式（2-15）求得系统状态转移矩阵 
2

0 1 2

2 2

2

2

e ( ) ( ) ( )
1 0 0 0 1 0

(2 e e ) 0 1 0 (3 e 2e 2e ) 0 0 1
0 0 1 2 5 4

0 1 0
( e e e ) 0 0 1

2 5 4

t

t t t t t

t t t

t t t

t t

t

α α α

− − − − −

− − −

= + +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥+ − + ⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

A I A A
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2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 e e 3 e 2e 2e e e e
2 e 2e 2e 3 e 5e 4e e 2e 2e

2 e 4e 4e 3 e 8e 8e e 3e 4e

t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t

t t t
t t t

t t t

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

⎡ ⎤+ − + − +
⎢ ⎥

= − + − − + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥− + − + − +⎣ ⎦

 

（4）拉普拉斯变换法 
设 t0 = 0，对式（2-1）两边取拉普拉斯变换得 

1

( ) (0) ( )

( ) ( ) (0)

s s s

s s −

− =

= −

X X AX

X I A X
 

取拉普拉斯逆变换得，t0 = 0 时，式（2-1）的解为 
1 1( ) [( ) ] (0)t L s− −= −X I A X  

与式（2-8）对比，得 

 1 1( ) e [( ) ]tt L s− −= = −AΦ I A  （2-18） 

【例 2-7】 如例 2-3，已知
0 1
2 3

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− −⎣ ⎦

A ，用拉普拉斯变换法求 eAt。 

解： 
1

1 1 3 11( )
2 3 2( 1)( 2)

2 1 1 1
1 2 1 2

2 2 1 2
1 2 1 2

s s
s

s ss s

s s s s

s s s s

−
− − +⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ −+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤− −⎢ ⎥+ + + += ⎢ ⎥
− −⎢ ⎥+ +⎢ ⎥+ + + +⎣ ⎦

I A

 

由式（2-18）得 
2 2

1 1
2 2

2e e e ee [( ) ]
2e 2e e 2e

t t t t
t

t t t tL s
− − − −

− −
− − − −

⎡ ⎤− −
= − = ⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
A I A  

结果与例 2-3 相同。 
当 A 维数较高时，直接计算 1( )s −−I A 比较困难，使用 1.4.2 节介绍的法捷耶夫算法求逆。 

2.3  线性系统的运动分析 

2.3.1  线性系统的运动规律 

当系统具有输入控制作用时，必须用非齐次状态方程对系统进行描述。 
线性定常系统的非齐次状态方程为 

 ( ) ( ) ( )t t t= +X AX BU  （2-19） 

式中，X(t)是 n 维状态向量，U(t)是 r 维控制向量，A 是 n×n 常数阵，B 是 n×r 常数阵。 
设初始时刻 t0 的初始状态为 X(t0)，若非齐次状态方程的解存在，则解形式如下 
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0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
t

t
t t t t t τ τ τ= − + −∫X Φ X Φ BU  （2-20） 

式中， 0( )
0( ) e t tt t −− = AΦ ， ( )( ) e tt ττ −− = AΦ 。 

证明：将式（2-19）移项，可得 

( ) ( ) ( )t t t− =X AX BU  

上式两边分别左乘 e−At，则有 

e [ ( ) ( )] e ( )t tt t t− −− =A AX AX BU  

即 

d [e ( )] e ( )
d

t tt t
t

− −=A AX BU  

对上式在[t0, t]区间内进行积分，得 

0 0

d [e ( )]d e ( )d
d

t t

t tt
τ ττ τ τ τ− −=∫ ∫A AX BU  

0 0

e ( ) e ( )d
tt

t t

τ ττ τ τ− −= ∫A AX Bu  

0

0
0e ( ) e ( ) e ( )d

ttt

t
t t τ τ τ−− −− = ∫AA AX X Bu  

0

0

( ) ( )
0( ) e ( ) e ( )d

tt t t

t
t t τ τ τ− −= + ∫A AX X Bu  

即 

 
0

0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )d
t

t
t t t t t τ τ τ= − + −∫X Φ X Φ BU  [证毕] 

从式（2-20）看出，非齐次状态方程的解由两项组成：第一项与式（2-7）所示的齐次状

态方程的解相同，由初始状态 X(t0)引起，称为自由运动解分量；第二项由控制作用 U(t)引起，

称为强制运动解分量。 

当 t0 = 0 时，则有 

 
0

( ) ( ) (0) ( ) ( )d
t

t t t τ τ τ= + −∫X Φ X Φ BU  （2-21） 

【例 2-8】 试求下述系统在单位阶跃函数作用下的解 

0 1 0
( ) ( ) ( )

2 3 1
t t u t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X X  

式中，u(t)为单位阶跃函数；X(0) = [1  2]T，求系统的状态 X(t)。 

解：由例 2-3 或例 2-7 已求出 
2 2

2 2

2e e e e( ) e
2e 2e e 2e

t t t t
t

t t t tt
− − − −

− − − −

⎡ ⎤− −
= = ⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
AΦ  

由式（2-21）得 
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0
( ) ( ) (0) ( ) ( )d

t
t t t τ τ τ= + −∫X Φ X Φ BU  

其中，自由运动解分量 
2 2 2

2 2 2

12e e e e 4e 3e( ) (0)
22e 2e e 2e 4e 6e

t t t t t t

t t t t t tt
− − − − − −

− − − − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤− − −
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥− + − + − +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

Φ X  

u(t) = 1，强迫运动解分量 
( ) 2( ) ( ) 2( )

( ) 2( ) ( ) 2( )0 0

2( ) 2( )

( ) 2( )0 2

02e e e e( ) ( )d d
12e 2e e 2e

1 1e ee e d 2 2
e 2e e e

t t t tt t

t t t t

t tt tt

t t
t t

t
τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ τ τ

τ

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− −− − − −

− − − −
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ − +− ⎢ ⎥= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ −⎣ ⎦

∫ ∫

∫

Φ BU

 

故 

0

2 22

2
2 2

( ) ( ) (0) ( ) ( )d

1 1 1 5e e 3e e4e 3e
2 2 2 2

4e 6e e e 3e 5e

t

t t t tt t

t t
t t t t

t t t τ τ τ

− − − −− −

− −
− − − −

= + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ − + + −− ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− +⎣ ⎦ − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫X Φ X Φ BU

 

若输入改为单位斜坡函数 u(t) = t，则强迫运动解分量 

( ) 2( ) ( ) 2( )

( ) 2( ) ( ) 2( )0 0

2
( ) 2( )

( ) 2( )0 2

02e e e e( ) ( )d d
12e 2e e 2e

1 3 1e ee e 2 4 4d
1 1e 2 e e + e
2 2

t t t tt t

t t t t

t t
t tt

t t
t t

t

t

τ τ τ τ

τ τ τ τ

τ τ

τ τ

τ τ τ τ τ

τ τ
τ

τ τ

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− −
− − − −

− − − −
− −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− = ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤− + −⎢ ⎥⎡ ⎤−
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥

− + ⎢ ⎥⎣ ⎦ −⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

∫

Φ BU

 

状态方程的解为 

0

2 2
2

2
2 2

( ) ( ) (0) ( ) ( )d

1 3 1 1 3 13e e 5e e4e 3e 2 4 4 2 4 4
1 1 1 134e 6e e + e 5e + e
2 2 2 2

t

t t t t
t t

t t
t t t t

t t t

t t

τ τ τ

− − − −
− −

− −
− − − −

= + −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎡ ⎤−
= + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥

− + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∫X Φ X Φ BU

 

2.3.2  特定输入下线性系统的状态响应 

与经典控制理论对应，下面讨论系统在典型输入信号（脉冲函数、阶跃函数和斜坡函数）

作用下，系统的状态解和输出解。 
设 X(0) = X0。 

1．脉冲响应 

当输入为脉冲函数，即 u(t) = Kδ(t)时，系统的状态响应 
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( )
0 0

( )
0 0

0

( ) e e ( )d

e e ( )d

e e

tt t

tt t

t t

t X K

K

K

τ

τ

δ τ τ

δ τ τ

−

−

= +

= +

= +

∫

∫

A A

A A

A A

X B

X B

X B  （2-22） 

系统的输出响应 

0( ) ( ) e et tt C t C C K= = +A AY X X B  

当 X(0) = 0 时，系统的单位脉冲响应 
1 1( ) e [ ( ) ]tt C L C s− −= = −AY B I A B  

即系统传递函数阵的拉普拉斯逆变换。 

2．阶跃响应 

当输入为阶跃函数，即 u(t) = K1(t)时，系统的状态响应 
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∫
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X X B

X B

X A B

X A I B  （2-23） 

系统的输出响应 
1

0( ) ( ) e (e )t tt C t C C K−= = + −A AY X X A I B  

3．斜坡响应 

当输入为斜坡函数，即 u(t) = Kt 时，系统的状态响应 
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∫

∫

A A

A A

A A A

A A

X X B

X B

X A A B

X A I A B  （2-24） 

系统的输出响应 
2 1

0( ) ( ) e [ (e ) ]t tt C t C C t K− −= = + − −A AY X X A I A B  

式（2-23）和式（2-24）只有在矩阵 A 为非奇异，即 A−1 存在的条件下，才能使用。 
【例 2-9】 已知系统 

0 1 0
( ) ( ) ( )

2 3 1
t t u t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X X ，X(0) = [1  2]T 
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试使用式（2-22）、式（2-23）和式（2-24）分别求系统在单位脉冲函数、单位阶跃函数及单

位斜坡函数作用下的状态响应。 
解：由例 2-8 知 

2 2

2 2

2e e e ee
2e 2e e 2e

t t t t
t

t t t t

− − − −

− − − −

⎡ ⎤− −
= ⎢ ⎥

− + − +⎣ ⎦
A ，

2

2

4e 3ee (0)
4e 6e

t t
t

t tX
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− −

⎡ ⎤−
= ⎢ ⎥

− +⎣ ⎦
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1 3 11
2 02

− − −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A  

（1）单位脉冲响应 
u(t) = δ(t)，由式（2-22）得 

0
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（2）单位阶跃响应 
u(t) = 1(t)，由式（2-23）得 
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（3）单位斜坡响应 
u(t) = t，由式（2-24）得 
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由例 2-8 和例 2-9 求得的状态响应可见，使用式（2-22）、式（2-23）和式（2-24）的结果，

与直接使用式（2-21）的结果完全相同。 
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2.4  连续系统的时间离散化 

2.4.1  问题的提出 

无论是利用数字计算机分析时间连续系统，还是利用计算机等离散控制装置对时间连续

的被控对象进行控制，都会遇到一个把时间连续系统化为等价的时间离散系统的问题。 

 
图 2-2  连续系统的时间离散化 

图 2-2 所示为将时间连续系统化为时间离散系统的一种典型情况。被控对象是一个时间

连续系统，其状态 X(t)、输入 U(t)和输出 Y(t)都是时间 t 的连续函数向量。控制装置由数模转

换（D/A）、数字计算机和模数转换（A/D）构成。它只能输入时间离散变量Y(k)，输出时间离

散变量 U(k)，其中离散时间序列 k = 0,1,2……为了使这两部分能够连接起来，分别引入采样

器和保持器。采样器的作用是把连续变量 Y(t)转换为离散变量 Y(k)，常用的采样器是一种周期

性动作的采样开关，当开关接通时，将变量输入，而当开关断开时，将变量阻断。保持器的

作用则是把离散信号 U(k)变换为连续信号 U(t)。它是由电子元件组成的一种保持电路，可分

为零阶保持器、一阶保持器等。这样，如果把保持器-连续系统-采样器视为一个整体，并用

X(k)表示其离散状态向量，那么它就组成了以 X(k)、U(k)和 Y(k)为变量的时间离散系统，其状

态空间方程即为连续系统的时间离散化模型。而控制装置所面对的正是这个离散化模型，其

示意图如图 2-2(b)所示。 
线性连续系统的时间离散化问题的数学实质，就是在一定的采样方式和保持方式下，由

系统的时间连续状态空间方程导出其对应的时间离散状态空间方程，并建立起两者的系数矩

阵间的关系式。 

2.4.2  三点基本假设 

为了使离散化后的状态空间方程具有简单的形式，并保证它是可复原的，先引入如下三

点基本假设。 
（1）采样器的采样方式取为以常数 T 为周期的等间隔采样。采样瞬时为 tk = kT，k = 0,1,2,…

采样脉冲宽度 Δ T，因而可视为 Δ ≈ 0。于是有 

( )
( )

0
Y t t kT

Y k
t kT
=⎧

= ⎨ ≠⎩

，

，
 

式中，k = 0,1,2,… 
（2）采样周期 T 的值要满足香农（Shannon）采样定理给出的条件，即离散信号 Y(k)可以
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完全复原为原来的连续信号 Y(t)的条件为采样角频率 ωs 满足 

s m2ω ω>  

式中，ωm为 Y(t)的幅频谱 Y(jω)的上限频率。考虑到 ωs = 2π/T，则采样周期 T 满足 

mπ /T ω<  

（3）保持器是零阶的，即把离散信号转换为连续信号是按零阶保持方式来实现的。零阶保

持器的特点是：保持器输出 U(t)在两个采样瞬时之间保持为常值且等于前一采样瞬时的值，即 

U(t) = U(kT) = 常数，kT ≤ t < (k+1)T 

2.4.3  线性定常连续系统状态空间方程的离散化 

线性定常连续系统的状态空间方程为 

 
⎧ = +
⎨

= +⎩

X AX BU
Y CX DU

 （2-25） 

状态方程的解为 

0

0

( ) ( )
0( ) e ( ) e ( )d

tt t t

t
t t τ τ τ− −= + ∫A AX X BU  

设初始时刻 t0 = kT，考虑采样时刻 t = (k+1)T，则状态方程的解为 

[ ] [ ][ ]( 1) ( 1)( 1) e ( ) e ( )d
k T k TT

kT
k T kT τ τ τ

+ + −+ = + ∫ AAX X BU  

在 kT ≤ t < (k+1)T 时，输入向量 U(t) = U(kT) = 常数，则 

[ ] [ ][ ]( 1) ( 1)( 1) e ( ) e d ( )
k T k TT

kT
k T kT kTτ τ

+ + −+ = + ∫ AAX X B U  

令 t = (k+1)T- τ，则 

[ ]
0

( 1) e ( ) e d ( )
TT tk T kT t kT+ = + ∫A AX X B U  

令 

 ( ) e TT = AG ，
0

( ) e d
T tT t= ∫ AH B  （2-26） 

得线性定常连续系统状态方程的离散化方程 

 [ ] ( ) ( )( 1) ( ) ( )X k T G T X kT H T U kT+ = +  （2-27） 

由于输出方程是线性方程，离散化后，在采样时刻 t = kT，系统的离散输出 Y(kT)与离散

状态 X(kT)和离散输入 U(kT)之间仍保持原来的线性关系。因此，离散化前后的矩阵 C 和 D 均

不改变。离散化后的系统输出方程为 

 ( ) ( ) ( )kT kT kT= +Y CX DU  （2-28） 

对 SISO 系统，离散化状态空间方程记为 

 
[ ]( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
k T T kT T kT

kT c kT d kT
⎧ + = +⎪
⎨

= +⎪⎩

X G X h u
y X u

 （2-29） 


