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第二章  波函数和薛定谔方程 

第一节  波函数的统计解释 

一、微观粒子的波粒二象性 

1．经典物理学对波粒二象性解释的失败 

德布罗意物质波假设的实质是，所有运动的实物粒子都既具有粒子性又具有波动性，即

实物粒子具有波粒二象性。但当时人们的思想还是深受经典物理学的影响，在其非此即彼思

想的束缚下，曾经出现如下两种对波粒二象性的解释，最终均以失败而告终。 
一种观点认为，运动电子是某种物质波形成的波包，即由许多不同频率的波构成的一个

复波，它可以局限在电子大小的空间（ 152.8 10 m−× ）中。计算表明，该波包的寿命大约只有
261.6 10 s−× ，也就是说在非常短的时间内，电子就变成非定域的了，此即所谓波包发散的困难。

这种观点只片面地强调了电子波动性，而忽略了它的粒子性。 
另一种观点认为，运动电子的波动性对应于由大量电子分布于空间而形成的疏密波，它

类似于空气振动出现的纵波，即分子的疏密相间而形成的一种分布。这种看法也与实验矛盾。

实际上，在电子的衍射实验中，不但让多个电子同时通过仪器可以得到衍射图案，即使让电

子一个一个地通过仪器，只要实验的时间足够长，仍然可以在底片上得到电子的衍射图案。

这说明运动电子的波动性并不一定是在许多电子同时存在于空间中才会出现，更确切地说，

单个电子就具有波动性。 

2．波粒二象性的正确解释 

首先，让我们来回顾一下经典物理学是如何理解粒子的概念的： 
（1）经典粒子具有确定的大小、质量和电荷，在空间中占据某个确定的位置。它们在与

其他物体相互作用时，是整体地发生作用。 
（2）经典粒子运动时，服从牛顿力学定律，具有一条确定的轨道。 
（3）经典粒子的状态用相应物理量（能量、动量等）的值来表征，这些物理量可以连续

取值。 
其次，再来看看经典物理学中波动的概念： 

（1）经典的波动是可以在整个空间中传播的周期性扰动。 
（2）表征经典波动的物理量是频率ν 和波矢 k

K
。运动的规律服从相应的波动方程，例如，

电磁波遵循麦克斯韦方程组。 
（3）经典波动满足叠加原理，可以得到干涉和衍射花样。 
最后，让我们来回答运动粒子（如电子）到底是什么： 
著名物理学家费曼（Feynman）指出，电子既不是粒子，也不是波。更确切地说，运动电
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子既不是经典意义下的粒子，也不是经典意义下的波。它具有经典粒子的第一条属性和经典

波动的第三条属性，但摈弃了经典粒子与波动的其他属性。粒子与波只是电子的两种不同的

属性，是粒子与波动这一对矛盾的综合体。 

二、玻恩（Born）对波函数物理意义的统计解释 

1926 年，薛定谔（Schrödinger）建立了一个非相对论的波动方程，即著名的薛定谔方程。

它是一个波函数关于时间的一阶微分方程。但当时只知道方程中的波函数 ( , )r tψ K
是坐标 rK和时

间 t 的一个复函数，对于它的物理内涵到底是什么，并没有给出一个恰当的解释。不久，玻恩

通过对散射过程的研究提出了概率波的概念，才使人们的思想彻底从经典理论的束缚下解放

出来。玻恩认为，不论是德布罗意的物质波，还是薛定谔的波函数都不是什么实在的物理量

的波动，只不过是描述粒子在空间概率分布的概率波而已。此即玻恩对波函数的概率波解释。 
为了容易理解概率波的实质，我们借助一组简单的双缝实验来说明。 
如图 2-1 所示，分别用四种不同的入射对象（子弹、水波、光子和电子）来研究双缝实

验。每种入射对象的实验都分三步进行。首先，关闭狭缝 2 只留狭缝 1，在靶上得到弹着点的

分布 1( )xρ 或强度分布 1( )I x ；其次，关闭狭缝 1 只留狭缝 2，在靶上得到弹着点的分布 2 ( )xρ 或

强度分布 2 ( )I x ；最后，两个狭缝全部开放，在靶上得到弹着点的分布 ( )xρ 或强度分布 ( )I x 。 

 
图 2-1 

1．子弹实验 

如图 2-1(a)所示，枪的右边是一个刻有双缝的子弹不能穿透的屏，双缝的右边有一很厚的

墙壁。通过测量墙壁上的弹着点来说明子弹的分布情况。经过一段时间会发现墙上子弹的分

布 ρ 等于单独打开缝 1 和缝 2 时的分布 1ρ 和 2ρ 之和，即 12 1 2ρ ρ ρ= + 。它反映了经典粒子相

遇时所满足的叠加法则。 

2．水波实验 

如图 2-1(b)所示，用水波做双缝的实验。在吸收壁上各个地方装有探测器，用来探测水面
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波的强度。实验发现吸收壁上波的强度 ( )I x 不等于单独打开缝 1和缝 2时的波的强度 1I 和 2I 之

和，即 12 1 2I I I≠ + 。这是我们熟知的干涉的结果，它反映了经典波相遇时满足的叠加法则。 

3．光子实验 

如图 2-1(c)所示，用单色光做双缝干涉实验，结果为 1 2I I I≠ + 。该实验结果在波动光学

中已见过，可以用两束光线干涉时出现明暗条纹来加以解释。由于光也具有粒子性，所以可以把

一束光线看成很多光子的集体运动，每个光子携带相同的能量。所以，光强反映了光子数目的多

少，因此，干涉条纹的明暗程度实际上取决于光子打到屏上数目的多少，图中的光强分布是“光

子堆积”的结果。由于光子的能量很小，所以实验中看到的条纹涉及非常多的光子。 

4．电子实验 

如图 2-1(d)所示，用大量电子做同样的干涉实验，结果与光子实验类似，即在屏幕上会出

现电子形成的明暗条纹。这里的明纹也涉及非常多的电子，我们当然也可以从波的干涉的观

点来解释这个结果。 
现在提出这样的问题：如果电子枪发射的电子是间断的、一个一个地发射的，每个电子

是如何运动的呢？很明显，电子是一个独立的单元，它只能通过双缝中的某一缝到达屏幕。

实验初期，由于到达屏幕上电子数目较少，只能看到一

些毫无规律的点。随着电子数目的不断增加，它们在屏

上的分布就逐渐过渡成了双缝干涉的分布图样，如图

2-2 所示。那么，一个电子通过缝 1 或 2 到底落在屏上

什么地方呢？按照玻恩的想法，我们只能说：不能确定。

但由于屏上各处明暗不同，电子落在各处的可能性不

同，即落点有一定的概率分布。这一概率分布就是由波

的干涉和衍射所确定的强度分布，即电子衍射的强度确

定了电子到达各处的概率。因此，电子波是概率波。 
电子衍射为什么会形成衍射图像？为解决这个问

题，必须引入波函数（概率幅）概念。电子通过缝 1
到达屏幕上的波函数为 1ψ ，通过缝 2 到达屏幕上的波

函数为 2ψ ，类似于经典波的强度正比于振幅的平方，

设电子的概率分布可以表示成波函数（概率幅）的模方，则通过缝 1 和缝 2 在屏幕上某点引

起的概率分布分别为 

 2
1 1ρ ψ∝     2

2 2ρ ψ∝             （2-1） 

该处总的波函数等于电子分别通过双缝到达该处的波函数之和，即 
 1 2ψ ψ ψ= +                      （2-2） 

所以，总的概率分布为 
 2 2 2 2 * *

1 2 1 2 1 2 2 1ρ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ∝ = + = + + +      （2-3） 

即 
 1 2ρ ρ ρ= + +干涉项                 （2-4） 

由于出现了干涉项，所以形成了衍射图像。 

 
图 2-2 
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由以上讨论可知，粒子在空间运动时可以用波函数描述其状态，粒子出现的概率与波函数

的模方成正比。如图 2-3 所示，设 t 时刻在空间位置 rK处周围的小体元dτ 内找到粒子的概率为 

                 2d ( , ) ( , ) dW r t r tψ τ=K K                  （2-5） 

则概率密度为 

               2d ( , )( , ) ( , )
d

W r tw r t r tψ
τ

= =
KK K               （2-6） 

式（2-6）中左边是粒子性表示，右边是波动性表示，该式是实物粒子

波粒二象性的又一种表示。 
实物粒子是一颗一颗的粒子，具有单粒子特性，但它们的运动不遵从经典力学的规律，

而遵从某种波动规律，即遵从将要建立的波动力学——量子力学的规律。波函数在空间某点

的强度 2ψ 与在该点的单位体积内找到粒子的概率成正比，这就是玻恩对波函数的统计解释。

它是量子力学的第一个基本原理。 
由于玻恩在量子力学所做的基础研究，特别是波函数的统计解释，而与博特共享了 1954

年的诺贝尔物理学奖。 

三、波函数的归一化 

由于 2ψ 为概率密度，在整个空间找到粒子的总概率应为 

 2 d 1ψ τ =∫∞         （2-7） 

上式称为归一化条件（Normalizing Condition），满足上式的波函数称为归一化的波函数。 
若 cψ ψ′ = 没有归一化，则 

2 2 2 2d dc cψ τ ψ τ′ = =∫ ∫∞ ∞
 

可取 
2 dc ψ τ′= ∫∞  

所以，归一化后波函数为 

 
2 dc

ψ ψψ
ψ τ

′ ′
= =

′∫∞
                （2-8） 

式（2-8）中的
21 / 1 / dc ψ τ′= ∫∞ 称为归一化因子。ψ ′对应的概率密度 

 
2

2
2 d

w
ψ

ψ
ψ τ

′
= =

′∫∞
                  （2-9） 

四、波函数的性质 

（1）波函数 ( , )r tψ K
一般是复数（以后证明），不表示任何真实物理量。但

2ψ 表示 t 时刻

粒子出现在 rK处的概率密度。 

 
图 2-3 
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（2） 2 1( , ) ( , )r t A r tψ ψ=K K
（ A是常数）与 1( , )r tψ K

描写同一状态。 
如果 1( , )r tψ K

和 2 ( , )r tψ K
都没有归一化，则 

22 2 2
2 1 1

2 22 2 2
2 1 1

1

( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , ) d ( , ) d ( , ) d

( , )

r t A r t r t
w r t

r t A r t r t

w r t

ψ ψ ψ

ψ τ ψ τ ψ τ
= = =

=
∫ ∫ ∫

K K K
K

K K K

K
 

显然，两者给出的坐标 rK的取值概率密度是完全相同的。这就是说，两个相差一个复常数的

波函数描述的是同一个状态，这是波函数特有的一个性质。 
（3）归一化后的ψ 可以有不确定的相因子 eiδ ， eiδψ 与ψ 描写同一状态，且 eiδψ 也是归一

化波函数。这是因为 
2 2*e d e e d d 1i i iδ δ δψ τ ψ ψ τ ψ τ−= = =∫ ∫ ∫  

即归一化的波函数可以含有一任意的相因子。 
另外，有的波函数不能归一化，如平面波 ( )/( , ) ei p r Et

p r t Aψ ⋅ −=
K K =K

。关于此类波函数的归一

化，以后再讲述。 
例 2-1  设一粒子的状态用归一化波函数 ( )xψ 描述，问在 0x > 的区域找到此粒子的概率。 

解：因为此粒子出现在 ( d )x x x+， 处的概率为
2( ) dx xψ ，所以在 0x > 区间出现的概率为

2

0
( ) dx xψ∫

∞

。 

例 2-2  设球面坐标系中粒子的状态用归一化波函数 (rψ θ ϕ, , ）描述，问在 ( d )r r r+, 球壳

内找到粒子的概率。 
解：因为粒子出现在点 (r θ ϕ, , ）的领域 dτ 内的概率为 

2 2 2( ) d ( ) sin d d dr r r rψ θ ϕ τ ψ θ ϕ θ θ ϕ=, , , ,  

把上式对角度积分即得在 ( d )r r r+, 球壳内找到粒子的概率 
π 2π 2 2

0 0
( ) sin d d dr r r

θ ϕ
ψ θ ϕ θ θ ϕ

= =∫ ∫ , ,  

例 2-3  做一维运动的粒子被束缚在 0 x a< < 的范围内，已知其波函数为 
π( ) sin xx A
a

ψ =  

求：（1）归一化常数 A；（2）粒子在 0 到 /2a 区域内出现的概率；（3）粒子在何处出现的概

率最大？ 
解：（1）由归一化条件，有 

2 2 22

0

πd sin d 1
2

a x ax A x A
a

ψ
−

= = =∫ ∫
∞

∞
 

取 

2A
a

=  

即归一化常数。 
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（2）粒子出现在 x处的概率密度为 
2 22 πsin xw

a a
ψ= =  

所以，粒子在 0 到 /2a 区域内出现的概率为 
/2 /22 2

0 0

2 π 1d sin d
2

a a xx x
a a

ψ = =∫ ∫  

（3）令
d 0
d
w
x
= ，即 

2
2

d 2π 2πsin 0
d

x
x aa
ψ = =  

则 
2π πx n
a

=  

2
ax n=    ( 0, 1, 2, )n = ± ± "  

由于 0 x a< < ，所以 

2
ax =  

而

22

2

/2

d
0

d
x a

x
ψ

=

< ，所以
2
ax = 时，粒子出现的概率最大。 

第二节  态叠加原理 

经典物理中的波相遇时满足叠加原理，如水波、声波、光波的干涉、衍射现象，就是叠

加原理的体现。量子力学中，实物粒子的波遵从量子力学的态叠加原理。 

一、态叠加原理 

若 1 2, , , ,nψ ψ ψ" "是体系的可能状态，它们的线性叠加 

 n n
n

cψ ψ=∑                     （2-10） 

（ nc 一般是复常数）也是体系的一个可能状态。 
或者说，当体系处于态ψ 时，部分的（概率分布）处于态 1 2, , , ,nψ ψ ψ" "中。 

二、态叠加原理实例 

1．粒子束的双缝干涉实验 

对粒子的双缝干涉实验，假设粒子经过缝 1 后的状态为 1ψ ，经过缝 2 后的状态为 2ψ ，则

由态叠加原理可知缝后屏幕上电子状态为 
 1 1 2 2c cψ ψ ψ= +                    （2-11） 
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式中， 1 2c c、 一般为复数，则 

 2 2 2 2 2 * * * *
1 1 2 2 1 2 1 2 2 1 2 1c c c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ= + + +      （2-12） 

显然，双缝干涉花样不是单缝衍射花样的简单相加。上式右侧后面两项是干涉项，正是由于

干涉项，使得屏上有些地方干涉加强，有些地方干涉相消。粒子的波动性就体现在干涉项中。 

2．电子在晶体表面的衍射 

电子被晶体表面反射后，可能以各种不同的动量 pK 运动。以一个确定的动量 pK 运动的粒

子状态用波函数 

 ( )/ ( )/
3/2

1( , ) e e
(2π )

i p r Et i p r Et
p r t Aψ ⋅ − ⋅ −= =

K K K K= =K
K

=
        （2-13） 

描写，其中 3/2
1

(2π )
A =

=
是归一化因子（在第三章中介绍）。 

由态叠加原理可知，在晶体表面反射后，粒子的状态 ( , )r tψ K
可以表示为 pK 取各种可能值

的平面波的线性叠加，即 

 ( , ) ( ) ( , )p
p

r t c p r tψ ψ=∑ K
K

K K K              （2-14） 

由于 pK连续变化，改上式中的求和为积分，则该状态可表述为 

 /
3/2

1( , ) ( ) ( , )d d d ( , )e d d d
(2π )

ip r
p x y z x y zr t c p r t p p p c p t p p pψ ψ ⋅= =∫∫∫ ∫∫∫

K K =K
K K K K

=
∞ ∞

 （2-15） 

其中，叠加系数 ( , )c p tK 为 

 * /
3/2

1( , ) ( , ) ( )d ( , )e d d d
(2π )

ip r
pc p t r t r r t x y zψ ψ τ ψ − ⋅= =∫∫∫ ∫∫∫

K K =K
K K K K

=
 （2-16） 

说明： 
（1）式（2-15）和式（2-16）互为傅里叶变换式。 
（2）对于一维情况，式（2-15）和式（2-16）简化为 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxx t c p t pψ
−

= ∫ =

=
∞

∞
            （2-17） 

 /1( , ) ( , )e d
2π

ipxc p t x t xψ −

−
= ∫ =

=
∞

∞
            （2-18） 

下面证明式（2-18）。 

把式（2-17）两边同乘以 /1 e
2π

ip x′− =

=
，并对空间 x积分，得 

/ ( ) /1 1( , )e d ( , ) e d d
2π2π

( , ) ( )d ( , )

ip x i p p xx t x c p t x p

c p t p p p c p t

ψ

δ

′ ′− −

− − −

−

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦

′ ′= − =

∫ ∫ ∫

∫

= =

==
∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞

∞

 

把式中的 p′改为 p ，即式（2-18）。 
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3．一束偏振光通过偏振片 

如图 2-4 所示，用偏振光垂直照射偏振片。设光偏振方向与偏振片的偏振化方向夹角为α ，

则 2
0 cosI I α= 。 

若只让一个光子通过偏振片： 
当 0α = 时，光子通过，并且光子能量和偏振方向在通过

偏振片前后不变。 
当 π/2α = ，光子被吸收。 

当夹角α 取其他值时，通过偏振片后，既有可能观测到光子，也有可能观测不到光子。

观测到光子的概率为 2cos α ，观测不到光子的概率为 2sin α。当然，观测到的光子总是一个完

整的光子，而不是 2cos α 个。 
将描述 0α = 时光子的波函数记为 / /ψ ， π/2α = 时光子的波函数记为ψ⊥，则当夹角为α

时，描述光子状态的波函数是 
 / /cos sinαψ αψ αψ⊥= +                 （2-19） 

αψ 部分处在 / /ψ 态，部分处在ψ⊥态，相应的概率分别为 2cos α 和 2sin α。这正是态叠加原理的

体现。单个粒子波函数满足态叠加原理，说明单个光子波函数本身就有相干现象。相干现象

并非多个光子的集合才具有的性质。这正是概率波与经典波之间的重要区别。 

三、对态叠加原理的说明 

1．叠加原理指函数的叠加 

叠加原理指的是波函数ψ 的叠加，而不是概率密度函数w的叠加。如取式（2-6）的模方，则 

 2 22 * * * * * * *
n n m m n m n m n n n m n m

n m n m n n m

c c c c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
≠

= = = = +∑ ∑ ∑∑ ∑ ∑  （2-20） 

其中
2

nψ 表示各态的概率密度， n m≠ 的项是干涉项。 

2．叠加系数的意义 

在第 1 个例子中， 1ψ 表示粒子经过缝 1 的态， 2ψ 表示粒子经过缝 2 的态，叠加态ψ 表示

有些粒子通过缝 1，有些粒子通过缝 2， 1c 、 2c 表示二态在叠加态中占的权重，
2

1c 与
2

2c 之

比表示通过缝 1 的粒子数与通过缝 2 的粒子数之比。对一个粒子来说，表示粒子通过缝 1 的

概率与通过缝 2 的概率之比，或说粒子通过缝 1 的概率与
2

1c 成正比，粒子通过缝 2 的概率与

2
2c 成正比。 

在第 2 个例子中， ( , ) ( , ) ( )p
p

r t c p t rψ ψ=∑ K
K

K K K
表示粒子处于 pψ K态的概率（即粒子动量取值为

pK的概率）正比于
2( , )c p tK 。 

说明：在该例中，
2( , )r tψ K
代表粒子在 t 时刻 rK附近单位体积内出现的概率，

2( , )c p tK 代表

粒子在 t 时刻动量在 pK附近单位动量区间内的概率。 ( , )r tψ K
给定后， ( , )c p tK 由傅里叶变换完全

确定；同样， ( , )c p tK 给定后， ( , )r tψ K
也可完全确定。由此可见， ( , )r tψ K

和 ( , )c p tK 是同一状态的

两种不同描述：一个是以坐标为自变量的函数，另一个是以动量为自变量的函数。 

图 2-4 
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在第 3 个例子中， / /cos sinαψ αψ αψ⊥= + ，表示透射光子处在 / /ψ 态的概率为 2cos α ，处

在ψ⊥态的概率为 2sin α。 

3．量子态叠加原理与经典态叠加原理的区别 

（1）经典波场的叠加是真实的场相加，波振幅有直接的物理意义，代表场的强弱；量子

力学中波函数ψ 的叠加是波函数相加，不具有直接的物理意义。 
（2）因 cψ 与ψ 表示同一态，故所有叠加系数 nc 同乘以一个常数（复数）叠加态不变；而

经典场，如电场，cE
K
与 E
K
表示的是强度不同的场。例如，2ψ 与ψ 描述同一量子态，而 2E

K
与

E
K
表示强弱不同的场。 

第三节  薛定谔方程 

经典力学中，质点的状态由 rK、 pK 描写，它们遵从牛顿定律；量子体系的状态由ψ 描写，

应找出与牛顿定律相当的运动方程，作为量子力学的基本方程，它决定ψ 随时间的变化规律。 

1926 年，薛定谔在德布罗意关系和态叠加原理的基础上，提出了薛定谔方程作为量子力

学的又一个基本假设来描述微观粒子的运动规律。 

一、自由粒子的薛定谔方程的建立 

自由粒子的波函数是平面波，其波函数为 

 ( )/( , ) ei p r Etr t Aψ ⋅ −=
K K =K                 （2-21） 

它也是所要建立方程的解。 
因为 

( )/ei p r Eti iEA E
t
ψ ψ⋅ −∂

= − = −
∂

K K =

= =
 

所以 

E i
t

ψ ψ∂=
∂
=  

又 
( )/e x y zi p x p y p z Etx xip ip

A
x
ψ ψ+ + −∂

= =
∂

=

= =
 

2 22
( )/

2 2 2e x y zi p x p y p z Etx xp p
A

x
ψ ψ+ + −∂

= − = −
∂

=

= =
 

同理 

yip
y
ψ ψ∂

=
∂ =

    
22

2 2
yp

y
ψ ψ∂

= −
∂ =

 

zip
z
ψ ψ∂

=
∂ =

    
22

2 2
zp

z
ψ ψ∂

= −
∂ =

 

利用 

i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

KK K
     

2 2 2
2

2 2 2x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂
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得 
i pψ ψ∇ = K
=

    
2

2
2

pψ ψ∇ = −
=

 

所以 
p iψ ψ= − ∇K =     2 2 2p ψ ψ= − ∇=  

利用自由粒子的能量-动量关系式
2

2
pE
μ

= ，有 

2 2
2

2 2
pi E

t
ψ ψ ψ ψ

μ μ
∂

= = = − ∇
∂

==  

即 

 
2

2

2
i

t
ψ ψ

μ
∂

= − ∇
∂

==                  （2-22） 

这就是自由粒子的薛定谔方程。 

从 E i
t

ψ ψ∂=
∂
= 和 p iψ ψ= − ∇K = 可以看出，粒子能量 E 和动量 pK 分别与下列作用在波函数

上的数学符号相当，即 

E i
t
∂

→
∂
=     p i→− ∇K =  

它们分别称为能量算符与动量算符，表示为 

 Ĥ i
t
∂

=
∂
=                     （2-23） 

 p̂ i= − ∇K =                     （2-24） 

可见，如果把
2

2
pE
μ

= 两边同乘以ψ 再做代换 E i
t
∂

→
∂
= 、 p i→− ∇K = 即可得自由粒子的波

动方程（2-22）。 

二、一般力场的薛定谔方程 

如果粒子在一般力场中运动，即 ( , ) 0U r t ≠K
，则

2

( , )
2
pE U r t
μ

= + K
，两边同乘以ψ ，有 

2

( , )
2
pE U r tψ ψ ψ
μ

= + K  

做代换 E i
t
∂

→
∂
= 、 p i→− ∇K = ，得 

 
2

2 ( , )
2

i U r t
t
ψ ψ ψ

μ
∂

= − ∇ +
∂

= K=            （2-25） 

此方程就是薛定谔方程或微观粒子的波动方程。 
说明：薛定谔方程不是推导出来的，它是量子力学的基本假设之一，它的正确性要靠实

验来证实。该方程在量子力学中的地位相当于经典力学中的牛顿定律。知道了 ( , )U r tK 及
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0( , )r tψ K
，即可从方程（2-25）中求得以后任何时刻的 ( , )r tψ K

，从而求得
2( , )r tψ K
及一切力学量

的分布。 

三、多粒子体系的薛定谔方程 

多粒子体系的能量 

 
2

1 2
1

( , , , , )
2

N
i

N
ii

p
E U r r r t

μ=

= +∑ K K K"               （2-26） 

其中， 1 2( , , , , )NU r r r tK K K" 包括体系在外场中的能量和粒子间的相互作用能。两边同乘ψ ，并做代

换： E i
t
∂

→
∂
= 、 i ip i→− ∇K = ，得多粒子体系的薛定谔方程 

 
2

2

1 2

N

i
ii

i U
t
ψ ψ ψ

μ=

∂
= − ∇ +

∂ ∑ ==              （2-27） 

第四节  粒子流密度和粒子数守恒定律 

一、概率分布随时间的变化及连续性方程 

1．概率分布随时间的变化 

( , )r tψ K
描写态，

2ψ 描写概率分布。若按
2ψ 的相对强度在空间涂黑，即形象如一团云，

俗称概率云。 
假设有很大数目的 N 个相同的但独立的粒子，同处于ψ 态，则

2N ψ 表示粒子数在空间

的分布。ψ 不断随 t 变化，分布
2ψ 及

2N ψ 也不断变化，求解薛定谔方程即可得到它们的变

化规律。 
因总概率守恒，即

2 d 1ψ τ =∫∞ ，则
2 dN Nψ τ =∫∞ 。如果有的区域

2N ψ 增加，必然有

的区域
2N ψ 减少，说明有一定数目的粒子从一个区域转移到了另一区域。寻求一个概率流密

度矢量来表示单位时间内穿过单位面积的概率（概率流动），则会使图像更明确。 

2．概率分布的连续性方程 

在 t 时刻 rK处附近单位体积内粒子出现的概率（即概率密度）为 

 *( , ) ( , ) ( , )w r t r t r tψ ψ=K K K   （假设ψ 归一化）    （2-28） 

概率密度随时间的变化率为 

 
*

*w
t t t

ψ ψψ ψ∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂
               （2-29） 

写出薛定谔方程及其共轭复数方程（注意 ( )U rK 为实函数） 

 2 1 ( )
2
i U r

t i
ψ ψ ψ

μ
∂

= ∇ +
∂

= K
=

             （2-30） 
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*

2 * *1 ( )
2
i U r

t i
ψ ψ ψ

μ
∂

= − ∇ −
∂

= K
=

           （2-31） 

将式（2-30）、式（2-31）代入式（2-29），有 

* 2 * 2 * *

* 2 2 * * *

1 1( ) ( )
2 2

( ) ( )
2 2

w i iU r U r
t i i

i i

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψψ
μ μ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
μ μ

∂
= ∇ + − ∇ −

∂

= ∇ − ∇ = ∇ ⋅ ∇ − ∇

= =K K
= =

= =
 

令 

 * *( )
2
iJ ψ ψ ψ ψ
μ

≡ ∇ − ∇
K =               （2-32） 

则得概率分布的连续性方程 

 0w J
t

∂
+ ∇ ⋅ =

∂

K
                   （2-33）  

如图 2-5 所示，把式（2-32）对空间任意一个体积V 求积分，得 

                  d d
V V

w J
t

τ τ∂
= − ∇ ⋅

∂∫ ∫
K

                （2-34） 

利用高斯定理（取外法向为正），得 

              d d d d
d n

V S S
w J S J S

t
τ = − ⋅ = −∫ ∫ ∫

KK
○ ○        （2-35） 

其中 nJ 为 J
K
界面 S 上的法向分量。 

式（2-35）左边是粒子在体积V 内的概率随时间的变化率；那么右边代表什么呢？显然

应是单位时间内流进或流出体积V 的概率。正因为如此， J
K
称为概率流密度矢量。 

讨论： 
如果波函数在无穷远处为零，将积分区域V 扩展到整个空间，则 

d d 0n
S S

J S J S
→ →

⋅ = =∫ ∫
KK

○ ○
∞ ∞

 

所以 

      *d dd d 0
d d

w
t t

τ ψ ψ τ= =∫ ∫∞ ∞
             （2-36） 

即在整个空间内找到粒子的概率与 t 无关，总概率守恒。 
若

2 d 1ψ τ =∫∞ ，则归一化性质不随时间改变。 

二、粒子数、质量、电荷守恒定律 

以粒子数 N （很大）乘上w和 J
K
，则 

2( , )Nw Nw N r tψ= = K  

表示在 t 时刻 rK处的粒子数密度； 

* *( )
2N
iJ NJ N ψ ψ ψ ψ
μ

= = ∇ − ∇
K K =  

 
图 2-5 
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表示粒子流密度。显然，有 

 0N
N

w
J

t
∂

+∇ ⋅ =
∂

K
                 （2-37） 

称为粒子数守恒定律。 
同样，若以粒子质量 μ 或粒子电荷 q乘以w和 J

K
后，得到 

w wμ μ= —质量密度       qw qw= —电荷密度 

J Jμ μ=
K K

—质量流密度     qJ qJ=
K K

—电流密度 

则   

 0
w

J
t
μ

μ

∂
+ ∇ ⋅ =

∂

K
                   （2-38） 

 0q
q

w
J

t
∂

+∇ ⋅ =
∂

K
                   （2-39） 

分别为量子力学中的质量、电荷守恒定律。 

三、波函数的标准条件 

ψ 描写体系的物理状态，它必须满足符合物理意义的条件，这些条件称为标准化条件。

解薛定谔方程时一定要选满足标准条件的解。 
（1）单值性：因概率密度

2ψ 、概率流密度矢量 J
K
有唯一确定的值，所以ψ 是 rK、 t 的单

值函数。 
（2）有限性：概率密度

2ψ 不会无穷大，所以ψ 也是有限的。 
（3）连续性：概率密度的连续性要求波函数ψ 是连续的，而概率流密度的连续性则要求

波函数的一阶导数ψ ′是连续的。 

简而言之，波函数应该是单值、有限和连续的，这就是波函数应满足的标准条件。 

四、波函数一般是复数 

（1）薛定谔方程中一边含有虚数“ i ”，要求ψ 不可能是纯实数或虚数。 
设 u ivψ = + ，u 、 v 为二实量，代入薛定谔方程（2-25）中，得 

2
2( ) ( ) ( )( )

2
i u iv u iv U r u iv

t μ
∂

+ = − ∇ + + +
∂

= K=  

等号两边的实部、虚部分别相等，则 
2

2 ( )
2

u v U r v
t μ

∂
= − ∇ +

∂
= K=    

2
2 ( )

2
v u U r u
t μ
∂

− = − ∇ +
∂

= K=  

可见u 、 v 彼此相联，不论哪一个都不是薛定谔方程的解，只有复数才是解。 
（2）概率流密度 J

K
要求ψ 也不可能是纯实量或虚量。 

[ ]( ) ( ) ( ) ( )
2
iJ u iv u iv u iv u iv
μ

≡ + ∇ − − − ∇ +
K =  

如果u 、 v 有一个恒为 0 ，则 0J ≡
K

，不能描写体系的运动，故波函数一般应为复数。 
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注：但在定态波函数中 ( )rψ K
为实数，描写驻波是可以的。 

例 2-4  由下列波函数计算概率流密度： 

（1） 1
1 eikr

r
ψ = ；（2） 2

1 e ikr

r
ψ −=  

从所得结果说明 1ψ 表示向外传播的球面波， 2ψ 表示向内（即向原点）传播的球面波。 

解：由球坐标中
1 1

sinre e e
r r rθ ϕθ θ ϕ
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

K K K
，所以 

（1）对 1( )rψ ，有 

* *
1 1 1 1

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

e e e ee e
2

2
2

r r

ikr ikr ikr ikr
ikr ikr

r

r r

iJ r e r r e r
r r

i ik ik e
r r r rr r

i ik ke e
r r

ψ ψ ψ ψ
μ

μ

μ μ

− −
−

∂ ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

K = K K

= K

= =K K

 

说明 J
K
是沿径向向外传播的，即为向外的球面波。 

（2）对 2 ( )rψ ，有   

* *
2 2 2 2

2 2

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2

e e e ee e
2

2
2

r r

ikr ikr ikr ikr
ikr ikr

r

r r

iJ r e r r e r
r r

i ik ik e
r r r rr r

i ik ke e
r r

ψ ψ ψ ψ
μ

μ

μ μ

− −
−

∂ ∂⎡ ⎤= −⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞−

= − + − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞= = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

K = K K

= K

= =K K

 

说明 J
K
是沿径向向内传播的，即为向内的球面波。 

第五节  定态薛定谔方程 

本节讨论一种常见的、而且极其重要的情况，即势场U 不显含时间 t 。在经典力学中，处

在这种势场中的粒子机械能守恒。 

一、不含时薛定谔方程 

当 ( )U U r= K
时，薛定谔方程存在可以分离变量的特解 

 ( , ) ( ) ( )r t r f tψ ψ=K K                 （2-40） 

将它代到薛定谔方程（2-25），得 
2

2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

f ti r r U r r f t
t
ψ ψ ψ

μ
⎡ ⎤∂

= − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

=K K K K=  

整理，有 

 
2

2( ) 1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 2
i f t r U r r
f t t r

ψ ψ
ψ μ

⎡ ⎤∂
= − ∇ +⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

= = K K K
K      （2-41） 
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方程（2-41）左边只与时间有关，而右边是空间坐标的函数。由于空间坐标与时间是相互独立

的变量，所以只有当两边都等于同一个常量时，该等式才成立。以 E 表示该常量，则 E 既不

依赖于 t ，也不依赖于 rK。于是 

 d ( ) ( )
d
f ti Ef t

t
==                   （2-42） 

其解为 
 /( ) e iE tf t C −= =                    （2-43） 

因此特解为 
 /( , ) ( )e iE tr t rψ ψ −= =K K                 （2-44） 

( )rψ K
满足 

 
2

2 ( ) ( ) ( ) ( )
2

r U r r E rψ ψ ψ
μ

− ∇ + =
= K K K K           （2-45） 

该式即不含时薛定谔方程，或称为定态薛定谔方程。 

二、能量本征值和能量本征值方程 

从数学上来说，对于任何 E 值，定态薛定谔方程都有解。但并非对于一切 E 值所得出的

解 ( )rψ K
都满足物理上的要求。这些要求中，有根据波函数的统计解释而提出的要求（如单值、

有限、连续），也有根据体系的具体物理情况提出的要求（如束缚态满足无穷远处波函数为零），

这样，往往只有某些 E 值所对应的解，才满足物理上的要求。这些 E 值称为体系的能量本征

值，相应的波函数 ( )rψ K
称为能量本征函数，定态薛定谔方程称为体系的能量本征值方程。 

不含时的薛定谔方程可以分成式（2-42）和式（2-45），两式两边分别乘以 ( )rψ K
和 /e iEt− =，得 

 d ( , ) ( , )
d
r ti E r t
t

ψ ψ=
K K=                （2-46） 

 
2

2 ( ) ( , ) ( , )
2

U r r t E r tψ ψ
μ

⎡ ⎤
− ∇ + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

= K K K          （2-47） 

式（2-46）和式（2-47）都是以算符作用在 ( , )r tψ K
上，得 ( , )E r tψ K

，所以算符 i
t
∂
∂
= 和

2
2 ( )

2
U r

μ
− ∇ +
= K

作用相当，都称为能量算符。 

由于
2

2 ( )
2

U r
μ

− ∇ +
= K

是将经典力学中的哈密顿函数
2

2
pE U
μ

= + 做代换 p i→− ∇K = 而得，所

以称为哈密顿算符，记为 

 
2

2ˆ ( )
2

H U r
μ

= − ∇ +
= K                  （2-48） 

于是，定态薛定谔方程简写为 

 ˆ ( ) ( )H r E rψ ψ=K K                    （2-49） 

一个算符作用在一个函数上等于一个常量乘以该函数，这样的方程称为算符的本征值方

程，该函数叫算符的本征函数，该常量叫算符的本征值。比如，力学量 F̂ 的本征值方程为 
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 ˆ ( ) ( )n n nF r f rψ ψ=K K                   （2-50） 

式中， nf 是 F̂ 的第 n个本征值， ( )n rψ K
是对应本征值 nf 的本征函数。当体系处于算符 F̂ 的本

征态 ( )n rψ K
时，F̂ 具有确定值 nf 。如果本征值 nf 对应 i 个不同的本征函数 ( )( 1,2, , )n r iνψ ν =K " ，

称为该本征值 i 重（度）简并。 

三、定态及其特点 

如果粒子初始时刻（ 0t = ）处于某一个能量本征态 
( ,0) ( )n nr rψ ψ=K K  

( )n rψ K
满足 ˆ ( ) ( )n n nH r E rψ ψ=K K

，且U 不显含时间，则 

      /( , ) ( )e niE t
n nr t rψ ψ −= =K K                （2-51） 

也满足 ˆ ( , ) ( , )n n nH r t E r tψ ψ=K K
，即 ( , )n r tψ K

仍然保持为体系能量的本征态（能量本征值为 nE ），

所以波函数 ( , )n r tψ K
所描述的态称为定态。 

定态的特点： 
（1）定态下粒子在空间的概率密度w不随时间改变。 
由式（2-51）得 

2 2( , ) ( )n nw r t rψ ψ= =K K  

与 t 无关，概率分布稳定。 
（2）定态下粒子的概率流密度不随时间改变。 
把式（2-51）代入到式（2-32）得 

/ * / * / /

* *

( )e e ( )e ( )e
2

[ ( ) ( ) ( ) ( )]
2

iE t iE t iE t iE t
n n n n

n n n n

iJ r r r

i r r r r

ψ ψ ψ ψ
μ

ψ ψ ψ ψ
μ

− −⎡ ⎤= ∇ − ∇⎣ ⎦

= ∇ − ∇

= = = =K = K K K

= K K K K
 

与 t 无关，形成稳定流动。且 

0wJ
t

∂
∇ ⋅ = − =

∂

K
 

四、含时薛定谔方程的一般解 

定态仅是薛定谔方程的一特解，一般束缚态问题中会有许多个定态解 ( , )n r tψ =K  
/( )e niE t

n rψ − =K
，故一般解为这些定态波函数的线性叠加，即 

 /( , ) ( , ) ( )e niE t
n n n n

n n

r t c r t c rψ ψ ψ −= =∑ ∑ =K K K        （2-52） 

可见，一般解不再是定态， E 没有单一的确定值，测得 E 取 nE 值的概率为
2

nc ，w、 J
K
与时

间有关。 
例 2-5  设 1( )xψ 和 2 ( )xψ 是体系的哈密顿量 Ĥ 的两个本征函数，对应本征值分别为 1E 和

2E ，问：它们的线性叠加态 
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1 2/ /
1 1 2 2( , ) ( )e ( )eiE t iE tx t c x c xψ ψ ψ− −= += =  

是否为定态？ 
解：由题设知    

1 1 1
ˆ ( ) ( )H x E xψ ψ=     2 2 2

ˆ ( ) ( )H x E xψ ψ=  
1 /

1( )e iE txψ − = 是能量为 1E 的定态， 2 /
2 ( )e iE txψ − = 是能量为 2E 的定态，但它们的叠加态不是定态。

这是因为 
1 2

1 2

/ /
1 1 1 2 2 2

/ /
1 1 2 2

ˆ ( , ) ( )e ( )e

( )e ( )e ( , )

iE t iE t

iE t iE t

H x t E c x E c x

E c x c x E x t

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

− −

− −

= +

⎡ ⎤≠ + =⎣ ⎦

= =

= =  

即在 ( , )x tψ 态下，能量无确定值。 

第六节  一维定态的一般性质 

设粒子质量为 μ ，沿 x轴运动，势能为 ( )U x ，则粒子满足的一维定态薛定谔方程为 

    
2 2

2
d ( ) ( ) ( )

2 d
U x x E x

x
ψ ψ

μ
⎡ ⎤
− + =⎢ ⎥
⎣ ⎦

=        （2-53） 

即 

    [ ]
2

2 2
d ( ) 2 ( ) ( ) 0

d
x E U x x

x
ψ μ ψ+ − =

=
          （2-54） 

定理 1：设 ( )xψ 是一维定态薛定谔方程的解，则它的复共轭 *( )xψ 也是该方程的一个解，

且与 ( )xψ 对应同一能量本征值。 

证明：因为 
2 2

2
d

2 d
U E

x
ψ ψ ψ

μ
− + =
=  

上式两边取复共轭，且考虑到 *U U= ， *E E= ，则 
2 2 *

* *
2

d
2 d

U E
x
ψ ψ ψ

μ
− + =
=  

即 *( )xψ 也是方程的解，且能量本征值为 E 。 
定理 2：处于一维定态的粒子，如果 1( )xψ 和 2 ( )xψ 是对应于同一个能量本征值 E 的两个

独立的解，则有 

1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )x x x x cψ ψ ψ ψ′ ′− = （与 x无关的常数） 

证明：因为 

[ ]1 12
2 ( ) 0E U xμψ ψ′′+ − =
=

    [ ]2 22
2 ( ) 0E U xμψ ψ′′ + − =
=

 

上面两式分别乘以 2ψ 和 1ψ ，然后相减，得 

1 2 2 1 0ψ ψ ψ ψ′′ ′′− =  
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因此 

[ ]1 2 2 1
d 0
dx

ψ ψ ψ ψ′ ′− =  

故 
1 2 2 1 cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

定理 3：处于一维定态下的粒子，其任何能级的简并度最大为 2。 
证明：设对于同一能量本征值 E ，存在三个独立的波函数 1ψ 、 2ψ 、 3ψ ，则由定理 2 得 

1 2 2 1 1cψ ψ ψ ψ′ ′− =     1 3 3 1 2cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

所以 
2 1 2 2 1 1 1 3 3 1( ) ( ) 0c cψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ′ ′ ′ ′− − − =  

1 2 2 1 3 2 2 1 3 1( ) ( ) 0c c c cψ ψ ψ ψ ψ ψ′ ′ ′− − − =  

令 2 2 1 3c cϕ ψ ψ= − ，则 

1 1 0ψ ϕ ϕψ′ ′− =     1

1

ψϕ
ϕ ψ

′′
=  

所以 
3 1cϕ ψ=  

即 
3 1 2 2 1 3c c cψ ψ ψ= −  

2 1
1 2 3

3 3

c c
c c

ψ ψ ψ= −  

1ψ 是 2ψ 和 3ψ 的线性组合，与假设矛盾。 

定理 4：处于一维束缚定态的粒子，其所有能级都不简并。 
证明：设对同一能量本征值 E ，存在两个独立的波函数 1ψ 和 2ψ ，则 

1 2 2 1 cψ ψ ψ ψ′ ′− =  

对于束缚态， x →∞时， 1 0ψ → ， 2 0ψ → ，所以 0c → ，因此 

1 2

1 2

ψ ψ
ψ ψ
′ ′
=     1 2 1 1 2ln ln ln lnc cψ ψ ψ= + =  

1 1 2cψ ψ=  

所以 1ψ 和 2ψ 代表同一个量子态，能级不简并。 

定理 5：处于一维束缚定态的粒子，其能量本征函数可以是实数。 
证明：由定理 1 得，对体系的某一个能量本征值E ，ψ 和 *ψ 都是薛定谔方程的解。由定理

4 得，对束缚定态能级不简并，则ψ 和 *ψ 代表同一量子态，它们最多相差一个常数因子，即 
* cψ ψ=  

取复共轭，得 
2* * *c c c cψ ψ ψ ψ= = =  

所以 
2 1c =  


