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第２章　位置与姿态描述

机器人和计算机视觉中的一个基本要求是能够表示物体在

环境中的位置和方向。这些物体包括机器人、摄像机、工件、

障碍物和路径。

空间中的点是数学中一个熟悉的概念，它可以被描述为一

个坐标向量，也被称为一个约束向量，如图２．１（ａ）所示。向量
表示点相对于某个参考坐标系的位移。一个坐标系或笛卡儿坐

标系统，是由一组正交轴构成的，这些轴相交于一个被称为原

点的点。

更多时候我们需要考虑组成物体的一组点。我们认为物体

是刚性的，构成它的点相对于物体坐标系保持固定的相对位置，

如图２．１（ｂ）所示。然而我们表示物体位置和方向时并不是描
述其上单独的点，而是用该物体坐标系的位置和方向来描述。

坐标系有自己的标记，比如这里的｛Ｂ｝，其坐标轴ｘＢ和ｙＢ采用坐标系的标记作为其下标。

图２．１　（ａ）点Ｐ由一个相对于绝对坐标系的坐标向量表示。（ｂ）这些点是用相对于物体坐标系｛Ｂ｝
的向量表示，该物体坐标系又由一个相对位姿ξＢ表示。坐标轴由带有开放式箭头的粗线

表示，向量由一条带有斜箭头的细线表示，而一条末端为实心箭头的粗线表示一个位姿

坐标系的位置和方向总称为位姿，图形上表示为一组坐标轴。相对于一个参考坐标系的

某个坐标系的相对位姿用符号ξ表示。图２．２显示了两个坐标系｛Ａ｝、｛Ｂ｝，以及｛Ｂ｝相对于
｛Ａ｝的相对位姿 ＡξＢ。前面的上标表示参考坐标系，下标表示被描述的坐标系。我们也可以认

为 ＡξＢ描述了一组动作———对｛Ａ｝施加平移和旋转使它转化为｛Ｂ｝。如果没有初始上标，我们
默认位姿的变化是相对于用Ｏ表示的世界坐标系的。

在图２．２中的Ｐ点可用任何一个坐标系表示。用式子表示为

（２．１）

等式右侧表示从｛Ａ｝到｛Ｂ｝然后到 Ｐ的动作。运算符“·”将一个向量转换为一个新的向量，
它们是用一个不同的坐标系来描述的相同点。



相对位姿一个重要的特点是它们可以被合成或组合。以图２．３所示情况为例，如果一个
坐标系可以被其他坐标系用相对位姿描述，那么它们的关系可以记为

用语言可以表述为，｛Ｃ｝相对于｛Ａ｝的位姿可由｛Ｂ｝相对于｛Ａ｝的位姿和｛Ｃ｝相对于｛Ｂ｝的位姿
合成得到。我们利用运算符“”表示相对位姿的合成。

图２．２　点Ｐ既可以用相对于坐标系｛Ａ｝的坐
标向量表示，又可以用相对于坐

标系｛Ｂ｝的坐标向量表示。坐标系｛Ｂ｝

相对于坐标系｛Ａ｝的位姿记作ＡξＢ

　　

图２．３　点Ｐ可以用相对于坐标系｛Ａ｝，
｛Ｂ｝或｛Ｃ｝的坐标向量表示。
这些坐标系用相对位姿描述

在这种情况下，点Ｐ可以被表示为

在本章后面，我们会将这几个抽象的符号“ξ”、“·”和“”，转换成可以在ＭＡＴＬＡＢ中实
现的标准的数学对象和运算符。

在前面的例子中主要讨论了二维坐标系的情况，能适用于一大类机器人的问题，特别是在

平面世界里作业的移动机器人。对于其他问题，我们需要用三维坐标系来表示三维世界中的

物体，如飞行机器人、水下机器人的位姿或者机器人手臂夹持的工具末端。

背景材料：在相对位姿的合成中，我们可以通过确认运算符两侧的上标和下标字母匹配来检验相对坐
标系是否正确。我们可以去掉中间的上、下标字母：

只留下左右两头加圈显示的上、下标字母。

图２．４中给出了一个更复杂的三维变换的例子，其中每个实体上都固接了一个三维坐标
系，并表示出了它们之间的相对位姿。固定摄像头从固定的视角观察物体，并估计物体相对于

摄像头本身的位姿。另一个摄像头是不固定的，它固接到机器人上，与机器人有固定的相对位

姿，并估计出物体相对于该摄像头的位姿。

另一个表示空间关系的方式是有向图（见附录Ｊ），如图２．５所示。图中的每个节点代表一
个位姿，每条边代表一个相对位姿。从Ｘ到Ｙ的箭头记作ＸξＹ，表示Ｙ相对于Ｘ的位姿。前面
我们提到过可以用运算符来复合成相对位姿，这里可以用它写出一些空间关系：
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每个方程表示了图中的一个闭环①。方程等号两侧的每一边各表示一条网络的通路，即一组按

照从头到尾顺序连接的边（箭头线）。等式两边的起始节点和结束节点必须相同。

图２．４　多个三维坐标系及其相对位姿

　

图２．５　图２．４的空间示例被表示为一个有向图

位姿表示的一个非常有用的属性是其代数运算能力。以上面第二个闭环方程为例，它表

示机器人的位姿等同于两个相对位姿的合成：从世界坐标系到固定摄像机的相对位姿，以及从

固定摄像机到机器人的相对位姿。

背景材料：勒内·笛卡儿（ＲｅｎéＤｅｓｃａｒｔｅｓ，１５９６—１６５０）是一个法国哲学
家、数学家及兼职雇佣兵。

他因哲学论断“我思，故我在”，或“我思考，所以我存在”，或“我想，因此

我在”而著名。他是一个多病的孩子，因而养成了一个伴随终身的习惯：躺在床

上思考直到上午。有一个可能是杜撰的故事，讲的是在这样一个早晨，他看见

一只苍蝇爬过天花板，这时他意识到可以用它与天花板两条边的距离来描述它

的位置。这个坐标系，即笛卡儿坐标系，构成了现代（分析）几何的基础，并影

响了现代微积分的发展。在瑞典时，由于女王克里斯汀的邀请，他不得不早上５
点起床，这打破了他的终身习惯———因此得了肺炎而死。他的遗体后来被运回

巴黎，然后又搬动了好几次，现在还有一些关于他的遗体存放位置的争论。他死后，罗马天主教会曾把他的

作品列入违禁书籍。

我们可以通过在等式两边同时加上一个逆ξＦ来消除ξＦ，记作

其结果就是机器人相对于固定摄像机的位姿。

下面是几个代数运算规则：
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① 在数学对象术语中位姿组构成了一个群，即一系列对象的集合，它支持一种运算结果仍属于该群的关联二元运算符

（复合算子），一种求逆运算和一种单位元素。在这里，该群是二维或三维的特殊欧几里得群，分别记作 ＳＥ（２）或
ＳＥ（３）。



其中０表示一个零相对位姿。一个位姿可以有逆位姿：

该逆位姿在图中可表示为从Ｙ到Ｘ的一条箭头线。相对位姿可以被复合或合成：

需要注意的是位姿的代数运算规则不同于一般的代数运算规则，位姿复合运算中各个项

的位置不能交换：

ξ１ξ２＝０时才可以互换位置。可以用相对位姿将一个点从一个坐标系中的一个向量转换为另
一个坐标系中的另一个向量：

那么，什么是ξ？它可以是支持上述代数运算的任何数学对象，并适用于我们身边常见的
问题。它还取决于我们讨论的是二维还是三维的问题。在本章接下来的内容中我们将讨论一

些对象，其中包括向量以及一些更奇特的数学对象，如齐次变换矩阵、正交旋转矩阵和四元数

等。幸运的是，所有这些数学对象都是非常适合ＭＡＴＬＡＢ的数学编程环境。

简要回顾一下前面的内容：

１．一个点用坐标向量来表示，它代表该点在参考坐标系中的位移；
２．一个刚体可以由其上的一组点代表，该刚体可以用单独一个坐标系描述，并且组成它的
点可以用它们在该坐标系中的位移来表示；

３．一个物体在坐标系中的位置和方向称为它的位姿；
４．一个相对位姿表示一个坐标系相对于另一个坐标系的位姿，记作代数变量ξ；
５．一个点可以用不同坐标系中的不同坐标向量来描述，向量之间通过坐标系相对位姿来
转换，其运算符为“·”；

６．用相对位姿写成的代数表达式是可以进行代数运算的。

本章的剩余部分将讨论在机器人和计算机视觉中常见的各种ξ的具体表现。

图２．６　两个二维坐标系｛Ａ｝、｛Ｂ｝，以及一个
点Ｐ。｛Ｂ｝相对于｛Ａ｝做旋转和平移

２．１　二维空间位姿描述

二维世界或平面，是我们在高中学习欧几里得几何时就熟悉的。笛卡儿坐标系，或以ｘ轴
和ｙ轴为正交轴的坐标系，通常绘制成ｘ轴水平、ｙ
轴竖直，两轴的交点称为原点。平行于坐标轴的单

位向量用ｘ和ｙ表示。一个点用其在ｘ轴和ｙ轴上
的坐标（ｘ，ｙ）表示，或者写为有界向量：

（２．２）
在图２．６中的一个坐标系｛Ｂ｝，我们希望用参

照系｛Ａ｝来描述它。可以清楚地看到，｛Ｂ｝的原点
已被向量ｔ＝（ｘ，ｙ）所取代，然后逆时针旋转一个
角度θ。因此，位姿的一个具体表示就是三维向
量ＡξＢ～（ｘ，ｙ，θ），我们使用符号 ～表示这两种表

７１第２章　位置与姿态描述



示是等价的。遗憾的是，这种表示方法不方便复合，因为

两边的位姿都是复杂的三角函数。所以，我们将使用一种不同的方法来表示旋转。

该方法是考虑一个任意点Ｐ相对于每个坐标系的向量，并确定Ａｐ和Ｂｐ之间的关系。再次
回到图２．６，我们将问题分成两部分：旋转，然后平移。

背景材料：欧几里得（ＥｕｃｌｉｄｏｆＡｌｅｘａｎｄｒｉａ，约公元前３２５—公元前２６５）是被誉
为“几何之父”的埃及数学家。在其专著《元素》（Ｅｌｅｍｅｎｔｓ）中，他从一小组公理中推
断出了几何对象和整数的属性。

《元素》可能是在数学史上最成功的一本书，它描述了平面几何原理，是大多数

人首次接触几何和公式化证明的基础，也是现代欧几里得几何的基础。欧几里得距

离是简单的在一个平面上两个点之间的距离。欧几里得还写了《光学》一书，主要介

绍几何视觉和透视。

图２．７　二维平面中旋转后的坐标
系。点Ｐ可以分别看作在
｛Ｖ｝或｛Ｂ｝坐标系中的点

先只考虑旋转的情况，我们创建一个新坐标系

｛Ｖ｝，其坐标轴平行于坐标系｛Ａ｝的轴，但其原点与坐
标系｛Ｂ｝的原点重合，如图２．７所示。根据方程（２．２），
我们可以将点Ｐ用｛Ｖ｝中定义坐标轴的单位向量表
示为

（２．３）

上式被写作一个行向量和一个列向量的点积。

坐标系｛Ｂ｝可以用它的两个正交轴表示，这里
用两个单位向量代表：

上式用矩阵形式可以分解成：

（２．４）

用方程（２．２）可以在坐标系｛Ｂ｝中将Ｐ点表示为

代入方程（２．４），得

（２．５）

现在令方程（２．３）和方程（２．５）各自右侧的系数部分相等，可得

上式描述了点如何通过坐标系旋转从坐标系｛Ｂ｝变换到坐标系｛Ｖ｝。这种类型的矩阵被称为旋
转矩阵，记作ＶＲＢ。

８１ 机器人学、机器视觉与控制———ＭＡＴＬＡＢ算法基础



（２．６）

旋转矩阵ＶＲＢ具有一些特殊的属性。首先，它是正规化的（也称为标准正交），因为它的每
列都是单位向量且相互正交的①。实际上矩阵的每列都是简单地将｛Ｂ｝定义在｛Ｖ｝中的单位向
量，因此根据定义它们都是单位长度且正交的。

其次，它的行列式是＋１，这意味着 Ｒ属于特殊的二维正交群，或 Ｒ∈ＳＯ（２）!

２×２。而

且单位行列式还意味着一个向量在变换后的长度是不变的，即｜Ｂｐ｜＝｜Ｖｐ｜，θ。
正交矩阵有一种非常方便的属性：Ｒ－１＝ＲＴ，即它的逆矩阵和转置矩阵相同。因此，我们

可以重新将方程（２．６）整理为

我们注意到，该矩阵的求逆就是将矩阵的上、下标交换位置，并可以得出恒等式Ｒ（－θ）＝Ｒ（θ）Ｔ。
这里我们观察到一个有趣的事实：我们描述一个旋转的时候，不是用代表旋转角度的一个

标量，而是用了一个有４个元素的２×２矩阵。但这４个元素并不是独立的，矩阵的每一列都
是一个单位的大小，这提供了两个约束，列与列之间还都是正交的，这提供了另一种约束。４
个元素加上３个约束，这样还是只剩下１个真正独立的值。旋转矩阵是一个非最小化表示的
典型例子，虽然这种表示有一些缺点，诸如需要增加内存等，但它具备的优势更加突出，如可

复合性。

描述位姿的第二部分就涉及图２．６所示的各坐标系原点的平移。由于坐标系｛Ｖ｝和｛Ａ｝的
轴是平行的，所以可以简单地进行向量相加：

（２．７）

（２．８）

（２．９）

或简写为

（２．１０）

其中，ｔ＝（ｘ，ｙ）代表坐标系的平移变换，而坐标系旋转变换用ＡＲＢ表示。因为｛Ａ｝和｛Ｖ｝的轴
是平行的，所以ＡＲＢ＝

ＶＲＢ。将Ｐ点的坐标向量用齐次形式表达为

ＡＴＢ称为齐次转换矩阵。这个矩阵有一个非常特殊的结构，并且属于特殊的二维欧几里得群，
即Ｔ∈ＳＥ（２）!

３×３。
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背景材料：一个向量（ｘ，ｙ）可以写成齐次形式 ｐ　～∈"

，ｐ　～＝（ｘ１，ｘ２，ｘ３），其中ｘ＝ｘ１／ｘ３，ｙ＝ｘ２／ｘ３，ｘ３≠０。
这里齐次向量的维度增加了一个，在平面上的点就用三维向量表示。为了将点转换为齐次形式，我们通常会

附加一个１，变为 ｐ　～＝（ｘ，ｙ，１）。字母上的波浪线表示该向量是齐次形式的。
齐次向量具有一个重要的属性，即 ｐ　～等价于λｐ　～，λ≠０，记作 ｐ　～λｐ　～。这意味着 ｐ　～在平面中代表相同

的点，而与比例系数无关。在本书第四部分讨论计算机视觉时，齐次表示法非常重要。更多细节见附录Ｉ。

通过与方程（２．１）的比较，很显然ＡＴＢ代表了相对位姿：

相对位姿ξ的一种具体表示是ξ～Ｔ∈ＳＥ（２），以及Ｔ１Ｔ２ Ｔ１Ｔ２，这是标准的矩阵乘法。

上文给出的代数运算规则之一是ξ０＝ξ。我们知道在矩阵中ＴＩ＝Ｔ，其中Ｉ是单位矩阵，
所以对于位姿０对应的是Ｉ单位矩阵。另一条规则是ξξ＝０。我们知道矩阵ＴＴ－１＝Ｉ，这意
味着Ｔ Ｔ－１

对于点 ｐ　～∈"

２，有Ｔ·ｐ　～ Ｔｐ　～，这是一个标准的矩阵 向量积。

为了使上述推导更形象具体，下面我们将使用 ＭＡＴＬＡＢ工具箱展示一些具体数值化的例
子。首先用函数ｓｅ２创建一个齐次变换：

它代表（１，２）的平移和３０°的旋转。相对于世界坐标系，我们可以将该变换用绘图函数绘制
如下：

绘图函数中的参数规定该坐标系的标签是｛１｝，且绘制成蓝色（图中 Ｙ１｛１｝Ｘ１坐标系），
如图２．８所示。我们再创建另一个平移（２，１），零旋转的相对位姿：

在图中用红色（图中Ｙ２｛２｝Ｘ２坐标系）绘制出来：

现在，我们可以将两个相对位姿复合：
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在图中用绿色（图中Ｙ３｛３｝Ｘ３坐标系）绘制出来：

我们看到在复合中，坐标系｛２｝的平移（２，１）是相对于坐标系｛１｝的。要注意的是，最终坐标
系｛３｝相对于世界坐标系的平移量并不是（３，３），因为它是相对于旋转后的坐标系｛１｝再平移
的。复合运算的不可交换性可用以下例子证明：

可以看出，坐标系｛４｝与坐标系｛３｝不同。
现在我们相对于世界坐标系定义一个点（３，２）：

这是一个列向量，把它加入图中：

图２．８　使用工具箱函数ｔｒｐｌｏｔ２绘制出的坐标系

用式（２．１）确定该点相对于坐标系｛１｝的坐标如下：

将上式重新整理，得

下面代入具体数值：

首先，通过附加一个１将欧几里得点转换为齐次形式。该齐次形式的结果在坐标系｛１｝中有一
个负的ｙ坐标。使用工具箱函数还可以进行反变换，操作如下：
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这里又变回了欧几里得坐标点结果。辅助函数 ｅ２ｈ将欧几里得坐标点转换为齐次形式，而
ｈ２ｅ进行逆转换。更简洁的表达方式可写成

该相同点相对于坐标系｛２｝有

２．２　三维空间位姿描述

三维情况实际上是前一节讨论的二维情况的延伸。我们在二维坐标系上增加一个额外的

坐标轴，通常用ｚ表示，它同时与ｘ轴和ｙ轴正交。ｚ轴的方向服从右手规则，并构成右手坐标
系。与各坐标轴平行的单位向量记作ｘ、ｙ和ｚ①：

（２．１１）
坐标系中的一个点Ｐ可用其ｘ，ｙ和ｚ的坐标值（ｘ，ｙ，ｚ）或者一个约束向量表示：

图２．９　两个三维坐标系｛Ａ｝和｛Ｂ｝。
｛Ｂ｝相对于｛Ａ｝旋转和平移

图２．９展示了一个相对于参考坐标系｛Ａ｝的
坐标系｛Ｂ｝。可以清楚地看到，｛Ｂ｝的原点通过
向量ｔ＝（ｘ，ｙ，ｚ）进行平移，然后再通过某种复
杂方式进行了旋转。正如二维情况一样，我们如

何表示坐标系之间的方向是非常重要的。

我们的做法还是从相对于每个坐标系的任意

一点Ｐ出发，然后再确定ＡＰ和ＢＰ之间的关系。
我们仍然从两方面考虑：旋转和平移。三维情况

下的旋转非常复杂，我们接下来在整个小节中都

会对它进行讲解。

２．２．１　三维空间姿态描述

任何两个独立的正交坐标系都可以通过一系列（不超过３次）相对于坐标轴的旋转联系起
来，但其中连续的两次旋转不能绕同一轴线。

———欧拉旋转定理（奎伯斯，１９９９）

图２．９中显示了两个右手坐标系，其方向差异很大，我们如何相对于一个坐标系去表示另
一个坐标系呢？可以想象一下，将坐标系｛Ａ｝拿在我们手里旋转，直到与坐标系｛Ｂ｝方向一
致。欧拉旋转定理指出，任何旋转都可以看作是由一系列相对不同坐标轴的旋转组合而成的。

首先考虑绕单个坐标轴的旋转。图２．１０显示了一个右手坐标系，以及它绕不同坐标轴旋
转不同角度的情形。
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① 在所有这些单位向量运算中，从左到右的符号排列（忽略等号）是以一种ｘｙｚ的顺序进行循环置换的。



图２．１０　一个三维坐标系的旋转。（ａ）原始坐标系；（ｂ）～（ｆ）原始坐标系经各种旋转后的情况

但绕坐标轴连续旋转就没那么简单了，其中存在一些微妙的变化。如图２．１１所示，它演
示了一个坐标系按不同的顺序旋转的情形。可以看到，虽然旋转角度相同，但最终得到的坐标

系方向完全不同，它取决于旋转的顺序。这是三维世界里一个深奥且让人迷惑的特征，而且它

曾困扰了数学家们很长一段时间。我们在本章中使用位姿代数的意义就在于运算符是不可
交换的，它体现了上述旋转顺序的重要性。

图２．１１　旋转顺序不可交换性的例子。在上面一排中坐标系先绕ｘ轴旋转π／２，然后
绕ｙ轴旋转π／２。在下面一排旋转顺序正好颠倒了。两种旋转的结果明显不同
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数学家已经提炼出许多表示旋转的方法，我们将在本节后续部分讨论其中几种：正交旋转

矩阵，欧拉和卡尔丹角，旋转轴与角度，以及单位四元数。它们都可以表示为向量或矩阵，即

ＭＡＴＬＡＢ的自然数据类型，或者表示为一个工具箱自定义的类。工具箱中提供了许多函数可
以将这些表示法相互转换，如图２．１５所示。

背景材料：右手定则。所谓右手坐标系是指可以由右手前三个手指的指向确定，它

们分别指向ｘ，ｙ和ｚ轴的方向。

　　背景材料：绕一个向量的旋转。用你的右手抓握住该向量，并让拇指（你的 ｘ轴手
指）指向向量箭头的方向，其余手指卷曲的指向就是角度增加的方向。

２．２．１．１　正交旋转矩阵

正如在二维情况下一样，我们可以用相对于参考坐标系的坐标轴单位向量表示它们所在

坐标系的方向。每一个单位向量有３个元素，它们组成了３×３阶正交矩阵ＡＲＢ：

（２．１２）

上式将一个相对于坐标系｛Ｂ｝的向量旋转为相对于坐标系｛Ａ｝的向量。矩阵Ｒ属于特殊三维正交
群，或Ｒ∈ＳＯ（３）!

３×３。它具有前文提到的标准正交矩阵的特性，如ＲＴ＝Ｒ－１以及ｄｅｔ（Ｒ）＝１。
分别绕ｘ，ｙ，ｚ轴旋转θ角后的标准正交旋转矩阵可表示为

工具箱中也提供了一些函数来计算这些基本的旋转矩阵，例如Ｒｘ（θ）是

这个旋转的效果也显示在图２．１０（ｂ）中。函数ｒｏｔｙ和ｒｏｔｚ则分别用于计算Ｒｙ（θ）和Ｒｚ（θ）。
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　　要绘制出相应的坐标系，可以用

如图２．１２（ａ）所示。如果要想使一个旋转更加生动有力，可以使用工具箱函数ｔｒａｎｉｍａｔｅ制
作一个旋转动画：

它将展示世界坐标系旋转到指定坐标系的过程。

背景材料：在正交旋转矩阵中，从左至右的列向量可以告诉我们旋转后新坐标系各个轴相对于当前坐标

系的方向。例如，如果

则新坐标系的ｘ轴仍在以前ｘ轴方向（１，０，０），但其ｙ轴却在以前的ｚ轴方向（０，０，１），而新的ｚ轴在以前ｙ
轴的反方向（０，－１，０）。这里，之所以ｘ轴没变，是因为这个旋转是围绕ｘ轴发生的。行向量则相反，它们
表示了当前坐标系的各个轴在新坐标系中的方向。

为了说明旋转的复合，我们继续旋转图２．１２（ａ）所示的坐标系，这一次绕它的ｙ轴旋转：

绘制出如图２．１２（ｂ）所示的坐标系。在这个坐标系中，ｘ轴现在指向世界坐标系ｙ轴的方向。

图２．１２　用函数ｔｒｐｌｏｔ显示坐标系旋转。（ａ）参考坐标系绕ｘ轴旋转π／２；（ｂ）坐标系ａ绕ｙ轴旋转π／２

如果颠倒以上旋转的顺序，可以看出旋转的不可交换性：

得到的结果是完全不同的。
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回忆一下欧拉旋转定理，它指出任何旋转都可以用不超过３次绕坐标轴的旋转表示。这
意味着，一般情况下两个坐标系之间的任意旋转均可分解为一组绕三个旋转轴转动的角

度———这个问题将在下一节讨论。

正交矩阵有９个元素，但它们不是独立的。每一列都是单位长度，这提供了３个约束。列
与列之间相互正交，又提供了另外３个约束①。９个元素加上６个约束，实际上只有３个独立
的值。

２．２．１．２　三角度表示法

欧拉旋转定理要求绕３个轴依次旋转，但不能绕同一轴线连续旋转两次。旋转顺序分为
两种：欧拉式和卡尔丹式，分别以欧拉和卡尔丹（Ｃａｒｄａｎｏ）的名字命名。

背景材料：莱昂哈德·欧拉（ＬｅｏｎｈａｒｄＥｕｌｅｒ，１７０７—１７８３），瑞士著名数学家和
物理学家，主导１８世纪的数学研究。他是约翰·伯努利（ＪｏｈａｎＢｅｒｎｏｕｌｌｉ）的学生。他
应用新的数学技术，如微积分，解决了力学和光学的许多问题。他还创造了我们现在

使用的函数符号，ｙ＝Ｆ（ｘ）。在机器人学方面，我们使用了他的旋转定理以及关于转
动动力学的运动方程。

他非常多产，所写专著有７５部，而且几乎一半的作品都是他在完全失明后生命
的最后１７年所著。

欧拉式是绕一个特定的轴重复旋转，但不是连续的：ＸＹＸ、ＸＺＸ、ＹＸＹ、ＹＺＹ、ＺＸＺ或
ＺＹＺ。卡尔丹式的特点是绕３个不同轴旋转：ＸＹＺ、ＸＺＹ、ＹＺＸ、ＹＸＺ、ＺＸＹ或 ＺＹＸ。一般来
说，所有这些序列均被统称为欧拉角，共有１２种形式可供选择。

现在通常是将所有三角度表示法都称作欧拉角，但这种称呼不够确切，因为一共有１２种不同形式的欧拉角
可供选择。在某一特定技术领域中，所说欧拉角往往指一种特定的旋转角顺序。

ＺＹＺ序列的欧拉角表示为

（２．１３）

它常用在航空和机械动力学中，并在本书工具箱中使用。欧拉角是一个三维向量Γ＝（，θ，ψ）。
例如，要计算Γ＝（０．１，０．２，０．３）的等价旋转矩阵，我们可以这样写：

或采用更简便的方式：

上述问题的逆命题是要找到给定旋转矩阵的欧拉角，可采用以下函数：
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① 如果矩阵列向量是ｃｉ，ｉ∈１…３，那么ｃ１·ｃ２＝ｃ２·ｃ３＝ｃ３·ｃ１＝０。



但是，如果θ为负时，如

其反函数结果为

它返回了一个正的θ值和两个不同的、ψ值。但这组欧拉角对应的旋转矩阵仍与前一组是相
同的：

两组不同的欧拉角对应同一个旋转矩阵，说明从旋转矩阵到欧拉角的映射是不唯一的，而工具

箱函数返回的角度θ始终为正。
对于θ＝０的情况：

反函数返回的角度值为

它与原值完全不同。其实在这种情况下，从式（２．１３）得出的旋转矩阵是

由于Ｒｙ＝Ｉ，所以可化简为只是 ＋ψ的一个函数。对于逆运算而言，只能确定这个和的值。
要想得到其中每个值，只能按惯例取＝０。θ＝０的情况实际上是一个奇异点，我们将在下一
节详细讨论。

另一种广泛使用的旋转角顺序是横滚 俯仰 偏航角，即

（２．１４）

它用于描述船舶、飞机和车辆的姿态时非常直观。横滚、俯仰和偏航（也称为侧倾、姿态和航

向）是指分别绕ｘ、ｙ、ｚ轴的旋转。这个 ｘｙｚ角序列，即专业上的卡尔丹角，也被称为泰特 布

莱恩角（ＴａｉｔＢｒｙａｎ）或导航角①。对于航空及地面车辆而言，通常定义 ｘ轴为前进的方向、ｚ轴
垂直向下、ｙ轴指向右手方向②。例如：
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①

②

根据苏格兰物理学家、四元数支持者彼得·泰特（ＰｅｔｅｒＴａｉｔ）和早期的威尔斯空气动力学家乔治·布莱恩（Ｇｅｏｒｇｅ
Ｂｒｙａｎ）的名字命名。
注意，大多数机器人学教科书［Ｐａｕｌ１９８１；Ｓｉｃｉｌｉａｎｏｅｔａｌ．２００８；Ｓｐｏｎｇｅｔａｌ．２００６］都交换了其中的ｘ轴和ｚ轴，把向前
的方向定义为ｚ轴方向而不是ｘ轴方向，也就是说是绕ｚ轴而不是ｘ轴横滚。在第８版之前的机器人工具箱也采用
这个顺序。但现在的工具箱中默认的是ｘｙｚ顺序，不过也可以用

!

ｚｙｘ
!

选项来指定ｚｙｘ的顺序。



其逆运算为

横滚 俯仰 偏航序列允许每个角度值有任意正负号，不会产生多解的情况。但它也有一

个奇异点，即当θｐ＝±π／２时，不过这个点刚好在大多数车辆可能的姿态范围以外。

背景材料：吉罗拉莫·卡尔丹（ＧｉｒｏｌａｍｏＣａｒｄａｎｏ，１５０１—１５７６）是意大利文
艺复兴时期的数学家、医生、占星师，外加赌徒。他出生在意大利的帕维亚，是一

个极有数学天赋的律师的私生子。他曾在帕多瓦大学学习医学，不久之后便成为

诊断伤寒病的第一人。赌博也是他养活自己的一个方式，他写了一本关于机会博

弈的书Ｌｉｂｅｒｄｅｌｕｄｏａｌｅａｅ（《论赌博游戏》），是有关概率问题的第一个系统论述，其
中还包含了有效的作弊方法。他的家庭存在很多问题：他的长子因毒害其妻子受

到刑罚，他的女儿是一名妓女，死于梅毒（他因此曾写过一篇关于梅毒治疗的论

文）。他还计算并发布了耶稣的星座，但被人指责为异端并因此入狱，直到他发誓

并放弃了他的教授职位才获释。

他在１５４５年出版的书ＡＲＳＭＡＧＮＡ中公布了三次和四次方程的解法，他还发明了密码锁，以及由三个同
心圆组成的万向支架，可以让罗盘或陀螺仪自由转动（见图２．１３），他的发明还包括具有万向节的卡尔丹轴，
这种轴至今仍在汽车上使用。

２．２．１．３　奇异点及万向节锁

上面叙述的三旋转角度表示方式中，一个根本的问题是奇异点。当中间的旋转轴平行于

第一个或第三个旋转轴时这种情况就会发生。对于万向节锁（因电影《阿波罗１３号》而出名的
术语），也存在同样的问题。

用于导航的机械陀螺仪如图２．１３所示。在其最核心的装配结构中有３个相互正交的框
架，它们能使安装于其中的稳定体相对于宇宙静止。陀螺仪通过这个万向节机构连接到飞船

机体上，这样无论飞船做任何机动飞行，都不会给陀螺仪内部的稳定平台施加外力矩。通过测

量这些万向框架的轴相对于稳定平台的转动角度，就可以确定飞船的航行姿态———直接显示

出飞船的横滚 俯仰 偏航角，图示设计中是卡尔丹角的ＹＺＸ序列①。
现在考虑陀螺仪中间万向架旋转角（相对于飞船的 ｚ轴旋转）为９０°时的情况。这时陀螺

仪的内万向架与外万向架的轴对齐，它们的旋转轴线重合。因为这两个旋转轴平行，这时陀螺

仪只有两个有效的旋转轴，而不是原来的三个———我们称之为丢失了一个自由度②。
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①

②

“登月舱坐标系是右手坐标系，＋Ｘ轴朝上，＋Ｚ轴朝前，＋Ｙ轴指向右边。旋转变换矩阵由一个基于２３１顺序
的欧拉角构成，即：首先关于Ｙ轴倾斜，然后绕Ｚ轴滚动，最后关于Ｘ轴俯仰。正旋转分别是上倾，右滚，左偏”
［Ｈｏａｇ１９６３］。
该问题对于这个特殊陀螺仪的应用是一个明显的制约因素［Ｈｏａｇ１９６３］。这个问题可以通过增加第四个万向支架得
以缓解，该方法在别的航天器上曾使用，但在阿波罗登月舱上因为重量和空间的原因并未采用。



图２．１３　阿波罗月球舱（ＬＭ）使用的惯性测量单元（ＩＭＵ）原理图。该飞船的坐标系定义为ｘ轴向上，ｚ轴
向前，ｙ轴向右。从稳定平台坐标系｛Ｓ｝开始，逐级向外到飞船体坐标系｛Ｂ｝，其旋转角的顺序是
ＹＺＸ。被标记为Ｘｇ、Ｙｇ和Ｚｇ的元件分别是绕ｘ、ｙ和ｚ轴的角加速度传感器，而被标记为Ｘａ、

Ｙａ和Ｚａ的元件分别是沿ｘ、ｙ和ｚ轴的线性加速度传感器（阿波罗操作手册，ＬＭＡ７９０３ＬＭ）

从数学（而非机械）上看，这个问题可以通过建立一种登月舱坐标系来解释，其中固联在

飞船机体上的坐标系｛Ｂ｝相对于固联在稳定平台上的坐标系｛Ｓ｝做旋转，并且可以表示为

当θｒ＝π／２时，可以应用循环旋转规则得到下面的恒等式：①

进而得到

上式中没有表示出飞船绕ｙ轴的旋转。这就带来了问题，因为航天器绕 ｙ轴的旋转将使稳定
平台也旋转，从而破坏其相对于恒星的精确对准。
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① 旋转须服从循环旋转规则：

ＲＸ（π／２）ＲＹ（θ）ＲＸ（π／２）Ｔ≡ＲＺ（θ）

ＲＹ（π／２）ＲＺ（θ）ＲＹ（π／２）Ｔ≡ＲＸ（θ）

ＲＺ（π／２）ＲＸ（θ）ＲＺ（π／２）Ｔ≡ＲＹ（θ）

以及反循环旋转规则：

ＲＹ（π／２）ＴＲＸ（θ）ＲＹ（π／２）≡ＲＺ（θ）

ＲＺ（π／２）ＴＲＹ（θ）ＲＺ（π／２）≡ＲＸ（θ）



一个自由度的缺失意味着在数学上我们不能反变换，我们只能建立两个角度之间的线性

关系。在这种情况下，我们能做得最好的就是确定俯仰角和偏航角的总和。前面我们用欧拉

角的奇异点也看到了类似的现象。

背景材料：任务时钟：０２０８１２４７

● 飞行员：“去，盖德。”

● 盖德：“他越来越接近万向节锁了。”

● 飞行员：“收到。船长，建议他带上 Ｃ３，Ｃ４，Ｂ３，Ｂ４，Ｃ１和 Ｃ２的推进器，
并通知他越来越接近万向节锁。”

● 船长：“收到。”

《阿波罗１３号控制通信环任务》（１９７０）［ＬｏｖｅｌｌａｎｄＫｌｕｇｅｒ１９９４，ｐ１３１；ＮＡＳＡ１９７０］。

所有三角度形式的姿态表示，无论欧拉式或卡尔丹式，当两连续轴共线时都会遇到万向节

锁同样的问题。对于ＺＹＺ形式的欧拉角，它发生在 θ＝ｋπ，ｋ∈#

时，对于用横滚 俯仰 偏航

角的情况，会发生在θｐ＝±（２ｋ＋１）π／２时。虽然都存在奇异点，但我们可以想办法让奇异点
不在航行体正常运行时出现，这需要明智地选择角度序列和坐标系。

奇异点是采用最简化方法带来的一个不幸后果。为了消除这个问题，我们必须采取不同

的姿态描述方法。其中，阿波罗登月舱团队的人提出一种用四个万向支架的系统，其成功的关

键是引进了第四个参数，我们将很快在２．２．１．６节中讨论。

２．２．１．４　双向量表示法

对于关节臂式机器人，一般会在它的末端执行器上固联一个坐标系｛Ｅ｝，如图２．１４所示。
通常情况下，工具的轴线为坐标系的ｚ轴，并被称为接近向量，记为ａ　＝（ａｘ，ａｙ，ａｚ）。对于某
些应用来说，定义接近向量比定义欧拉角或横滚 俯仰 偏航角更为方便。

图２．１４　机器人末端执行器的坐标系用一个接
近向量ａ和一个姿态向量ｏ定义了它的
位姿，从而可以计算出向量ｎ。ｎ、ｏ和ａ
分别对应于末端执行器坐标系的ｘ轴、
ｙ轴和ｚ轴（照片由ｌｙｎｘｍｏｔｉｏｎ．ｃｏｍ提供）

然而定义出ｚ轴的方向还不足以表示完整坐标
系———我们还需要确定ｘ轴和ｙ轴的方向。为了确
定末端执行器的姿态，我们定义一个与接近向量正

交的向量，它位于机器人手爪的两个手指之间，被称

为姿态向量，记为ｏ　＝（ｏｘ，ｏｙ，ｏｚ）。有了接近和姿
态这两个单位向量，就足以完全确定旋转矩阵了：

（２．１５）

因为剩下的一列可以用式（２．１１）计算，即ｎ＝ｏ×ａ。
即使两个向量ａ和 ｏ不是正交的，它们仍然

能定义一个平面，而且计算出来的 ｎ仍垂直于这
个平面。在这种情况下，我们需要用 ｏ′＝ａ×ｎ
来计算一个新的向量值，它仍然在ａ和ｏ定义的平面中，只不过与ａ和ｎ都正交①。

０３ 机器人学、机器视觉与控制———ＭＡＴＬＡＢ算法基础

① 只要它们是不平行的。


