
第第 2 章摇 连续时间信号与
系统的时域分析

揖内容提要铱 摇 本章首先介绍连续信号的时域特性,包括常用信号的定义、性质、基本运算

和变换。 然后介绍连续系统的时域分析方法,包括零输入响应和零状态响应的求解方法。

2郾 1摇 常用信号及信号的基本运算

2郾 1郾 1摇 常用信号

1郾 实指数信号

图 2鄄1摇 实指数信号

实指数信号的表达式为

f( t) = Keat (2鄄1)
式中,a 和 K 为实数。 若 a > 0,信号将随时间而增长;
若 a < 0,信号则随时间衰减;在 a = 0 的特殊情况下,
信号不随时间而变化,成为直流信号。 常数 K 表示指

数信号在 t = 0 点的初始值。 K > 0时实指数信号的波

形如图 2鄄1 所示。
指数 a 的绝对值大小反映了信号增长或衰减的

速率, a 越大,增长或衰减的速率越快。 通常,把
a 的倒数称为实指数信号的时间常数,记做 子,即子 = 1 / a , 子 越大,实指数信号增长或衰

减的速率越慢。

2郾 正弦信号

正弦信号和余弦信号二者仅在相位上相差 仔 / 2,通常统称为正弦信号,一般写做

f( t) = Ksin(棕t + 兹) (2鄄2)
式中,K 为振幅,棕 为角频率,兹 为初相位,其波形如图 2鄄2 所示。

正弦信号是周期信号,其周期 T 与角频率 棕 和频率 f 满足

T = 2仔 / 棕 = 1 / f
在信号与系统分析中,有时要遇到衰减的正弦信号,波形如图 2鄄3 所示。 此正弦振荡的幅

度按指数规律衰减,其表达式为

f( t) =
0, t < 0
Ke - 滓 tsin(棕 t), t逸{ 0

(2鄄3)
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图 2鄄2摇 正弦信号 图 2鄄3摇 指数衰减的正弦信号

正弦信号和余弦信号常借助复指数信号来表示。 由欧拉公式可知

ej棕t = cos(棕t) + jsin(棕t)
e - j棕t = cos(棕t) - jsin(棕t)

则有 sin(棕t) = 1
2j (e

j棕t - e - j棕t) (2鄄4)

cos(棕t) = 1
2 (ej棕t + e - j棕t) (2鄄5)

这是以后经常要用到的两对关系式。
与指数信号的性质类似,正弦信号对时间的微分与积分仍为同频率的正弦信号。

3郾 复指数信号

如果指数信号的指数因子为一复数,则称之为复指数信号,其表达式为

f( t) = Kest (2鄄6)
其中 s = 滓 + j棕
式中,滓 为复数 s 的实部,棕 为其虚部。 借助欧拉公式将式(2鄄6)展开,可得

Kest = Ke(滓 + j 棕) t = Ke滓tcos(棕t) + jKe滓tsin(棕t) (2鄄7)
此结果表明,一个复指数信号可分解为实部、虚部两部分。 其中,实部包含余弦信号, 虚

部则包含正弦信号。 指数因子实部 滓 表征了正弦与余弦函数振幅随时间变化的情况。 若

滓 > 0, 实部、虚部信号是增幅振荡; 若 滓 < 0,实部及虚部信号是衰减振荡。 指数因子的虚部 棕
则表示正弦与余弦信号的角频率。 3 种特殊情况是:当 滓 = 0,即 s 为虚数时,实部、虚部信号是

等幅振荡; 而当 棕 = 0,即 s 为实数时,复指数信号成为一般的指数信号; 若 滓 = 0 且 棕 = 0,即
s =0, 则复指数信号的实部和虚部都与时间无关,成为直流信号。

尽管实际上不能产生复指数信号,但是它概括了多种情况,可以利用复指数信号来描述各

种基本信号,如直流信号、指数信号、正弦或余弦信号,以及增长或衰减的正弦与余弦信号。 利

用复指数信号可使许多运算和分析得以简化。 在信号分析理论中,复指数信号是一种非常重

要的基本信号。

4郾 Sa( t)信号(抽样信号)

Sa( t)函数即 Sa( t)信号,是指由 sint 与 t 之比构成的函数,即

Sa( t) = sint
t (2鄄8)

Sa( t)函数的波形如图 2鄄4 所示。 我们注意到,它是一个偶函数,在 t 的正、负两个方向上

振幅都逐渐衰减;当 t = 依 仔, 依 2仔,…, 依 n仔 时,函数值等于零。
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图 2鄄4摇 Sa( t)函数

Sa( t)函数还具有以下性质:

乙肄
0
Sa( t)dt = 仔

2 (2鄄9)

乙肄
-肄

Sa( t)dt = 仔 (2鄄10)

2郾 1郾 2摇 信号的基本运算

1郾 相加和相乘

信号相加是指若干信号之和,表示为

f( t) = f1( t) + f2( t) +… + fn( t) (2鄄11)
其相加规则是:同一瞬时各信号的函数值相加构成和信号在这一时刻的瞬时值。

信号相乘是指若干信号之积,表示为

f( t) = f1( t)·f2( t)·…·fn( t) (2鄄12)
其相乘规则是:同一瞬时各信号的函数值相乘构成积信号在这一时刻的瞬时值。

揖例 2鄄1铱 摇 已知两个信号为

f1( t) =
0, t < 0
sint, t逸{ 0

;摇 摇 f2( t) = - sint

求 f1( t) + f2( t)和 f1( t)·f2( t)的表达式。
解:

f1( t) + f2( t) =
- sint, t < 0
0, t逸{ 0

;摇 摇 f1( t)·f2( t) =
0, t < 0
- sin2 t, t逸{ 0

当然,也可以通过波形来进行信号的相加和相乘。

2郾 微分和积分

信号 f( t)的微分是指信号对时间的导数,表示为

y( t) = d f( t)
dt = f 忆( t) (2鄄13)

信号 f( t)的积分是指信号在区间( - 肄 ,t)上的积分,表示为

f ( -1)( t) = 乙 t

-肄
f(子)d子 (2鄄14)

3郾 平移

信号的平移是指信号 f( t)变化为信号 f( t 依 t0 ) ( t0 > 0 )的运算。 若为 f( t + t0 ) ,表
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示信号 f( t) 沿 t 轴负方向平移 t0 时间; 若为 f( t - t0 ) ,表示信号 f( t) 沿 t 轴正方向平移

t0 时间。

揖例 2鄄2铱 摇 已知 f(t) =
1
2 (t +2), -2 < t <0

- (t -1), 0 < t
{

<1
,波形如图 2鄄5(a)所示,求 f(t +1), f(t -1)。

图 2鄄5摇 例 2鄄2 的图

解:用( t + 1)代替 t,有

f( t + 1) =
1
2 ( t + 1 + 2), - 2 < t + 1 < 0

- ( t + 1 - 1), 0 < t
{

+ 1 < 1

=
1
2 ( t + 3), - 3 < t < - 1

- t, - 1 < t
{

< 0

相应的波形如图 2鄄5(b)所示(超前)。
同理, f( t - 1)的波形如图 2鄄5(c)所示(滞后)。

4郾 反折

信号的反折是指信号 f( t)变化为 f(- t)的运算。 从几何意义上看,即是将 f( t)以纵轴为

中心做 180毅翻转。

揖例 2鄄3铱 摇 已知 f(t) =
1
3 (t +2), -2 < t <1

0,
{

其他
,相应的波形如图 2鄄6(a)所示,求f(- t)。

图 2鄄6摇 例 2鄄3 的图

解: f(- t) =
- 1

3 ( t - 2), - 1 < t < 2

0,
{

其他

相应的波形如图 2鄄6(b)所示。

5郾 尺度变换(展缩)

信号的尺度变换是指将信号 f( t)变化为 f(at)(a > 0)的运算。 若 0 < a < 1,则将 f( t)以原

点为基准,沿横坐标轴展宽至 1 / a 倍; 若 a > 1,则将 f( t)沿横坐标轴压缩至 1 / a。

揖例 2鄄4铱 摇 已知 f( t)=
t, 0 < t < 2
0,{ 其他

,相应的波形如图 2 鄄7( a)所示,求 f(2 t)和 f 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷t 。
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图 2鄄7摇 例 2鄄4 的图

解: f(2t) =
2t, 0 < t < 1
0,{ 其他

f 1
2

æ

è
ç

ö

ø
÷t =

1
2 t, 0 < t < 4

0,
{

其他

相应的波形分别如图 2鄄7(b)和(c)所示。 可见,时移、反折、展缩都是用一个新的时间变量去

代换原来的时间变量。

揖例 2鄄5铱 摇 已知 f( t)=
t + 2, - 2 < t < 0
- 2t + 2, 0 < t < 1
0,

ì

î

í

ïï

ïï 其他

,相应的波形如图 2鄄 8(a)所示,求f(2t - 1),

f 1
2 tæ

è
ç

ö

ø
÷- 1 。

图 2鄄8摇 例 2鄄5 的图

解:(1) 将 f(t)的波形向右移 1,即得 f(t -1)的波形,如图 2 -8(b)所示,相应的表达式为:

f( t - 1) =
t + 1, - 1 < t < 1
- 2( t - 2), 1 < t < 2
0,

ì

î

í

ïï

ïï 其他

(2) 将 f( t - 1)的波形压缩为原来的 1 / 2,即得 f(2t - 1)的波形,如图 2鄄8(c)所示,相应的

表达式为:

f(2t - 1) =
2t + 1, - 1 / 2 < t < 1 / 2
- 4( t - 1), 1 / 2 < t < 1
0,

ì

î

í

ïï

ïï 其他

(3) 将 f(t -1)的波形扩展 2 倍,即得 f 1
2 tæ

è
ç

ö

ø
÷-1 的波形,如图 2鄄8(d)所示,相应的表达式为:

f 1
2 tæ

è
ç

ö

ø
÷- 1 =

1
2 t + 1, - 2 < t < 2

- t + 4, 2 < t < 4
0,

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 其他

揖例 2鄄6铱 摇 已知信号 f(2 - 2t)的波形如图 2鄄9 所示,求 f( t)。
解: f(2 - 2t)是信号 f( t)经时移、反折和展缩后所得的信号,可以用六种方法获得f( t),其

过程和波形如图 2鄄9 所示。
我们知道,信号有数学表达式和波形两种描述形式。 上面所介绍的平移、反折、尺度变换

三种运算,既可以用新时间变量替换原变量 t,直接写出数学表达式,又可以利用波形进行变

换。 从上面例题可以看出,利用信号的波形进行运算,更加直观一些。
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图 2鄄9摇 例 2鄄6 的图

2郾 2摇 单位阶跃信号和单位冲激信号

单位阶跃信号和单位冲激信号是信号与系统理论中两个重要的基本信号。 由于二者的特

性与前面介绍的普通信号不同,所以称为奇异信号。 研究奇异信号要用广义函数理论,这里将

直观地引出单位阶跃信号和单位冲激信号,不去研究广义函数的内容。

2郾 2郾 1摇 单位阶跃信号

单位阶跃信号(简称阶跃信号)用符号 U( t)表示。 其定义为

U( t) =
0, t < 0
1, t{ > 0

(2鄄15)

其波形如图 2鄄10 所示。
在分析电路时,单位阶跃信号实际上就表示从 t = 0 + 开始作用的大小为一个单位的电压

或电流。

图 2鄄10摇 阶跃信号

摇

图 2鄄11摇 矩形脉冲信号

摇

图 2鄄12摇 因果信号
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利用阶跃信号 U( t),可以很容易地表示脉冲信号的存在时间,如图 2鄄11 中所示的矩形脉

冲信号 g子( t),可以用阶跃信号表示为

g子( t) = U t + 子æ

è
ç

ö

ø
÷

2 - U t - 子æ

è
ç

ö

ø
÷

2 (2鄄16)

由于阶跃信号鲜明地表现出信号的“单边冶特性,通常将 t > 0 之后才有非零函数值的信号

称为因果信号。 例如

f1( t) = sint·U( t),摇 摇 f2( t) = e - t[U( t) - U( t - t0)]
其波形如图 2鄄12 所示。 可见,阶跃信号也经常用来表示信号的时间取值范围。

图 2鄄13摇 例 2鄄7 中 f( t)的波形

揖例 2鄄7铱 摇 已知 f( t) =

- 0郾 5t, t < - 2
2, - 2 < t < 1
1, 1 < t < 2
3 - t, 2 < t < 3
0, t

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï > 3

,利用

阶跃信号表示信号 f( t)。
解:为直观起见,画出 f( t)的波形如图 2鄄13 所示。
为了利用阶跃信号表示信号 f( t),将每一段波形的范围通过阶跃信号表示出来之后,再将

各段相加就得到信号 f( t)。
第淤段为摇 - 0郾 5tU( - t - 2)
第于段为摇 2[U( t + 2) - U( t - 1)]
第盂段为摇 U( t - 1) - U( t - 2)
第榆段为摇 (3 - t)[U( t - 2) - U( t - 3)]
所以摇 摇 摇 f( t) = - 0郾 5tU( - t - 2) + 2[U( t + 2) - U( t - 1)] +

U( t - 1) - U ( t - 2) + (3 - t)[U( t - 2) - U( t - 3)]
整理得 f( t) = - 0郾 5tU( - t - 2) + 2U( t + 2) - U( t - 1) +

(2 - t)U( t - 2) - (3 - t)U( t - 3)
读者不妨用信号的加法和乘法运算检验上式信号 f( t)的阶跃信号表达式是否与其波形一致。

2郾 2郾 2摇 单位冲激信号

单位冲激信号(简称冲激信号)啄( t)定义为

啄( t) = 0, t 屹0
肄, t ={ 0

摇 摇 且 摇 摇 乙肄
-肄

啄( t)dt = 1 (2鄄17)

如图 2鄄14(a)所示,它是狄拉克(Dirac)最初提出并定义的,所以又称狄拉克 啄 函数(Dirac Delta
Function)。 式(2鄄17)表示集中在 t = 0、面积为 1 的冲激,这是工程上的定义,由于它不是普通

函数,因此从严格的数学意义来说,它是一个颇为复杂的概念。 然而为了应用,并不强调其数

学上的严谨性,而只强调运算方便。
为了对 啄( t)有一个直观的认识,可将 啄( t)看成某些普通函数的极限来定义。
观察图 2鄄14(b),它是面积为 1,脉宽为 子,幅值为 1 / 子 的矩形脉冲。 当 子寅0 时,其脉冲的

幅值 1 / 子寅肄。 这种极限状态下的函数即为冲激信号 啄( t)。 也就是

啄( t) = lim
子寅0

1
子 U t + 子æ

è
ç

ö

ø
÷

2 - U t - 子æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]2 (2鄄18)
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图 2鄄14摇 用矩形脉冲、三角脉冲、双边指数脉冲和抽样信号取极限定义冲激信号

除了采用矩形脉冲取极限定义冲激信号外,也可以用三角形脉冲、双边指数脉冲或抽样函

数取极限定义冲激信号,如图 2鄄14(c) ~ (e)所示。
对于三角脉冲,有

啄( t) = lim
子寅0

1
子 1 - tæ

è
ç

ö

ø
÷

子 [U( t + 子) - U( t - 子{ })] (2鄄19)

对于双边指数脉冲,有

啄( t) = lim
子寅0

1
2子e

- | t |æ

è
ç

ö

ø
÷子 (2鄄20)

对于抽样信号,有

啄( t) = lim
k寅肄

k
仔 Sa(kt[ ]) (2鄄21)

总之,在取极限时,在整个横坐标轴上曲线面积恒为定值的函数,都可用做冲激信号的定义,如

啄( t) = lim
k寅肄

k
仔 e - kt2 (2鄄22)

2郾 2郾 3摇 冲激信号与阶跃信号的关系

由于 啄( t) = 0,t 屹0,且乙肄
-肄

啄( t)dt = 1,故

乙 t

-肄
啄(子)d子 = 0, t < 0

1, t >{ 0
(2鄄23)

即 乙 t

-肄
啄(子)d子 = U( t) (2鄄24)

dU( t)
dt = 啄( t) (2鄄25)

式(2鄄24)和式(2鄄25)表明,单位阶跃信号是单位冲激信号的积分,而单位冲激信号是单位

阶跃信号的导数。 很明显,啄( t)和 U( t)均不是普通函数,因为一个普通函数从 - 肄 到 t 的积

分,应该是积分上限 t 的连续函数,而 U( t)在 t = 0 这一点明显地不连续。 同样,一个普通函数

在间断点上不存在导数。 但在以后的分析中,从物理或工程的角度来看,为了便于描述某些物

理量及简化计算,引入 啄( t)这个独特的信号后,就能够表达具有间断点的连续信号的导数了。

同样,由于 乙 t

-肄
啄(子 - t0)d子 =

0,摇 t < t0
1,摇 t > t{

0

所以 乙 t

-肄
啄(子 - t0)d子 = U( t - t0) (2鄄26)
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dU( t - t0)
dt = 啄( t - t0) (2鄄27)

式中,啄( t - t0)是集中在 t0 的面积为 1 的冲激。

2郾 2郾 4摇 冲激信号的性质

1郾 相乘筛选与积分筛选

如果信号 f( t)是一个连续的普通函数,则有

f( t)·啄( t - t0) = f( t0)啄( t - t0) (2鄄28)

上式表明,连续信号 f( t)与冲激信号相乘,只有 t = t0 时的样本值 f( t0)才对冲激信号有影响,
也即筛选出信号在 t = t0 处的函数值。 所以,这个性质称为相乘筛选特性,如图 2鄄15 所示。

图 2鄄15摇 冲激信号的筛选特性

同样条件下,对 f( t)啄( t - t0)进行积分,可得:

乙肄
-肄

f( t)啄( t - t0)dt = f( t0) (2鄄29)

式(2-29)称为积分筛选特性,利用式(2-28)很容易证明,这里从略。

揖例 2鄄8铱 摇 利用冲激信号的性质计算:

(1) 乙肄
-肄
啄 t -( )1

4
·sin(仔t)dt摇 摇 摇 摇 摇 (2) 乙3

+

0-
e-2t·鄱

肄

k = -肄
啄(t - 2k)dt

(3) 乙3
+

0+
e-2t·鄱

肄

k = -肄
啄(t - 2k)dt (4) 乙t

-肄
( t2 - 1)啄( t + 2)dt

解:根据取样特性,有

(1) 乙肄
-肄
啄 t -( )1

4
·sin(仔t)dt = sin 仔 伊( )1

4
= 2

2

(2) 乙3
+

0-
e-2t鄱

肄

k = -肄
啄(t - 2k)dt = 乙3

+

0-
[e-2t啄(t) + e-2t啄(t - 2)]dt = 1 + e- 4

(3) 乙3
+

0+
e-2t鄱

肄

k = -肄
啄(t - 2k)dt = 乙3

+

0+
e-2t啄(t - 2)dt = e- 4

(4) 乙t
-肄

( t2 - 1)啄( t + 2)dt = 乙t
-肄

[( - 2) 2 - 1]啄( t + 2)dt = 3U( t + 2)

2郾 尺度变换特性

啄(at) = 1
a 啄( t),摇 a屹0 (2鄄30)
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由尺度变换特性可得出以下推论:
啄(- t) = 啄( t),摇 摇 a = - 1 (2鄄31)

上式说明,啄( t)是一个偶函数。

啄(at + b) = 1
| a | 啄 t + bæ

è
ç

ö

ø
÷

a (2鄄32)

揖例 2鄄9铱 摇 求下列积分。

(1) 乙肄
-肄

2啄( t) sin(2t)
t dt摇 摇 (2) 乙肄

-肄
( t2 + 2t + 3)啄(1 - 2t)dt

解:(1) 原式 = 乙+肄

-肄
4啄( t) sin(2t)

2t dt = 4乙+肄

-肄
1·啄( t)dt = 4

(2) 由于 啄(1 - 2t) = 啄 - 2 t -æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

2 = 啄 2 t -æ

è
ç

ö

ø
÷[ ]1

2 = 1
2 啄 t -æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

所以 原式 = 1
2 乙

+肄

-肄
( t2 + 2t + 3)啄 t -( )1

2
dt = 1

2 ( t2 + 2t + 3)
t = 1

2

= 17
8

3郾 啄( t)的各阶导数及其性质

啄( t)的各阶导数是不能用常规方法来求的,在此不进行深入讨论,只用近似波形来说明

啄( t)的一阶导数 啄忆( t)的形成,如图 2鄄16 所示。 啄忆( t)也叫冲激偶。

图 2鄄16摇 冲激偶的形成

下面利用式(2鄄29)研究 啄( t)导数的取样性。

因为 乙肄
-肄

f( t)啄( t - 子)dt = f(子)

两边对 子 微分 n 次,得

( - 1) n乙肄
-肄

f( t)啄(n)( t - 子)dt = f(n)(子)

两边乘以(- 1) n,则有

乙肄
-肄

f( t)啄(n)( t - 子)dt = ( - 1) n f(n)(子)

令 子 = 0,有

乙肄
-肄

f( t)啄(n)( t)dt = ( - 1) n f(n)(0) (2鄄33)

令 n = 1,则摇 乙肄
-肄

f( t)啄忆( t)dt = - f 忆(0) (2鄄34)

通常称 啄( t)的一阶导数 啄忆( t)为二次冲激

(或叫冲激偶),则其二阶导数 啄义( t)称为三次冲

激。 对于冲激偶,除了式(2鄄34)表示的取样性之

外,还有以下特性:
(1) 奇函数性:由图 2鄄16 可以看出,啄忆( t) 是奇函数,所以有

乙肄
-肄

啄忆( t)dt = 0 (2鄄35)

(2) 与普通信号相乘:
f( t)啄忆( t) = f(0)啄忆( t) - f 忆(0)啄( t) (2鄄36)

揖例 2鄄10铱 摇 求以下两个信号的一阶导数。
·13·



f1( t) = cos t + 仔æ

è
ç

ö

ø
÷

4 啄( t),摇 f2( t) = (- 3t + 3)[U( t) - U( t - 1)]

解: f 忆1( t) = cos t + 仔æ

è
ç

ö

ø
÷

4 啄( t[ ]) 忆 = cos 仔æ

è
ç

ö

ø
÷

4 啄( t[ ]) 忆 = 2
2 啄忆( t)

摇 摇 摇 f 忆2( t) = d
dt{(- 3t + 3)[U( t) - U( t - 1)])}

= ( - 3t + 3) 忆[U( t) - U( t - 1)] + (- 3t + 3)[U( t) - U( t - 1)] 忆
= - 3[U( t) - U( t - 1)] + (- 3t + 3)[啄( t) - 啄( t - 1)]
= - 3[U( t) - U( t - 1)] + 3啄( t)

正如前面所讲的,啄 函数不是一般函数,而是广义函数,因此对 啄 函数进行常规的加减、微
分、积分等运算是不合理的。 但在 20 世纪 50 年代,它们严密的数学基础已由 L郾 schwartz 所提

出的广义函数建立起来。 尽管这种理论可以使 啄 函数和各种运算建立在合乎逻辑的基础上,
但从工程观点来看,直观地理解 啄 函数的意义还是十分重要的。 实际上某些理想化的物理量

已经隐藏着 啄 函数的概念。 例如以电学中经常提到的点电荷而言,其几何尺寸为零,那么其电

荷密度就是冲激函数; 另外对于作用在一个点的力,该点的压强也为冲激函数。 推广来说,如
果某物理量的分布是离散的,只存在于各个点上,那么这些点上的分布密度为无限大,而其积

分为有限值。 换句话说,离散量在各个点的分布密度都是冲激函数。

2郾 3摇 连续系统的零输入响应

在电路分析理论学习中我们知道,线性系统的全响应包括两部分,即零输入响应和零状态

响应。 当已知一个系统的微分方程、激励和初始状态时,可以通过解微分方程的方法,求出全

响应,从而得到零输入响应和零状态响应。 这种解微分方程求响应的方法叫经典时域分析法。
解微分方程的方法在高等数学和电路分析基础中已经熟悉,此处不再介绍这种经典法。 而零

输入响应是由系统的初始状态单独作用系统时所产生的响应,与激励信号无关。 因此系统的

响应往往仅指零状态响应。 在本章的时域分析方法中,重点研究零状态响应的求解方法。 零

输入响应的时域求解方法与微分方程的齐次解非常类似,比较容易理解和掌握,所以下面仅以

几个例子说明系统的零输入响应的分析方法。

揖例 2鄄11铱 摇 已知某因果系统的微分方程为

y义( t) + 5y忆( t) + 6y( t) = f( t)
初始状态 y(0 - ) = 1, y忆(0 - ) = 2。 求系统的零输入响应 yx( t)。

解:在零输入条件下,微分方程等号右端为零,变为齐次方程,即
y义( t) + 5y忆( t) + 6y( t) = 0

其特征方程为 姿2 + 5姿 + 6 = 0
特征根为 姿1 = - 2,姿2 = - 3(两不等单根),故系统的零输入响应为

yx( t) = C1e - 2t + C2e - 3t,摇 t逸0
由于输入为零,所以初始值为

yx(0 + ) = yx(0 - ) = y(0 - ) = 1
y忆x(0 + ) = y忆x(0 - ) = y忆(0 - ) = 2
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将 yx(0 + ) = 1,y忆x(0 + ) = 2 代入 yx( t)中,有
yx(0 + ) = C1 + C2 = 1

y忆x(0 + ) = - 2C1 - 3C2 = 2
联立上面两式,得 C1 = 5,C2 = - 4。 因此,该系统的零输入响应为

yx( t) = 5e - 2t - 4e - 3t,摇 t逸0

揖例 2鄄12铱 摇 如图 2鄄17 所示 RLC 电路。 已知 iL(0 - ) = 1A,uC(0 - ) = 10V,求电流 i( t)的
零输入响应 ix( t)。

图 2鄄17摇 例 2鄄12 的图

解:要求系统的响应,先必须建立系统的数学模型,即
列写描述输入、输出关系的微分方程。

由 KVL 得摇 Ri( t) + L di( t)
dt + 1

C 乙
t

-肄
i(子)d子 = f( t)

两边取微分并将 R,L,C 的值代入整理得

i义( t) + 2i忆( t) + i( t) = f 忆( t)
系统的特征方程为 姿2 + 2姿 + 1 = 0

特征根为 姿1 = 姿2 = - 1(两重根),所以该系统的零输入响应为

ix( t) = (C1 + C2 t)e - t,摇 t逸0
要求出系数 C1 和 C2,需要两个初始条件 ix (0 + )和 i忆x(0 + )。 已知 ix (0 + ) = ix (0 - ) =

iL(0 - ) = 1A,还要求出 i忆x(0 + )。 由 t = 0 + 时求出电感两端的电压 uL(0 + ) = - 12V,所以

i忆x(0 + ) = uL(0 + ) / L = - 12A / s
将 ix(0 + ) = 1A,i忆x(0 + ) = - 12A / s 代入 ix( t)中,得

ix(0 + ) = C1 = 1,摇 i忆x(0 + ) = - C1 + C2 = - 12

解得 C1 = 1,C2 = - 11,所以,电流 i( t)的零输入响应为

ix( t) = (1 - 11t)e - t,摇 t逸0

2郾 4摇 冲激响应和阶跃响应

图 2鄄18摇 冲激响应和阶跃响应

系统的冲激响应定义为:在冲激信号激励下系统所产生

的零状态响应。 这个定义说明,冲激响应包含两个含义,一是

激励是冲激信号,二是初始状态为零。 系统的冲激响应用

h( t)来表示。 图 2鄄18 说明了 h( t)的产生条件。
从冲激响应的定义可知,对于不同的系统,就有不同的冲

激响应,可见冲激响应 h( t)也可以表征系统的特性。 所以,
通常将系统的 h( t)叫做系统的时间特性,即意味着不同的 h( t),系统的特征不同,它在系统分

析中占有很重要的地位。
与冲激响应 h( t)的定义类似,系统在阶跃信号激励下产生的零状态响应称为阶跃响应,

用 g( t)表示,如图 2鄄18 所示。
考虑到 啄( t)信号与 U( t)信号之间存在微分与积分关系,因而对 LTI 系统的 h( t)和 g( t)

也同样存在微分与积分的关系,即
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h( t) = dg( t)
dt (2鄄37)

g( t) = 乙t
-肄

h(子)d子 (2鄄38)

下面主要研究如何求得因果系统的冲激响应 h( t)。
对于由式(1鄄4)所描述的因果系统,根据定义,它的冲激响应 h( t)应满足微分方程

摇 h(n)( t) + an - 1h(n - 1)( t) +… + a1h忆( t) + a0h( t)
= bm啄(m)( t) + bm - 1啄(m - 1)( t) +… + b1啄忆( t) + b0啄( t) (2鄄39)

初始状态 h( i)(0 - ) = 0( i = 0,1,…,n - 1)。 由于 啄( t)及其各阶导数在 t逸0 + 时都等于零,因此

式(2鄄39)右端各项在 t逸0 + 时恒等于零,这时式(2鄄39)成为齐次方程,这样冲激响应 h( t)的形

式应与齐次解的形式相同。 在 n >m 时,h( t)可以表示为

h( t) = (鄱
n

i = 1
C ie姿i t)U( t)摇 (特征单根情形) (2鄄40)

式中,待定系数 C i( i = 1,2,…,n)可以采用冲激平衡法确定,即将式(2鄄40)代入式(2鄄39)中,
为保持系统对应的动态方程式恒等,方程式两边所具有的冲激信号及其各阶导数相等。 在

n臆m时,要使方程两边所具有的冲激信号及其各阶导数相等,则 h( t)的表达式中还应含有

啄( t) 及其各阶导数 啄(m - n)( t),啄(m - n - 1)( t),…,啄忆( t)等项。 下面举例说明冲激响应的求解。

揖例 2鄄13铱 摇 已知某因果系统的微分方程为

y忆( t) + 2y( t) = f( t)
求该系统的冲激响应 h( t)。

解:特征方程为 姿 + 2 = 0,特征根为 姿 = - 2
所以 h( t) = Ce - 2tU( t)摇 摇 (U( t)表示取 t逸0 + ) 淤
将式淤代入 h( t)的微分方程中有

- 2Ce - 2tU( t) + Ce - 2t啄( t) + 2Ce - 2tU( t) = 啄( t)
为了保持方程恒等,利用冲激平衡法,则有 C = 1。 所以 h( t) = e - 2tU( t)

揖例 2鄄14铱 摇 某 LTI 系统如图 2鄄19 所示,求该系统的冲激响应。

图 2鄄19摇 例 2鄄14 的系统框图

解:我们在第 1 章的例 1鄄4 中已经求得该系统的微分方程为

y义( t) + 3y忆( t) + 2y( t) = - f 忆( t) + 2f( t)
对 h( t),微分方程为 h义( t) + 3h忆( t) + 2h( t) = - 啄忆( t) + 2啄( t)
特征方程为 姿2 + 3姿 + 2 = 0,特征根为 姿1 = - 1,姿2 = - 2
所以 h( t) = (C1e - t + C2e - 2t)U( t)
将上式微分得摇 摇 h忆( t) = (- C1e - t - 2C2e - 2t)U( t) + (C1 + C2)啄( t)
再微分一次得摇 摇 h义( t) = (C1e - t + 4C2e - 2t)U( t) + (- C1 - 2C2)啄( t) + (C1 + C2)啄忆( t)
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将 h义( t),h忆( t)和 h( t)代入 h( t)的微分方程中得

摇 摇 摇 (C1e - t + 4C2e - 2t)U( t) + (- C1 - 2C2)啄( t) + (C1 + C2)啄忆( t) +
摇 摇 摇 3(- C1e - t - 2C2e - 2t)U( t) + 3(C1 + C2)啄( t) + 2(C1e - t + C2e - 2t)U( t)
摇 摇 = - 啄忆( t) + 2啄( t)

为了使方程平衡,利用冲激平衡法,则有

- C1 - 2C2 + 3(C1 + C2) = 2
C1 + C2

{ = - 1
解得摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 C1 = 3,摇 C2 = - 4
所以摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 h( t) = (3e - t - 4e - 2t)U( t)

揖例 2鄄15铱 摇 如图 2鄄20 所示 RC 电路,已知 uC(0 - ) = 0,以电流 i( t)为响应,求系统的冲激

响应。

图 2鄄20摇 例 2鄄15 的图

解:由 KVL 写出 f( t)与 i( t)之间关系的方程为

1
2 i( t) + 1

2 乙
t

-肄
i(子)d子 = f( t )

两边微分并整理得摇 摇 i忆( t) + i( t) = 2f 忆( t)
对冲激响应 h( t)有

h忆( t) + h( t) = 2啄忆( t),摇 h(0 - ) = 0 淤
从式淤可知,要使方程两端恒等,h( t)中必然含有冲激信号 啄( t)项,易知特征根为 - 1,故设:

h( t) = C1e - tU( t) + C2啄( t)
将其代入 h( t)的方程中有

- C1e - tU( t) + C1啄( t) + C2啄忆( t) + C1e - tU( t) + C2啄( t) = 2啄忆( t)

根据冲激平衡法有
C1 + C2 = 0
C2

{ = 2
解得 C1 = - 2,C2 = 2,所以系统的冲激响应为

h( t) = - 2e - tU( t) + 2啄( t)

2郾 5摇 连续系统的零状态响应———卷积积分

卷积积分在信号与系统理论中占有重要地位。 本节介绍的卷积积分是连续系统时域分析

中求解系统零状态响应的主要方法。

2郾 5郾 1摇 卷积积分

任意信号 f( t)都可以根据不同需要进行不同的分解。 如信号 f( t)可分解为直流分量和交

流分量,也可分解为奇分量和偶分量,或分解为实部分量和虚部分量。 我们在此讨论的是将信

号 f( t)分解为冲激信号的线性组合。 下面以图 2鄄21 为例说明这种分解方法。
由图 2鄄21(a)可见,任意信号 f( t)都可分解为矩形窄脉冲信号的叠加,即

f( t)抑f1( t) + f2( t) +… + fk( t) +… (2鄄41)
式中摇 f1( t) = f(0)[U( t) - U( t - 驻子)]
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图 2鄄21摇 有始信号分解为冲激信号的叠加

f2( t) = f(驻子)[U( t - 驻子) - U( t - 2驻子)]
摇 左
fk( t) = f(k驻子)[U( t - k驻子) - U( t - (k + 1)驻子)]
摇 左

用求和式表示为摇 摇 摇 f( t)抑 鄱
肄

k = 0
f(k驻子)[U( t - k驻子) - U( t - (k + 1)驻子)] (2鄄42)

当 寅驻子 0 时,上式就可以完全表示信号 f( t)了。 这时 k 寅驻子 子, 寅驻子 d子,且有

U( t - k驻子) - U( t - (k + 1)驻子) 寅驻子 啄( t - 子)

所以 f( t) = lim
驻子寅0

鄱
肄

k = 0
f(k驻子)啄( t - k驻子)驻子

= 乙肄
0
f(子)啄( t - 子)d子 (2鄄43)

式(2鄄43)表明任意信号 f(t)可以分解为一系列具有不同强度、不同时延的冲激信号的叠加,如
图 2鄄21(b)所示。 当式(2鄄43)中 k 取 -肄 ~肄,即信号 f(t)是双边信号时, f(t)可表示为

f( t) = 乙肄
-肄

f(子)啄( t - 子)d子 (2鄄44)

将信号 f( t)分解为冲激信号的线性组合之后,我们就可以讨论当信号 f( t)通过一个 LTI
系统时产生的零状态响应了。

设 啄( t 寅) h( t),由式(2鄄43)及 LTI 系统的特性有

f(k驻子)啄( t - k驻子) 寅驻子 f(k驻子)h( t - k驻子)驻子

当 寅驻子 0 时有 f( t 寅) 乙肄
-肄

f(子)h( t - 子)d子

即 f( t)产生的零状态响应为

yf( t) =乙肄
-肄

f(子)h( t - 子)d子 (2鄄45)

上式中的积分称为 f( t)与 h( t)的卷积积分,简称卷积,记为 f( t)*h( t),即:

f( t)*h( t) 勖 乙肄
-肄

f(子)h( t - 子)d子

于是,式(2 - 45)可表示为:
yf( t) = f( t)*h( t)

因此,LTI 连续时间系统的零状态响应为激励信号 f( t)与系统单位冲激响应 h( t)的卷积积分。
利用卷积积分求零状态响应是连续系统时域分析中的主要方法。

卷积积分运算可以推广到任意两个信号上。 一般地,任意两个信号 f1( t)和 f2( t)的卷积

积分记为:
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f1( t)*f2( t) 勖 乙肄
-肄

f1(子) f2( t - 子)d子

揖例 2鄄16铱 摇 已知某 LTI 系统的冲激响应 h(t) = e - tU(t)。 若输入为 f(t) =U(t),试求其输出。
解:这里的输出指零状态响应 yf( t)。

yf( t) = f( t)*h( t) = 乙肄
-肄

f(子)h( t - 子)d子

= 乙肄
-肄

U(子)e -( t -子)U( t - 子)d

詤詤

子
t > 0乙t

0
e -t·e子d 詤詤子

t > 0
e -t乙t

0
e子d 詤詤子

t > 0
(e -t·e子 t

0
)U( t)

= (1 - e -t)U( t)
这里计算卷积积分时,考虑到 U( t)的定义,所以 U(子)中的 子 必取 子 > 0,U( t - 子)中的 子

必取 子 < t,这样 子 的取值范围就是 0 < 子 < t,且t > 0,故加写 U( t)。

揖例 2鄄17铱 摇 已知 f1( t) = e - 3tU( t), f2( t) = e - 5tU( t),计算 f1( t)*f2( t)。
解:根据卷积积分定义,有

f1( t)*f2( t) = 乙肄
-肄

e -3子U(子)·e -5( t -子)U( t - 子)d

詤詤

子
t > 0乙t

0
e -3子·e -5( t -子)d子 = 1

2 (e -3t - e -5t)U( t)

2郾 5郾 2摇 卷积积分的图解法

卷积积分除了用定义直接计算之外,还可以用图解的方法计算,更能直观地理解卷积积分

的计算过程。
由卷积积分的定义知,要用图解法计算卷积积分 f( t)*h( t),一般按照下面的步骤进行:
(1) 将 f( t)和 h(子)的自变量 寅t 子。
(2) 反折,将 h(子)绕纵坐标反折得 h(- 子)。
(3) 时移,将 h(- 子)沿 子 轴移动某一时刻 t1 得 h( t1 - 子)。
(4) 相乘,将时移后的 h( t1 - 子)乘以 f(子)得 f(子)h( t1 - 子)。

(5) 积分,沿 子 轴对上述乘积信号 f(子)h( t1 - 子)积分,即 yf( t1) = 乙肄
-肄

f(子)h( t1 - 子)d子 ,其

值 yf( t1)正是 t1 时刻 f(子)h( t1 - 子)曲线下的面积。
(6) 以 t 为变量,将波形 h( t - 子)连续地沿 子 轴平移,从而得到在任意时刻 t 的卷积积分,

即 f( t)*h( t) = 乙肄
-肄

f(子)h( t - 子)d子 ,它是时间 t 的函数。

揖例 2鄄18铱 摇 已知 f1( t)和 f2( t)如图 2鄄22 所示,用图解法求 f1( t)*f2( t)。

图 2鄄22摇 例 2-18 中 f1( t)和 f2( t)的波形

解:当 t 从 - 肄向 + 肄改变时, f2( t - 子)自左向右平

移,对应不同的 t 值范围, f2( t - 子)与 f1(子)相乘、积分的

结果如下,相应的波形如图 2鄄23 所示。
(1) t < 0, f1(子)·f2( t - 子) = 0, f1( t)*f2( t) = 0。
(2) 0 < t < 3,积分区间为公共非零区间(0,t)。

f1( t)*f2( t) = 乙t
0
1 伊 1

4 ( t - 子)d子 = t
4 ·子

t

0
- 1

8 子2
t

0
= 1

4 t2 - 1
8 t2 = 1

8 t2

·73·



图 2鄄23摇 例 2鄄18 的波形

(3) 3 < t < 4, f1( t)*f2( t) = 乙3
0

1
4 ( t - 子)d子 = 3

4 t - 9
8

(4) 4 < t < 7, f1(t)*f2(t) = 乙3
t -4

1
4 (t - 子)d子 = 1

4 t·子
3

t -4
- 1

8 子2
3

t -4
= 1

8 ( - t2 + 6t + 7)

摇 摇 (5) t > 7, f1( t)*f2( t) = 0。

所以 f1( t)*f2( t) =

0, t < 0
1
8 t2, 0 < t < 3

3
4 t - 9

8 , 3 < t < 4

1
8 ( - t2 + 6t + 7), 4 < t < 7

0, t

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï > 7

通过上例分析,可以得到如下结论:
(1) 积分上下限是两信号重叠部分的边界,下限为两信号左边界的最大者,上限为两信号

右边界的最小者。
(2) 卷积后信号的时限等于两信号时限之和。

揖例 2鄄19铱 摇 求 y( t) = g子1( t)*g子1( t)。
解:分别画出不同时刻 t 两个时间信号相重叠的波形如图 2鄄24 所示,分别对不同的时刻 t

的区间做卷积运算,可最终求得 y( t)。

图 2鄄24摇 例 2鄄19 的波形
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(1) - 肄 < t < - 子1, y( t) = 0,如图 2鄄24(b)所示。

(2) - 子1 < t < 0, y( t) = 乙 t +
子1
2

-
子1
2

1d子 = 子
t +

子1
2

-
子1
2

= t + 子1 ,如图 2鄄24(c)所示。

(3) 0 < t < 子1, y( t) = 乙
子1
2

t -
子1
2

1d子 = 子1 - t ,如图 2鄄24(d)所示。

(4) t > 子1, y( t) = 0。

所以 y( t) =

0, 摇 - 肄 < t < - 子1

t + 子1, 摇 - 子1 < t < 0
子1 - t, 摇 0 < t < 子1

0, 摇 t > 子

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

1

y( t)的波形如图 2鄄24(e)所示。 可见,两个门宽相等的门信号卷积,得到一个三角脉冲信号。

2郾 5郾 3摇 卷积积分的性质

卷积积分是一种数学运算,它有一些重要的运算规则。 灵活运用这些规则可以简化计

算过程。

1郾 卷积积分的代数律

(1) 交换律

f1( t)*f2( t) = f2( t)*f1( t) (2鄄46)

证明:因为 f1( t)*f2( t) = 乙肄
-肄

f1(子)·f2( t - 子)d子

令 姿 = t - 子,则有摇 摇 摇 摇 f1( t)*f2( t) = 乙肄
-肄

f1( t - 姿) f2(姿)d姿 = f2( t)*f1( t)

若将 f1( t)看成系统的激励,而将 f2( t)看成一个系统的单位冲激响应,则卷积的结果就是

该系统对 f1( t)的零状态响应。 卷积的交换律说明,也可将 f2( t)看成系统的激励,而将 f1( t)看
成系统的单位冲激响应,即图 2鄄25(a)和(b)两个系统的零状态响应是一样的。

图 2鄄25摇 卷积交换律的图示

从图 2鄄25 可见,信号可由系统来实现,系统也可用信号来模拟。
(2) 结合律

[ f1( t)*f2( t)]*f3( t) = f1( t)*[ f2( t)*f3( t)] (2鄄47)
这里包含两次卷积运算,是一个二重积分,只要改换积分次序即可证明此定律。

证明:摇 [ f1( t)*f2( t)]*f3( t) = 乙肄
-肄
乙肄

-肄
f1(姿) f2(子 - 姿)d[ ]姿 f3( t - 子)d子

= 乙肄
-肄

f1(姿) 乙肄
-肄

f2(子 - 姿) f3( t - 子)d[ ]子 d姿

= 乙肄
-肄

f1(姿) 乙肄
-肄

f2(子) f3( t - 子 - 姿)d[ ]子 d姿

= f1( t)*[ f2( t)*f3( t)]
= f1( t)*[ f3( t)*f2( t)]
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