
 

 

第 6 章  数理统计的基本概念 

6.1  知 识 要 点 

6.1.1  总体与样本 

研究对象的全体称为总体，总体中的每个成员（或元素）称为个体；一个总体对应一个

随机变量 X ， X 的分布函数和数字特征也称为总体的分布函数和数字特征. 从总体中抽取若

干个成员，这些成员称为总体的一个样本；成员个数称为样本容量．设总体 X 的分布函数为

( )F x ，若样本 1 2, , , nX X X 相互独立，且它们具有相同的分布函数 ( )F x ，则称 1 2, , , nX X X 为

来自总体 X 的简单随机样本，简称样本． 

6.1.2  统计量与抽样分布  

设 1 2, , , nX X X 为来自总体 X 的一个样本，其观测值为 1 2, , , nx x x ， 1 2( , , , )ng x x x 为

1 2, , , nx x x 的函数，若 1 2( , , , )ng x x x 不含有任何未知参数，则 1 2( , , , )ng X X X 称为样本

1 2, , , nX X X 的统计量，统计量的分布称为抽样分布. 

6.1.3  一些常用的统计量 

（1）样本均值：
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ； 

（2）样本方差：
22 2 2

1 1

1 1 ( )    
1 1

n n

i i
i i

S X X X nX
n n= =

⎛ ⎞
= − = −⎜ ⎟

− − ⎝ ⎠
∑ ∑ ； 

（3）样本标准差： 2

1

1 ( )  
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ ； 

（4）样本 k 阶原点矩：
1

1 , 1,2,...
n

k
k i

i

A X k
n =

= =∑ ； 

（5）样本 k 阶中心矩：
1

1 ,  2,3,
n

k
k i

i

B X X k
n =

= − =∑（ ） . 

6.1.4  经验分布函数 

设 1 2, , nX X X 是总体 X 的一个样本，经验分布函数 ( )nF x 定义为 

1

1( ) ( )
n

n i
i

F x I X x
n =

= ∑ ≤ ， x−∞ < < +∞ . 

若已知样本的观测值，则可以很容易地得到经验分布函数 ( )nF x 的观测值 .例如，设
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1 2, , nx x x 是总体 X 的一个样本值，从小到大排列后，记为 (1) ( ), , nx x ，则经验分布函数 ( )nF x

的观测值为 

(1)

( ) ( 1)

( )

0, ,

( ) , , 1, 2, , 1,

1, .

n k k

n

x x
kF x x x x k n
n

x x

+

<⎧
⎪⎪= < = −⎨
⎪
⎪⎩

≤

≥

 

格里汶科定理：当 n→∞时， ( )nF x 以概率 1 一致收敛于分布函数 ( )F x ，即 

lim sup ( ) ( ) 0 1nn x
P F x F x

→∞ −∞< <+∞

⎧ ⎫
− = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
． 

*6.1.5  顺序统计量

 

设 1 2, , , nX X X 为来自总体 X 的一个样本，记 

(1) 1 2min{ , , , }nX X X X= ， ( ) 1 2max{ , , , }n nX X X X=  

则 (1)X 和 ( )nX 分别称为样本的最小顺序统计量和最大顺序统计量．设总体 X 的分布函数为

( )F x ，则 (1)X 和 ( )nX 的分布函数分别为 

1( ) 1 [1 ( )]nF x F x= − − ， ( ) ( )n
nF x F x= ． 

若总体 X 的密度函数为 ( )f x ，则 (1)X 和 ( )nX 的概率密度函数分别为 

1
1( ) [1 ( )] ( )nf x n F x f x−= − ， 1( ) ( ) ( )n

nf x nF x f x−= . 

6.1.6  2χ 分布 

设 1 2, ,..., nX X X 相互独立且都服从标准正态分布 (0,1)N ，称 2 2

1

n

i
i

Xχ
=

=∑ 服从自由度为 n的

χ 2 分布，记为 2 2~ ( )nχ χ ． 2 ( )nχ 分布的密度函数 ( )f y 的图像如图 6.1 所示． 

 

图 6.1  密度函数 

2χ 分布的性质： 

（1）若 2 2
1 ~ ( )mχ χ ， 2 2

2 ~ ( )nχ χ ，且 2
1χ 与 2

2χ 相互独立，则 2 2 2
1 2 ~ ( )m nχ χ χ+ + ； 

（2）若 2 2~ ( )nχ χ ，则 2( )E nχ = ， 2( ) 2D nχ = ． 
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6.1.7  t 分布 

设 X 与Y相互独立， ~ (0,1)X N ， 2~ ( )Y nχ ，称
Xt
Y n

= 服从自由度为 n的 t 分布，记

为 ~ ( )t t n ． ( )t n 分布的密度函数 ( )h t 如图 6.2 所示． 

 

图 6.2  密度函数 

t分布的性质： 
（1）t分布的概率密度曲线 ( )h t 的图像关于直线 0t = 对称，即 ( )h t 为偶函数； 

（2）
2

21lim ( ) e
2π

t

n
h t

−

→∞
= ，故当 n足够大时，t分布近似于标准正态分布 (0,1)N ； 

（3） [ ( )] 0E t n = ， [ ( )] ( 2)
2
nD t n n
n

= >
−

． 

6.1.8  F 分布 

设 X 与Y相互独立，且 2~ ( )X mχ ， 2~ ( )Y nχ ，称
X mF
Y n

= 服从自由度为 ( , )m n 的 F 分

布，记为 ~ ( , )F F m n ． ( , )F m n 分布的密度函数 ( )f y 如图 6.3 所示． 

 

图 6.3  密度函数 

F分布的性质： 

（1）若 ~ ( , )F F m n ，则
1 ~ ( , )F n m
F

； 

（2）若 ~ ( )T t n ，则 2 ~ (1, )T F n ． 
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6.1.9  上α 分位点 

我们曾在 2.1.6 节给出了连续型随机变量分布的上α 分位点的概念，这里我们给出几个具

体连续型分布的上α 分位点. 
若 ~ (0 ,1)X N ， zα 满足 

{ } 1 ( ) ( )d
z

P X z z x x
α

α αΦ φ
+∞

> = − = ∫ ， 

则称 zα 为 (0 ,1)N 的上α 分位点． 
类似地，可以定义 2 ( )nχ 分布的上α 分位点 2 ( )nαχ ，t分布的上α 分位点 ( )t nα ， ( , )F m n 分

布的上α 分位点 ( , )F m nα 等．可以证明 

1z zα α− = − ， 1 ( ) ( )t n t nα α− = − ， 1
1( , )

( , )
F n m

F m nα
α

− = . 

6.1.10  正态总体的样本均值与样本方差的分布 

性质 1（单总体情形）：设 1 2, , nX X X 为来自正态总体 2(  , )N μ σ X 的一个样本， X 和

2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ 分别是样本均值和样本方差，则有 

（1） ( )E X μ= ，
2

( )D X
n
σ

= ，且
2

~ , σX N μ
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，即 ~ (0,1)X N
n
μ

σ
−

； 

（2）
2

2
2

( 1) ~ 1)n S nχ
σ
−

−（ ； 

（3） X 与 2S 相互独立，且 ~ ( 1)X μ t n
S n
−

− ． 

性质 2（双总体情形）：设 2
1 1~ ( , )X N μ σ ， 2

2 2~ ( , )Y N μ σ ，且 X 与Y独立， 1 2, , , mX X X
和 1 2, , , nY Y Y 分别为来自 X 与 Y 的样本， ,X Y 分别是这两个样本的样本均值，

2 2
1

1

1 ( )
1

m

i
i

S X X
m =

= −
− ∑ ， 2 2

2
1

1 ( )
1

n

i
i

S Y Y
n =

= −
− ∑ 分别是这两个样本的样本方差，则有 

（1） 1 2
2 2
1 2

( ) ~ (0,1)X Y N

m n

μ μ

σ σ

− − −

+

（ ）
； 

（2）
2 2
1 1
2 2
2 2

~ 1, 1)S F m n
S

σ
σ

− −（ ； 

（3）当 2 2 2
1 2σ σ σ= = 时，则有 

1 2 ~ ( 2)
1 1

X Y t m n
S

m nω

μ μ− − −
+ −

+

（ ）（ ）
， 

其中
2 2
1 2( 1) ( 1)

( 2)
m S n SS

m nω
− + −

=
+ −

. 
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6.1.11  几个常用的结论 

（1）记总体 X 的 k阶矩 ( )k kE X μ= ， g为连续函数，则当 n→∞时，有 

1

1 1,2,...
n

Pk
k i k

i

A X k
n

μ
=

= ⎯⎯→ =∑ ， ， 

1 2 1 2( , , ) ( , , ) 1,2,...P
k kg A A A g kμ μ μ⎯⎯→ =， . 

（2）设总体 X 的均值为 μ ，方差为 2σ ， 1 2, , nX X X 是来自总体 X 的一个样本，  X ，

2 2

1

1 ( )
n

n i
i

S X X
n =

= −∑ 以及 2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ 分别是样本均值、样本方差和修正的样本方

差，则有 

( )E X μ= ，
2

( )D X
n
σ

= ， 2 21( )n
nE S
n

σ−
= ， 2 2( )E S σ= . 

6.2  典型例题分析 

6.2.1  题型一：统计量与抽样分布问题 

例 6.2.1  设 1 2, , , nX X X 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本，其中 2,μ σ 为未知参数，

X 和 2S 分别为样本均值和样本方差，则下列表达式为统计量的是（   ）. 

（A） 1 1 2max{ , , , }nT X X X=       （B） 2
( )n XT μ
σ
−

=  

（C）
2

3 2
( 1)n ST

σ
−

=                （D） 4 ( )T X E X= −  

解  注意到 ( )E X μ= ，即 2 4, ,T T T3 中都含有未知参数，因此 2 4, ,T T T3 均不是统计量．故答

案选 A. 
例 6.2.2  【2002（3）】设随机变量 X 和Y都服从标准正态分布，则（   ）. 
（A） X Y+ 服从正态分布         （B） 2 2X Y+ 服从 2χ 分布 
（C） 2X 和 2Y 服从 2χ 分布       （D） 2 2X Y 服从 F 分布 

解  答案选 C．由于随机变量 X 和Y不一定相互独立，因此选项 B 和 D 错误；选项 A 具

有一定的迷惑性，需要注意的是，有限个相互独立的正态随机变量的线性组合仍服从正态分

布．这里 X 和 Y 不一定相互独立，因此 X Y+ 不一定服从正态分布．例如取 Y X= − ，则

{ 0} 1P X Y+ = = ，此时 X Y+ 服从退化分布. 

例 6.2.3  设 1 2 1, , , ,n nX X X X + 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本, 且
1

1 n

i
i

X X
n =

= ∑ ，

2 2

1

1 ( )
1

n

i
i

S X X
n =

= −
− ∑ ，试讨论统计量 1

1
nX X nT
S n

+ −
=

+
的分布. 

解  由题意， 1naX bX ++ 服从期望为 ( )a b μ+ ，方差为
2

2 2a b
n

σ
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

的正态分布．取 1a = − ，
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1b = ，则 2
1 ~ 0,

1n
nX X N
n

σ+
⎛ ⎞− + ⎜ ⎟+⎝ ⎠

，即有 

1 ~ (0,1)
1

nX X n N
nσ

+ −
+

 

而 
2

2
2

( 1) ~ 1)n S nχ
σ
−

−（  

且 1nX X +， 均与 2S 相互独立，因此 1

1
nX X n

nσ
+ −

+
与

2

2
( 1)n S

σ
−

相互独立，故 

1

1
2

2

1 ~ ( 1)
1 ( 1)

( 1)

n

n

X X n
X X n nT t n
S n n S

n

σ

σ

+

+

−
− += = −

+ −
−

 

例 6.2.4  设 1 2, , , nX X X 为来自总体 ~ (0,1)X N 的一个样本, 且 X 和 2S 分别为样本均

值和样本方差，试讨论统计量 2 2( ) ( 1)n X n S+ − 的分布. 

解  由于
1~ 0,X N
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，因此 2 2( ) ~ (1)n X χ .又因为 

2
2

2
( 1) ~ 1)n S nχ

σ
−

−（ ， 

且 X 与 2S 相互独立，因此 2( )n X 与
2

2
( 1)n S

σ
−

相互独立，由 2χ 分布的可加性知 

2 2 2( ) ( 1) ~ ( )n X n S nχ+ − . 

例 6.2.5  设 1 2 1, , , , , ,m m m nX X X X X+ + 为来自总体 2~ (0, )X N σ 的一个容量为m n+ 的

样本，试讨论统计量
2 2 2
1 2

2 2 2
1 2

m

m m m n

X X Xn
m X X X+ + +

+ + +
⋅

+ + +
的分布. 

解  由于 1 2 1, , , , , ,m m m nX X X X X+ + 均服从正态分布 2(0, )N σ ，因此 

~ (0,1), 1, 2, 3, ,iX N i m n
σ

= + . 

又因为 1 2 1, , , , , ,m m m nX X X X X+ + 相互独立，故 
2 2 2

21 2
2 ~ ( )mX X X

mχ
σ

+ + +
，

2 2 2
21 2

2 ~ ( )m m m nX X X
nχ

σ
+ + ++ + +

， 

且
2 2 2
1 2

2
mX X X

σ
+ + +

与
2 2 2

1 2
2

m m m nX X X
σ

+ + ++ + +
相互独立．根据 F 分布的定义， 

2 2 2
1 2

2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 2 2
1 2 1 2

2

~ ( , )
m

m

m m m n m m m n

X X X
X X Xn m F m n

m X X X X X X
n

σ

σ
+ + + + + +

+ + +
+ + +

⋅ =
+ + + + + +

. 
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6.2.2  题型二：概率的计算问题 

例 6.2.6  设 1 2 5, , ,X X X 为来自总体 X 的一个样本，且 X 服从 (0,1)上的均匀分布，试

求：（1） (5){ 0.5}P X > ；（2） (1){ 0.5}P X > . 

解 （1） (5) (5){ 0.5} 1 { 0.5}P X P X> = − ≤  

                    1 2 51 { 0.5} { 0.5} { 0.5}P X P X P X= − ≤ ≤ ≤       

                    

50.55

0
1 ( { 0.5}) 1 1d 1 0.0313 0.9687P X x⎛ ⎞= − = − ≈ − ≈⎜ ⎟

⎝ ⎠∫≤ . 

（2） (1) 1 2 5{ 0.5} ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5)P X P X P X P X> = > > >  

               5 5( { 0.5}) [1 { 0.5}] 0.0313P X P X= > = − ≈≤ . 
例 6.2.7  现从总体 (10,4)N 中分别抽取样本容量为 16 和 20 的两个样本，试求两样本均

值差的绝对值大于 0.5 的概率． 
解  令 X 和Y分别表示容量为 16 和 20 的两个样本的样本均值，则 

4~ 10,
16

X N ⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
4~ 10,

20
Y N ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

从而
4 4~ 0,

16 20
X Y N ⎛ ⎞− +⎜ ⎟

⎝ ⎠
，即 ~ (0, 0.45)X Y N− ．因此 

| | 0.5 0.5{ | | 0.5} 2 2Φ
0.45 0.45 0.45

2 2 (0.745) 0.453.

X YP X Y P
⎧ ⎫− ⎛ ⎞⎪ ⎪− > = > = −⎨ ⎬ ⎜ ⎟
⎪ ⎪ ⎝ ⎠⎩ ⎭

≈ − Φ ≈

 

6.2.3  题型三：随机变量的数字特征问题 

例 6.2.8 【2003（3）】设总体 2
1~ ( , )X N μ σ ， 2

2~ ( , )Y N μ σ ， 1 2, , , mX X X 和 1 2, , , nY Y Y

分别为来自总体 X 和 Y 的简单随机样本，则 2 2

1 1

1 ( ) ( )
2

m n

i j
i j

E X X Y Y
m n = =

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑
 

______________． 
解  由于 

2
2

2
1

( )
~ ( 1)

m
i

i

X X
mχ

σ=

−
−∑ ，

2
2

2
1

( )
~ ( 1)

n
j

j

Y Y
nχ

σ=

−
−∑ ， 

因此 

2

2
1

( )
1

m
i

i

X X
E m

σ=

⎛ ⎞−
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，

2

2
1

( )
1

n
j

j

Y Y
E n

σ=

⎛ ⎞−
⎜ ⎟ = −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ． 

从而 

2 2

1

( ) ( 1)
m

i
i

E X X m σ
=

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ， 2 2

1

( ) ( 1)
n

j
j

E Y Y n σ
=

⎛ ⎞
− = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ， 
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故 

2 2 2

1 1

1 ( ) ( )
2

m n

i j
i j

E X X Y Y
m n

σ
= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
− + − =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟+ −⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

∑ ∑ ． 

例 6.2.9  设总体 X 的分布函数为 ( )F x ，经验分布函数为 ( )nF x ，试证明 

[ ( )] ( )nE F x F x= ，
1[ ( )] ( )[1 ( )]nD F x F x F x
n

= − ． 

证  记 ( )i iY I X x= ≤ ，由于 

( ) 1 { } 0 { } ( )i i iE Y P X x P X x F x= × + × > =≤ ， 

因此 

1 1

1 1[ ( )] ( ) ( ) ( )
n n

n i
i i

E F x E Y F x F x
n n= =

= = =∑ ∑ ． 

又因为 
2 2 2( ) 1 { } 0 { } ( )i i iE Y P X x P X x F x= × + × > =≤ ， 

2 2 2( ) ( ) [ ( )] ( ) ( ) ( )[1 ( )]i i iD Y E Y E Y F x F x F x F x= − = − = − ， 

因此  

2
1

1 1[ ( )] ( ) ( )[1 ( )]
n

n i
i

D F x D Y F x F x
nn =

= = −∑ ． 

6.2.4  题型四：常数的求解问题 

例 6.2.10  设 1 2 3 4, , ,X X X X 为来自总体 ~ (1, 4)X N 的样本，已知 2
1 2( )a X X− +  

2
3 4( 2 )b X X c− + 服从自由度为 n的 2χ 分布，其中 ,a b均为不等于 0 的常数，试求常数 , ,a b c以

及自由度 n的值. 

解  由于 1 2 3 4, , ,X X X X 相互独立且服从正态分布 (1, 4)N ，因此 1 2X X− 和 3 42X X c− + 服

从正态分布．其期望和方差分别为 

1 2( ) 0E X X− = ， 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 8D X X D X D X− = + = ， 

3 4( 2 ) 1E X X c c− + = − ， 3 4 3 4( 2 ) ( ) 4 ( ) 20D X X c D X D X− + = + = ， 

故 

1 2 ~ (0,1)
2 2
X X N−

，   3 42 ~ ( 1,1)
2 5

X X c N c− +
− ． 

又因为 1 2

2 2
X X−

和 3 42
2 5

X X c− +
相互独立，根据 2χ 分布的定义可知 1c = ，且 

22
2 2 23 41 2

1 2 3 4
2 1 1( ) ( 2 1) ~ (2)

8 202 2 2 5
X X cX X X X X X χ

− +− ⎛ ⎞⎛ ⎞ + = − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

. 

而由题设， 2 2
1 2 3 4( ) ( 2 )a X X b X X c− + − + 服从 2 ( )nχ 分布，因此

1
8

a = ，
1
20

b = ，c=1， 2n = . 
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6.2.5  题型五：经验分布函数的求解 
例 6.2.11  设 4,2,8,6,8,4,8,9为来自总体 X 的样本观测值，试求 X 的经验分布函数． 
解  将各个观测值从小到大排列，得 2,4,4,6,8,8,8,9，因此经验分布函数为 

8

0, 2,

1 , 2 4,
8
3 , 4 6,
8( )
1 , 6 8,
2
7 , 8 9,
8

1, 9,

x

x

x
F x

x

x

x

⎧ <⎪
⎪
⎪ <⎪
⎪
⎪ <
⎪= ⎨
⎪ <
⎪
⎪
⎪ <
⎪
⎪
⎪
⎩

≤

≤

≤

≤

≥

 

6.2.6  题型六：样本容量问题 

例 6.2.12  设 1 2, , , nX X X 为来自总体 ~ ( , 4)X N μ 的一个样本， X 为样本均值，若已知

{| | 0.5} 0.95P X μ− < ≥ ，试求最小的样本容量 n . 

解  由于 ~ (0,1)X N
n
μ

σ
−

，其中 2σ = ,因此 

0.5 0.5 0.5{| | 0.5}

0.52 1 0.95.

XP X P
n n n n

n

μμ
σ σ σ σ

σ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
− < = < = Φ −Φ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞
= Φ −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
≥

 

于是
0.5Φ 0.975
nσ

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

≥ ，经查表得
0.5 1.96
nσ

≥ ，即 61.46n≥ ，故最小的样本容量 n应取 65 . 

6.3  深 化 训 练 
6.3.1  填空题 
（1）设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自正态分布 2( ,0.3 )N μ 的一个样本， X 为样本均值，为使

{| | 0.1} 0.95P X μ− < ≥ ，则样本容量 n应至少为________. 
（2）设 1 2 5, , ,X X X⋅ ⋅ ⋅ 为 来 自 总 体 ~ (1,4)X N 的 样 本 ， 记 2

1 2( 3 )Y a X X b= − + +  
2

3 4 5( 2 )c X X X+ − ，则当 a = ________， b = ________， c = ________时， Y 服从自由度为

________的 2χ 分布． 
（3）【2001（3）】设 2~ (0, 2 )X N ， 1 2 15, , ,X X X 为来自总体 X 的简单随机样本，则随

机变量
2 2 2
1 2 10
2 2 2
11 12 152( )
X X X

Y
X X X

+ + +
=

+ + +
服从________分布，参数为________. 
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（4）【2006（3）】设总体 X 的概率密度函数为 | |1( ) e
2

xf x −= ， 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 是来自总体 X

的一个样本，样本方差为 2S ，则 2( )E S = ________. 

6.3.2  单项选择题 
（1）【2013（1）】设 ~ ( )X t n ， ~ (1, )Y F n ，给定α (0 0.5)α< < ，常数 0C > 满足 {P X >  

}C α= ，则 2{ }P Y C> =（   ）. 
   （A）α    （B）1 α−     （C） 2α    （D）1 2α−  

（2）【2005（1）】设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ ( 2)n≥ 为来自 (0,1)N 的简单随机样本， X 为样本均值，
2S 为样本方差，则下列结论正确的是（   ） 

   （A） ~ (0,1)nX N                 （B） 2 2~ ( )nS nχ   

   （C） ( 1) ~ ( 1)n X t n
S
−

−            （D）
2
1

2

2

( 1) ~ (1, 1)n

i
i

n X F n
X

=

−
−

∑
 

（3）设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ ( 2)n≥ 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本，对于任意的 0ε > ，下

列结论正确的是（   ）． 
   （A） {| | } {| | }P X P Xμ ε μ ε− < = − <   （B） {| | } {| | }P X P Xμ ε μ ε− < > − <     

   （C） {| | } {| | }P X P Xμ ε μ ε− < < − <    （D）以上结论都不对 

（4） 【2003（1）】设随机变量 ~ ( )X t n ，其中 1n > ，若 2
1Y
X

= ，则下列结论正确的是（   ）． 

   （A） 2~ ( )Y nχ   （B） 2~ ( 1)Y nχ −   （C） ~ ( ,1)Y F n   （D） ~ (1, )Y F n  

（5）若随机变量 2
1 1~ ( )X nχ ， 2

2 2~ ( )X nχ ，且 1X 和 2X 相互独立，则下列结论正确的

是（   ）． 
   （A） 1 2 1 2( )D X X n n+ = +          （B） 1 2 1 2( ) 2( )D X X n n+ = +    
   （C） 2 2

1 2 1 2( )D X X n n+ = +          （D） 2 2
1 2 1 2( ) 2( )D X X n n+ = +  

（6）设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 ~ (2,1)X N 的一个样本，且

2

1

n

i
i

a X b
=

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ 服从自 2 ( )kχ 分

布，则 a , b和 k的值分别为（   ）． 

   （A）
1 , 2 , 1a b n k
n

= = =          （B） 1 , 2 ,a b n k n
n

= = =    

   （C） 1 , , 1a b n k
n

= = =             （D）
1 , 2 , 1a b n k
n

= = =  

6.3.3  设 1 2 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本，记 
2 2 2
1 3 2 1

2 2 2
2 4 2

n

n

X X X
Y

X X X
−+ + +

=
+ + +

， 

试求统计量Y的抽样分布． 
6.3.4  【1999】设 1 2 9, , ,X X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 2( , )N μ σ 的一个样本，记 
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1 1 2 6
1 ( )
6

Y X X X= + + ⋅ ⋅ ⋅ + ， 2 7 8 9
1 ( )
3

Y X X X= + + ，
9

2 2
2

7

1 ( )
2 i
i

S X Y
=

= −∑ ， 

试证明 1 22( )
~ (2)

Y Y
t

S
−

. 

6.3.5  设 1 2,X X 为来自总体 2~ (0, )X N σ 的一个样本，试求
2

1 2
2

1 2

( )
( )
X XY
X X

+
=

−
的分布． 

6.3.6  设随机变量 ~ ( , )X F n n ，试证明 { 1} 0.5P X < = ． 

6.3.7  设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本，记
1

1 | |
n

i
i

Y X
n

μ
=

= −∑ ，试求

( )E Y 和 ( )D Y ． 

6.4  深化训练详解 

6.3.1  填空题 
（1）35； 

（2） 1
40

， 2， 1
24

， 2； 

（3） F ， (10, 5) ； 
（4） 2；提示  由于样本方差 2S 是总体方差的无偏估计，因此 2( ) ( )E S D X= ．而 

| |1( ) e d 0
2

xE X x x
+∞

−

−∞
= ⋅ =∫ ， 

2 2 | | 2 3 1

0 0

1( ) e d e d e d (3) 2! 2
2

x x xE X x x x x x x Γ
+∞ +∞ +∞

− − − −

−∞
= ⋅ = ⋅ = ⋅ = = =∫ ∫ ∫ ， 

因此 
2 2( ) ( ) ( ) 2E S D X E X= = = ． 

6.3.2  单项选择题 
（1）C；提示   由 ~ ( ), ~ (1, )X t n Y F n ，根据 t分布与 F 的关系可知 

2 2 2{ } { } { } { } 2P Y C P X C P X C P X C α> = > = > + < − = ， 

故选项 C 正确． 

（2）D；提示  由于
1~ 0X N
n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

， ，因此 ~ (0, )nX N n ，故选项 A 错误；由于 2( 1) ~n S−  

2 ( 1)nχ − ，因此选项 B 错误；由于 

2
~ ( 1)

( 1)
( 1)

n X n X t n
Sn S

n

⋅ ⋅
= −

−
−

 

因此选项 C 错误． 
（3）C；提示 
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由于 ~ (0,1)X Nμ
σ
−

， ~ (0,1)X N
n
μ

σ
−

，故有 

| |{| | } 2 1XP X P μ ε εμ ε Φ
σ σ σ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞− < = < = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

| |{| | } 2 1X nP X P
n n
μ ε εμ ε Φ

σσ σ

⎛ ⎞⎛ ⎞−
− < = < = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
， 

又因为标准正态分布的分布函数 ( )xΦ 单调递增，
nε ε

σ σ
< ，因此 

{| | } {| | }P X P Xμ ε μ ε− < < − < ， 

故选项 C 正确． 
（4）C；     （5）B；     （6）D. 
6.3.3  由于 1 2 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 相互独立，因此 2 2 2

1 3 2 1nX X X −+ + + 与 2 2 2
2 4 2nX X X+ + + 相互

独立．又因为 
2 2 2

21 3 2 1
2 ~ ( )nX X X

nχ
σ

−+ + +
，

2 2 2
22 4 2

2 ~ ( )nX X X
nχ

σ
+ + +

， 

故 
2 2 2 2 2 2 2
1 3 2 1 1 3 2 1

2 2 2 2 2 2 2
2 4 2 2 4 2

( ) ( )
~ ( , )

( ) ( )
n n

n n

X X X X X X n
Y F n n

X X X X X X n
σ
σ

− −+ + + + + +
= =

+ + + + + +
． 

6.3.4  由于 1 2 9, , ,X X X⋅ ⋅ ⋅ 相互独立且服从正态分布，因此 1Y 和 2Y 相互独立，且 1 2Y Y− 服从

正态分布.而 

1 2( ) 0E Y Y μ μ− = − = ，
2 2 2

1 2( )
6 3 2

D Y Y σ σ σ
− = + = , 

因此
2

1 2 ~ 0,
2

Y Y N σ⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.又因为

2 2
2

2 2
(3 1) 2 ~ (2)S S χ
σ σ
−

= ，且 2S 与 1 2Y Y− 相互独立，于是 

1 2

1 2
2

2

2( ) 2 ~ (2)
2
2

Y Y
Y Y t
S S

σ

σ

−
−

= . 

6.3.5  记 1 2U X X= + ， 1 2V X X= − ，则 
2~ (0,2 )U N σ ， 2~ (0,2 )V N σ ， 

因此 
2

2
2 ~ (1)

2
U χ
σ

，
2

2
2 ~ (1)

2
V χ
σ

． 

又因为 

1 2 1 2

1 2 1 1 2 2

Cov( , ) Cov( , )
( ) Cov( , ) Cov( , ) ( ) 0

U V X X X X
D X X X X X D X

= + −
= + − − = ，
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因此统计量U 和V 相互独立，故根据 F 分布的定义， 
2 2 2

1 2
2 2 2

1 2

( ) (2 ) ~ (1,1)
( ) (2 )
X X UY F
X X V

σ
σ

+
= =

−
． 

6.3.6  记 1Y
X

= ，由于 ~ ( , )X F n n ，则 ~ ( , )Y F n n ，因此 

1{ 1} { 1} 1 { 1}P X P Y P P X
X

⎧ ⎫< = < = < = >⎨ ⎬
⎩ ⎭

． 

又因为 X 为连续型随机变量，因此 { 1} 0P X = = ，而 

{ 1} { 1} { 1} 1P X P X P X< + = + > = ， 

故 { 1} 0.5P X < = ． 

6.3.7  
1

1 | |( ) (| |) (| |)
n

i
i

XE Y E X E X E
n

μμ μ σ
σ=

−⎛ ⎞= − = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑  

               

2 21 1
2 2

0

1 2| | e d e d
π2π

t t
t t t tσ σ

+∞ +∞− −

−∞
= ⋅ =∫ ∫  

               

21
22

0

2 1 2e d
π 2 π

t
tσ σ

+∞ − ⎛ ⎞= − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ． 

2

2
1

1 1 | |( ) (| |) (| |)
n

i
i

XD Y D X D X D
n nn

σ μμ μ
σ=

−⎛ ⎞= − = − = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∑

 

                     

222 | |X XE E
n
σ μ μ

σ σ

⎧ ⎫− ⎡ − ⎤⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞= −⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
 

                    
22 2

π
XD

n
σ μ

σ

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎛ ⎞⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 21
πn

σ ⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

6.5  综合提高训练 

例 6.5.1  设总体 X 服从参数为λ的指数分布， 1 2,X X 为来自 X 的样本，记 1 2Y X X= ，

试求 ( )E Y ． 

解  由题意 X 的概率密度为 

e , 0( )
0,

x xf x
λλ −⎧ >⎪= ⎨

⎪⎩

，

其他，
 

因此 
3 1
2

0 0 0

1 1( ) e d e d e dx t tt x
E X x x t t t tλ λ

λ
λ λ

+∞ +∞ +∞ −− − −=
= ⋅ ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫  

                 1 3 1 1 π
2 22 2λ λ λ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Γ = Γ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 
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因为 1X 与 2X 相互独立，故 1X 与 2X 相互独立，且有 

1 2( ) ( ) ( )E X E X E X= = ， 

故 

1 2 1 2
π π π( ) ( ) ( ) ( )

42 2
E Y E X X E X E X

λλ λ
= = ⋅ = ⋅ = ． 

例 6.5.2  设 1 2 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 2~ ( , )X N μ σ 的一个样本，样本均值
2

1

1
2

n

i
i

X X
n =

= ∑ ，

记 2

1

( 2 )
n

i n i
i

X X Xξ +
=

= + −∑ ，试求 ( )E ξ 和 ( )D ξ ． 

解  记 1,2, ,i i n iY X X i n+= + =， ，由于 1 2 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 相互独立且均服从 2( , )N μ σ ，因此

1 2, , , nY Y Y⋅ ⋅ ⋅ 相 互 独 立 且 均 服 从 2(2 ,2 )N μ σ ， 因 此 1 2, , , nY Y Y⋅ ⋅ ⋅ 可 以 理 解 为 来 自 总 体
2~ (2 ,2 )Y N μ σ 的一个样本，样本均值为 

2

1 1 1

1 1 1( ) 2
n n n

i i n i i
i i i

Y Y X X X X
n n n+

= = =

= = + = =∑ ∑ ∑ ． 

因此 
2 2

2
2 2 2

1 1

( 2 ) ( )
~ ( 1)

2 2 2

n n
i n i i

i i

X X X Y Y
nξ χ

σ σ σ
+

= =

+ − −
= = −∑ ∑ ， 

根据 2χ 分布的性质可知， 

2 1
2

E nξ
σ

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 2 2( 1)
2

D nξ
σ

⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

故 
2( ) 2( 1)E nξ σ= − ， 4( ) 8( 1)D nξ σ= − ． 

例 6.5.3  设 1 2, , , nX X X⋅ ⋅ ⋅ 为来自总体 X 的一个样本， 1 2, , , nx x x⋅ ⋅ ⋅ 为样本观测值，试证明

当
1

1 n

i
i

c x x
n =

= = ∑ 时，函数 2

1

( ) ( )
n

i
i

f c x c
=

= −∑ 取得最小值． 

证法 1  由于 

                2 2

1 1

( ) ( ) ( )
n n

i i
i i

f c x c x x x c
= =

= − = − + −∑ ∑  

                    2 2

1 1 1

( ) ( ) 2 ( )( )
n n n

i i
i i i

x x x c x x x c
= = =

= − + − + − −∑ ∑ ∑  

                    2 2

1 1 1

( ) ( ) 2( ) ( )
n n n

i i
i i i

x x x c x c x x
= = =

= − + − + − ⋅ −∑ ∑ ∑  

                    2 2

1 1

( ) ( ) 2( ) ( )
n n

i
i i

x x x c x c nx nx
= =

= − + − + − ⋅ −∑ ∑  

                    2 2

1 1

( ) ( )
n n

i
i i

x x x c
= =

= − + −∑ ∑ ， 
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因此当 c x= 时，函数 2

1

( ) ( )
n

i
i

f c x c
=

= −∑ 取得最小值． 

证法 2  由题意，
1

( ) 2 ( )
n

i
i

f c x c
=

′ = − −∑ ，令 ( ) 0f c′ = ，解得 c x= ．又因为 

1

( ) 2 ( ) 2 0
n

i
i

f c x c n
=

′′ ′= − − = >∑ ， 

故 ( ) 0f x′′ > ，因此函数 2

1

( ) ( )
n

i
i

f c x c
=

= −∑ 在 c x= 处取得最小值． 

例 6.5.4  设 1 2 3, ,X X X 为来自总体 2~ (0, )X N σ 的一个样本，试证明 1 2 3

1 2

2
3 | |
X X X

Y
X X
+ +

= ⋅
−

服从自由为1的 t分布． 
证  记 1 2 3U X X X= + + ， 1 2V X X= − ，则 

2~ (0,3 )U N σ ， 2~ (0,2 )V N σ ，
2

2
2 ~ (1)

2
V χ
σ

． 

又因为 

1 2 3 1 2Cov( , ) Cov( , ) 0U V X X X X X= + + − = ， 

因此统计量U 和V 相互独立，故根据 t分布的定义， 

2 2

2 ( 3 ) ~ (1)
3 | | 2

U UY t
V V

σ

σ
= ⋅ = ． 

例 6.5.5 【2005（3）】设 1 2, , nX X X ( 2)n > 为来自总体 2~ (0, )X N σ 的样本， X 为样本

均值，记 i iY X X= − ， 1,2, ,i n= ，求： 
（1） iY的方差 ( )iD Y ； （2） 1Cov( , )nY Y ；  （3）常数C，使得 2 2

1[ ( ) ]nE C Y Y σ+ = ． 

解 （1）
1

1 1( ) ( ) 1
n

i i i k
k
k i

D Y D X X D X X
n n =

≠

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥= − = − −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

∑  

            
2

2 2 2
2

1 1 11 n n
n nn

σ σ σ− −⎛ ⎞= − + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（2） 1 1Cov( , ) Cov( , )n nY Y X X X X= − −  
                  1 1Cov( , ) Cov( , ) Cov( , ) ( )n nX X X X X X D X= − − +  

                  

2

10 2Cov( , )X X
n
σ

= − +  

                  

2

1 1
12Cov ,X X
n n

σ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                  

2
2 22 1

n n n
σσ σ= − + = − ； 

（3）由于 1( ) ( ) 0nE Y E Y= = ，因此 
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2 2
1 1 1[ ( ) ] [( ) ] ( )n n nE C Y Y CE Y Y CD Y Y+ = + = +  

                                  1 1[ ( ) ( ) 2Cov( , )}n nC D Y D Y Y Y= + +  

                                  2 22( 1) 2nC
n n

σ σ−⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

                                  2 22 4nC
n

σ σ−
= ⋅ = ， 

故
2 4
nC
n

=
−

． 


