
第2章　坐标与方程

把几何图形放在一个确定的直角坐标系中,用坐标、方程表示点、线、面,把几何问题

转化为代数问题,运用代数运算来研究几何图形的性质,这是解析几何的基本方法。本

章主要介绍坐标变换、曲线方程的参数表示和极坐标表示、空间曲面等知识,以及它们在

机械制造和数控机床加工中的应用。

2.1　坐标变换及其应用

点的坐标和曲线方程与坐标系的选择有关,同一点在不同坐标系中有不同的坐标,

同一条曲线在不同坐标系中的方程也有简有繁。把一个坐标系变换为另一个适当的坐

标系,可以简化曲线的方程,便于讨论曲线的性质。下面讨论利用坐标变换来化简曲线

方程的方法。

1.坐标轴平移

如图2.1.1所示,直角坐标系xOy(称它为旧坐标系)的原点为O(0,0),作新坐标系

x′O′y′,使新的坐标轴O′x′和O′y′分别与旧坐标轴Ox 及Oy 同向,且新坐标系原点O′在

旧坐标系中的坐标为(h,k),各坐标轴的长度单位不变。这种只改变坐标原点位置,而不

改变坐标轴方向和长度单位的变换叫做坐标轴平移,简称平移。

图　2.1.1

设M 为平面内任意一点,它在旧坐标系中的坐标为(x,y),在新坐标系中的坐标为

(x′,y′)。从图2.1.1可以看出,点M 的新旧坐标之间有如下关系:

x=OP =ON +NP =RO′+O′P′=h+x′



y =OQ =OR+RQ =NO′+O′Q′=k+y′
所以有

x′=x-h
　
y′=y-{ k

(2.1.1)

　　式(2.1.1)叫做坐标平移公式。利用该公式可以进行点的新、旧坐标的转换,可以变

换曲线方程的形式。

【例2.1.1】　如果以O′(3,-2)为新的坐标原点,平移坐标轴,试求点P(-4,7)的新

坐标。

解:由已知条件,可知

x=-4,　y=7,　h=3,　k=-2

　　代入式(2.1.1),得

x′=-4-3=-7

y′=7-(-2)=9

所以点P 的新坐标为(-7,9)。

【例2.1.2】　通过坐标轴的平移,把原点移到O′(2,-1),求曲线

x2+y2-4x+2y-4=0

在新坐标系下的方程,说明曲线类型并作图。

解:设曲线上任意一点的新坐标为(x′,y′),由坐标平移公式,得

x=x′+2,　y=y′-1

　　代入原方程,整理得新坐标系下的曲线方程

x′2+y′2 =9

　　所以这条曲线是圆心在新原点O′(2,-1),半径为3的圆,如图2.1.2所示。

图　2.1.2

【例2.1.3】　利用坐标平移,化简二元二次方程

x2+2y2+6x-8y-5=0
使新方程不含x、y的一次项,并说明曲线的类型。

解:把方程分别对x,y进行配方,得
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(x2+6x+9)+2(y2-4y+4)-9-8-5=0

即

(x+3)2+2(y-2)2 =22

　　令

x+3=x′,　y-2=y′

　　代入上式,得

x′2+2y′2 =22

即

x′2

22+y′2

11 =1

　　所以原二元二次方程是一个椭圆,它的中心是新坐标系的原点O′(-3,2),焦点在x′
轴上,如图2.1.3所示。

图　2.1.3

通过上面例子可以看出,利用坐标平移化简曲线方程,实质上是把原来的坐标原点

移到曲线的对称中心,把坐标轴平移到对称轴,使曲线在新坐标系中的方程化为标准方

程,从而清楚地看到曲线的特征。

2.坐标轴旋转

如图2.1.4和图2.1.5所示,直角坐标系xOy(称它为旧坐标系)的原点为O(0,0),

把旧坐标系的两坐标轴绕着原点按同一方向旋转同一角度θ,得到新坐标系x′Oy′,且各

坐标轴的长度单位不变。这种坐标系的变换叫做坐标轴旋转。

图　2.1.4 图　2.1.5
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设M 为平面上任意一点,它在旧坐标系中的坐标为(x,y),在新坐标系中的坐标为

(x′,y′)。从图2.1.4可以看出,坐标系xOy逆时针方向旋转(简称逆转)角度θ,得到新

坐标系x′Oy′,点M 的新旧坐标之间有如下关系:

x=OC

=OB-CB

=OB-DA

=x′cosθ-y′sinθ

y=CM

=CD+DM

=BA+DM

=x′sinθ+y′cosθ

即由x′、y′求x、y的公式是

x=x′cosθ-y′sinθ
　
y=x′sinθ+y′cos{ θ

(2.1.2)

　　反过来,由x、y求x′、y′,只要解上面两式所组成的方程组,就可得

x′=xcosθ+ysinθ
　
y′=ycosθ-xsin{ θ

(2.1.3)

式(2.1.2)、式(2.1.3)是坐标系逆转时的计算公式。

若坐标系xOy顺时针方向旋转(简称顺转)角度θ,得到新坐标系x′Oy′,如图2.1.5

所示。将-θ代入基本关系式(2.1.2)、式(2.1.3),点M 的新旧坐标之间有如下关系:

x=x′cos(-θ)-y′sin(-θ)

y=x′sin(-θ)+y′cos(-θ)

或

x′=xcos(-θ)+ysin(-θ)

y′=ycos(-θ)-xsin(-θ)

即坐标轴顺转时,由x′、y′求x、y的公式为

x=x′cosθ+y′sinθ
　
y=-x′sinθ+y′cos{ θ

(2.1.4)

　　由x、y求x′、y′的公式为

x′=xcosθ-ysinθ
　
y′=ycosθ+xsin{ θ

(2.1.5)
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在坐标轴顺转或逆转公式中,θ角可以是0°~180°之间的任意角。

【例2.1.4】　将坐标轴逆转π
4

,求点M(-2,3)在新坐标系中的坐标。

解:因为x=-2,y=3,根据式(2.1.3)得

x′=xcosθ+ysinθ

=-2×cosπ
4+3×sinπ

4

= 2
2

y′=ycosθ-xsinθ

=3×cosπ
4-(-2)×sinπ

4

=52
2

所以点M 在新坐标系中的坐标为 2
2

,52æ

è
ç

ö

ø
÷

2
。

【例2.1.5】　将坐标轴逆转 π
3

,求曲线2x2- 3xy+y2=10在新坐标系中的方程,

并判断这条曲线的类型。

解:把θ=π
3

代入式(2.1.2)得

x=x′cosπ
3-y′sinπ

3

y=x′sinπ
3+y′cosπ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 3

　　即

x= 1
2x′- 3

2y′

y= 3
2x′+1

2y

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï ′

　　代入原方程得,新坐标系下的方程为

2 1
2x′- 3

2y
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=10

　　化简得标准方程是

(x′)2
20 +

(y′)2
4 =1
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所以这条曲线是一个椭圆。

3.坐标变换的应用

在机械加工中,零件图样所标注的尺寸、公差等都有相应的基准,即设计基准。图样

上的基准从数学角度看就是坐标系。数控加工数值计算的主要任务是计算出形成零件

轮廓或刀具运动轨迹的尺寸,即计算零件加工轮廓的基点和节点的坐标,或刀具中心的

基点和节点的坐标,为编制加工程序做准备。

比如,在数控编程时,根据机床零点所确定的坐标称为绝对坐标;在加工过程中与机

床零点无关、只相对于它的起点来计量的坐标称为相对坐标。

【例2.1.6】　试在直角坐标系中,用绝对坐标和相对坐标表示如图2.1.6所示的

P1~P7 的交点坐标。

图　2.1.6

解:绝对坐标有固定不变的坐标系和坐标原点;相对坐标则有一个相对的坐标原点

和坐标系(这个坐标系的方向与原来的相同,只是坐标原点发生了变化)。具体地说,就

是在计算下一个节点的坐标时要把当前的节点作为坐标原点,根据这个坐标原点来确定

下一个节点的坐标。于是,各交点的坐标列表如下:

交　　点 绝对坐标(x,y) 相对坐标(x,y)

P1 (-30,-20) (-30,-20)

P2 (10,-20) (40,0)

P3 (10,-10) (0,10)

P4 (30,-10) (20,0)

P5 (30,10) (0,20)

P6 (-10,20) (-40,10)

P7 (-30,20) (-20,0)
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　　在直线轮廓零件的程序编制中,除了确定零件上每个基点的坐标外,还要考虑刀具

相对于工件运动的轨迹(即加工路线),需要计算出加工路线中刀具中心在拐角处的

坐标。

【例2.1.7】　铣削直线轮廓的板状零件如图2.1.7所示。铣刀直径32mm,试求铣

刀加工路线中 H1~H5 各点的坐标值。RF(称为等高线)为铣刀直径的一半。

图　2.1.7

解:如图2.1.7(a)所示,H1 的坐标x=-16,y=-16

H2 的坐标x=-16,y=81

如图2.1.7(b)所示,计算 H3 的坐标。根据加工方法,运用角度互余的等量关系,容

易得到

α
2 =17°　 而 　tanα

2 = a
RF

a=RFtanα
2 =16×tan17°=4.892mm

x=53.634+4.892=58.526mm

y=65+16=81mm

　　如图2.1.7(c)所示,H4 的坐标为
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x=150+16=166mm

β=90°-α=90°-34°=56°

tanβ
2 = b

RF

y=b=RFtanβ
2 =16×tan28°=8.507mm

H5 的坐标:x=166mm,y=-16mm

　　对于带圆弧轮廓的零件,在程序编制中找出零件上圆弧的起始点和终止点,并要确

定圆弧的中心坐标。它的坐标对应直角坐标轴的x、y方向分别用符号I、J的值表示(如

图2.1.8所示)。通常,圆心位置在圆弧起点的相应坐标轴的正方向时,I、J 取正值;反

之取负值。比如,圆心M 点坐标为(-I,J)。

图　2.1.8

【例2.1.8】　如图2.1.9所示是一个带圆弧轮廓零件的加工路线图。试列出P2P3、

P5P6 和P11P12三段圆弧起始点和终点坐标及各圆弧中心。

图　2.1.9

解:根据图2.1.9所示的数据,容易计算,P2P3 圆弧的半径为100、P5P6 圆弧的半

径为1
2

(820-670)=75,所以P2、P3、P5、P6 和P11、P12各点的坐标列表如下:
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基　　点 x y I J
P2 300 0
P3 400 100 100 0
P5 670 250
P6 820 250 75 0
P11 600 550
P12 200 550 -200 -346

在工艺分析计算中,点的坐标旋转公式应用很广泛。在平面上,凡尺寸关系可以看做是两

点间的坐标旋转关系的,不论主观图、俯视图,还是左视图,都可以应用点的坐标旋转公式。

【例2.1.9】　如图2.1.10所示,要磨削零件上的斜面MN,在正弦规未被倾斜前,先

测量出工件表面M 点至正弦规定位心轴轴线O 的距离y=116.52mm,并先定好工件 M
点到正弦规定位心轴轴线O 水平方向的距离x=46mm;加工时将正弦规逆时针旋转

40°,试计算此时的坐尺寸y1为多大,才能保证工件M 点原有的坐标尺寸x、y。

图　2.1.10

解:如图2.1.11所示,由于正弦规是按逆时针方向旋转的,所以新坐标系X1OY1就

可看成是原坐标系XOY按顺时针方向旋转所得。

图　2.1.11
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已知x=46,y=116.52,θ=40°,由顺时针旋转的坐标变换公式,得

y1=ycosθ+xsinθ

=116.52×cos40°+46×sin40°

≈118.83

即磨削斜面MN 时,只要测量 MN 平面至正弦规定位心轴轴线的距离为118.83mm 就

能保证工件M 点原有的坐标尺寸(未考虑制造公差)。

【例2.1.10】　现要铣削如图2.1.12所示工件的斜面,斜面 M 与定位基准面夹角为

θ,工件定位简图如图2.1.13所示。由于工件上的加工表面的定位尺寸L 标注在交点

上,因此夹具的对刀尺寸不能直接标注这个尺寸,需要通过一个辅助测量基准———工艺

孔才能标注其位置尺寸。假设此工艺孔是设计在距两定位基面尺寸为m±0.02和n±

0.02的位置上,并选定对刀塞尺的厚度为0.5mm,试计算图示尺寸y3以确定对刀块高度

的尺寸。

图　2.1.12 图　2.1.13

解:设夹具上的相互垂直的两个定位工作面为原坐标系XOY,如图2.1.14所示。当

原坐标系顺时针转动角θ以后,便形成了新坐标系X1OY1。这时需要进行A、B 两点坐

标转换的计算。

对于工件斜面的交点A,已知xA=L,yA=0,由顺时针转动角θ的变换公式,得

x1=xAcosθ-yAsinθ

=Lcosθ

y1=yAcosθ+xAsinθ

=Lsinθ

　　对于工艺孔的孔心B,已知xB=m,yB=-n,同理可得

x2=xBcosθ-yBsinθ
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=mcosθ+nsinθ

y2=yBcosθ+xBsinθ

=-ncosθ+msinθ

图　2.1.14

　　因为工件加工的是一平面,所以沿走刀方向的

尺寸x1不必标出,而只需标出尺寸y1即可。由于对

刀块工作表面的尺寸是以工艺孔为基准标注的,故

需求出尺寸y3,如图2.1.14所示:

y3=y1-y2-0.5

=Lsinθ- msinθ-ncos( )θ -0.5

将具体数值代入上式即可算出y3之值。

通过上例分析,我们看到,运用坐标旋转的方法来计算点的坐标,其一般步骤

如下:

(1)分析图样,确定设计或工艺上需要计算的尺寸,明确已知条件和所要解决的

问题;

(2)选择坐标原点,并确定要计算的坐标点,这是确定坐标系位置的关键,为使计算

方便,坐标原点应取在已知与待求尺寸有关联和便于测量的点上;

(3)根据两组尺寸线的方向,过坐标原点构成两个直角坐标系xOy、x′Oy′,新、旧坐

标系的名称可以任意选定,通常选工件在旋转后的状态来进行分析和计算;

(4)根据两坐标系选定后的名称(新、旧坐标系)确定转角方向(即逆转或顺转),并按

图样给定的角度来确定转角的大小;

(5)按已知条件与待求参数和旋转方向,选择相应公式进行计算。

习题2.1

1.通过坐标轴平移将下列方程化简,并画出示意图。

(1)9x2+16y2+36x-96y+36=0　　　　　(2)y2-4x-4y+4(1- 2)=0

2.通过平移坐标轴化简方程

9x2-25y2-18x-150y-441=0

并画出新坐标系和方程的曲线。

3.将坐标轴顺转π
2

,求椭圆x2

2+y2=1在新坐标系中的方程。

4.如图2.1.15所示零件,其轮廓均为直线组成。试求图中P1~P11的绝对坐标和

相对坐标。
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图　2.1.15

5.如图2.1.16所示的零件,要磨削零件上的斜面 MN,在正弦规没有被抬起之前,

先测得工件表面M 点至正弦规定位轴心的垂直距离y=116.52mm,并先预定好工件上

M 点至轴心O 的水平方向的距离x=46mm,加工时将正弦规逆转40°,试计算此时的坐

标尺寸b为多大,才能保证工件M 点原有坐标尺寸x、y。

图　2.1.16

6.如图2.1.17所示,钻头和工件BCDEF 的边EF 以及座盘上A 点原在同一条直

线上,要在工件上钻一垂直于BC的孔,使孔的中心线和EF 成60°角,并且使中心线恰好

通过P 点。加工时要把整个工件连同座盘一起绕A 点按顺时针方向旋转60°,然后钻

孔。试问钻头应该向左或右移动多少距离?

图　2.1.17
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2.2　直线与二次曲线

1.相关知识

在机械制造中,由于被加工零件的轮廓多涉及直线与二次曲线,所以直线、二次曲线

的方程、性质和相关公式就显得非常重要。现将它们列表,其中直线的倾斜角和斜率见

表2.2.1,常用的直线方程见表2.2.2,两条直线的位置关系见表2.2.3,两个常用公式见

表2.2.4。

表　2.2.1

倾斜角 直线向上的方向和x轴正方向所成的最小正角,记作α

斜率 直线倾斜角的正切值,记做k,即k=tanα(α≠90°)

表　2.2.2

名　　称 已 知 条 件 方　　程

点斜式 直线上一点P0(x0,y0)和斜率k y-y0=k(x-x0)

斜截式 斜率k和纵截距b y=kx+b

两点式 直线上两点P1(x1,y1),P2(x2,y2)
y-y1

y2-y1
=x-x1

x2-x1

(x2≠x1,y2≠y1)

一般式 其他方程形式
Ax+By+C=0
(A、B不同时为零)

表　2.2.3

关　　系 结　　论

平行且不重合 l1∥l2⇔k1=k2(b1≠b2)

垂直
l1⊥l2 ⇔k1 = - 1

k2
(k1、k2 都存

在)

表　2.2.4

点P0(x0,y0)到直线l:Ax+By+C=0的距离 d=|Ax0+By0+C|
A2+B2

点P1(x1,y1),P2(x2,y2)之间的距离 d= (x2-x1)2+(y2-y1)2

机械加工中经常用到圆、椭圆、双曲线和抛物线等二次曲线。下面将它们的定义、标

准方程、图形、性质列表,见表2.2.5。
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表　2.2.5

名称 圆 椭圆 双曲线 抛物线

定义

平面 内 与 一 定 点 的

距离 为 定 长 的 动 点

轨迹

平面 内 与 两 定 点 的

距离 之 和 为 定 长 的

动点轨迹

平面 内 与 两 定 点 的

距离 之 差 的 绝 对 值

为定长的动点轨迹

平面内到一定点和

到定直线距离相等
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图　2.2.1

在数控机床上加工椭圆,可将椭圆标准方程进行适当的转

换,将椭圆方程的计算原点偏移到(x0,y0)位置,采用直线逼近

(也称拟合)法,即在z方向上分段,并把z作为自变量,x作为z
的函数,计算出椭圆轨迹坐标,如图2.2.1所示。

椭圆标准方程在第一、二象限内转换为

x1 =a 1-z2
1

b2

　　椭圆标准方程在第三、四象限内转换为

x1 =-a 1-z2
1

b2

　　在数控机床上加工双曲线时,一般可以把工件坐标系原点偏置到双曲线的对称中心

上,然后采用直线逼近(也称拟合)法,即在Z 向分段,并把z作为自变量,x 作为z 的函

数,计算出双曲线轨迹坐标,如图2.2.2所示。

双曲线标准方程在第一、二象限内转换为

x1 =a 1+z2
1

b2

　　双曲线标准方程在第三、四象限内转换为
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x1 =-a 1+z2
1

b2

图　2.2.2

2.应用实例

在此,通过几个实例来介绍平面解析几何知识的应用。

【例2.2.1】　在数控机床上加工一零件,已知编程用轮廓尺寸如图2.2.3所示,试求

基点B 的坐标。

解:按图2.2.4所示建立直角坐标系,所以

kl1 =tan(180°-20°)=tan160°=-0.364

　　因为l1 过原点O(0,0),由直线的点斜式方程得l1 方程为

y=-0.364x

图　2.2.3 图　2.2.4

　　同理得,l2 方程为

y-3=0.577(x-36)

　　解方程组

y=-0.364x
　
y-3=0.577(x-36{ )

得
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x=18.89
　
y=-6.{ 88

即基点B 的坐标为(18.89,-6.88)。

【例2.2.2】　某零件如图2.2.5所示,AB
⌒、CD

⌒、EF
⌒

是圆弧,BC、DE 是直线。加工时

要确定R8圆弧的圆心位置,试求之。

图　2.2.5

解:以图示尺寸为基准,选取R5圆弧的圆心为坐标系原点,建立坐标系如图2.2.6

所示。

图　2.2.6

因为工件具有对称性,O2 一定在线段O1O3 的垂直平分线上,可得O2 的横坐标

x0 =25
2 =12.5

　　从图示尺寸可以确定B 点的坐标

xB =5cos45°=52
2

yB =5sin45°=52
2

　　直线BC的斜率为

kBC =tan135°=-1

　　由点斜式得,直线BC的方程为

y-52
2 =-1x-52æ

è
ç

ö

ø
÷

2
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即

x+y-52=0

　　由于点O2 到直线BC的距离O2C=8,所以由点到直线的距离公式得

8=|12.5+y0-52|
12+12

　(y0 >0)

所以

y0 ≈5.88

即R8圆弧所在圆的圆心坐标为(12.5,5.88)。

【例2.2.3】　在数控机床上加工一零件,已知编程用轮廓尺寸如图2.2.7所示,试求

其基点B,C及圆心D 的坐标。

图　2.2.7

解:建立如图2.2.8所示直角坐标系。

图　2.2.8

(1)先求圆心D 的坐标

直线l1 的倾角为

αl1 =24°
2 =12°

则

kl1 =tan12°=0.213

　　又由于OA=70,所以直线l1 在y轴上的截距为

bl1 =-70tan12°=-14.879

所以直线l1 的斜截式方程为

y=0.213x-14.879
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　　因为直线l4 过O(0,0),而且

αl4 =180°-50°
2 =155°

tanαl4 =tan155°=-0.466

所以,直线l4 的方程为

y=-0.466x

　　直线l2 在y轴上的截距

bl2 =- 15
cos12°+14.æ

è
ç

ö

ø
÷879 =-30.214

　　而kl1=kl2
(l2∥l1)

所以直线l2 的斜截式方程为

y=0.213x-30.214

　　因为直线l3 的方程是

y=-20

所以解方程组

y=0.213x-30.214
　
y=-{ 20

得

x=47.95
　
y=-{ 20

即圆心D 的坐标是(47.95,-20)。

(2)再求基点B,C的坐标

以D 为圆心的圆的方程为

(x-47.95)2+(y+20)2 =152

　　解方程组

y=-0.466x
　
(x-47.95)2+(y+20)2 =15{ 2

得

x=33.59
　
y=-15.{ 66

　 或 　
x=60.51
　
y=-28.{ 20

(舍)

即点C的坐标为(33.59,-15.66)。

又因为直线BD 的方程为
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