
 

 

 

 
 
 

                                                              第 5 章        
有噪信道编码        

 
 
 
 
 

◆ 内容提要 
    本章介绍了信道编码和译码的基本概念，介绍了两种常用的译码准则：最大后验概率译码准则和极大似

然译码准则，还介绍了在这两种译码准则下错误概率的计算方法。 

    本章以较大的篇幅介绍了信道编码定理及信道编码逆定理。Shannon 1948 年提出并证明了信道编码的正、

反定理，揭示了信道的输入在信道传输率小于信道容量（R < C）的条件下，可以以任意小的错误概率抵达信

宿。同时又指出在 R > C 的条件下，则无论如何也不可能实现无差错传输。后来许多研究者给出了许多更严格

的证明，并给出了各种信道及编码条件下的错误概率的上、下限，这些都为设计合理的通信系统提供了理论

依据。 

    在证明信道编码逆定理的过程中，用到了费诺（Fnao）不等式，Fnao 不等式本身就是信息论中的一个重

要不等式。 
 

◆ 知识要点 
    译码规则，错误概率，信道编码定理，信道编码逆定理，费诺不等式。 

 
◆ 教学建议 
    对本章介绍的两种译码准则：最大后验概率译码准则和极大似然译码准则，讲述在什么前提及在什么场

合应用才是最佳译码准则。鉴于信道编码定理及其逆定理的重要性，文中给予了证明，若课时不够可略去不

讲，但应要求学生弄懂定理的物理意义。建议学时数为 5 学时。 
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5.1  信道编码的基本概念 

在有噪信道中传输信息，我们总是希望信息传输快捷可靠，但由于信道的信息传输率受到

信道容量的限制，不可能无穷大。另外，由于信息在信道中传输时不可避免地会拾取各种噪声

干扰，所以传输误差不可能为零。我们要做的是通过各种编码方法尽可能地提高信息传输率，

并将传输误差控制在可接受的范围内。 
在第 3 章中讨论了对信源的编码，信源编码以提高传输效率为主要考虑因素，编码时应尽

量压缩信源冗余度。信道编码以提高传输可靠性为主要考虑因素，本章讨论信道编码的一些基

本概念及信道编码定理。  
信道有多种形式，如电视、广播、微波、电话、计算机局域网和宽带网等，不失一般性，

可将信道用图 5-1 所示的模型表示。 

 

图 5-1  信道模型 

衡量信道传输快慢的指标是信息传输率，而衡量信息传输可靠性的指标是平均误码率，

误码率与信道的统计特性（用信道转移概率表示）有关，改变信道的统计特性成本太高，

所以可事先对信源编码器输出的符号序列按照某种规则进行编码，一般的方法是给信源序

列加上一定的冗余度，这种编码谓之信道编码，编好的代码称为码字，将码字送入信道传

输。而在信道输出端，信道译码器根据编码规则对信道输出符号进行估值，尽量使这种估

值接近输入码字。 
从上面的叙述可看出，选择合适的编码规则是信道编码的关键，这部分内容将在 5.2 节中

讨论。 
上面的过程可根据图 5-1 表述如下。 
信源输出序列 u，经信道编码器编成码字 x = f (u) 并输入信道，由于干扰，信道输出 y，

信道译码器对 y 估值得
∧
X = F (y)，译码规则 F 是对编码规则 f 的一种逆变换。 

作为一般性介绍，下面举例介绍几种简便的编码方法。 
【例 5.1】  给定二进制对称信道，如图 1-5 所示，信道固有误码率为 p(p<0.5)。 
编码规则：为提高可靠性，每个信道符号重复三次发送。 
译码规则：择多译码，即信宿方收到的三个符号中有两个或三个为 1，就将此次接收符号

判决为 1；若三个符号中有两个或三个为 0，就将此次接收符号判决为 0。 
图 5-2 所示为重复编码传输示意图，计算错误概率 pe。 

 

图 5-2  重复编码传输示意图 
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信源输出序列为 u ={1, 0, 1, 1}，将信源符号重复三次发送，即向信道输入序列 
x ={111, 000, 111, 111}，这一过程称为信道编码。在信道传输过程中，由于 p 的存在，传输出

错，信道输出为 y ={111, 001, 001, 000}。 
第一种情况：111→111  无错 
第二种情况：000→001  错 1 位 
第三种情况：111→001  错 2 位 
第四种情况：111→000  错 3 位 

根据译码规则，估值输出 ŷ = {1, 0, 0, 0}，这一过程称为信道译码。与原发送序列相比较，

可见，如三位里面错两位或三位里面错三位，则属于不可纠错误。 

下面计算错误概率：假设信道离散无记忆，即
3

1
( ) ( )i ii

p p y x
=

= Πy x ，错误概率 pe 为 

( )2 3 2 32 3
1 3 2

3 3
p p p p p p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + = − <⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
                  （5-1） 

式中，
!

!( )!
n m
m n m n
⎛ ⎞

=⎜ ⎟ −⎝ ⎠
表示组合，即 m 个符号中每次取 n 个。 

可见，重复编码的结果使错误概率下降。 
如果提高重复次数，能否进一步使错误概率下降呢，见下面的例子。 
【例 5.2】  离散无记忆二进制对称信道，信道固有误码率为 p( p<0.5)，为提高可靠性，每

个信道符号重复 2n +1 次发送，择多译码，即在 2n +1 个接收码符号中，若有 n +1 个以上 1 就

将此次接收估值为 1，若有 n +1 个以上 0 就将此次接收估值为 0，计算错误概率 pe。 
显然，在 2n +1 个接收码符号中，错 n +1 个及其以上属于不可纠错码。 

错误概率为                 
2 1

2 1
e

1

(1 )
2 1

n
k n k

k n

k
p p p

n

+
+ −

= +

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ .. 

1 2 1 ( 1)1
(1 )

2 1
n n nn

n p p
n

+ + − ++⎛ ⎞
< −⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

11
(1 ) 0

2 1
nn nn

n p p
n

→++⎛ ⎞
= − ⎯⎯⎯→⎜ ⎟+⎝ ⎠

∞  

从上述表达式可以看出，随着 n→∞，将有 pe→0。 

可以根据 1
e

1
(1 )

2 1
n nn

p n p p
n

++⎛ ⎞
= −⎜ ⎟+⎝ ⎠

，由给定的错误概率 pe，选择重复发送次数 n。 

【例 5.3】  逆重复码 
离散无记忆二进制对称信道，固有误码率为 p( p<0.5)，信源输出序列为三位二进制数字。 
为提高传输效率，将信源输出的三位二进制序列经编码后，仅向信道发送一位。 
编码规则：预先将信源输出序列进行择多编码，即若信源输出的三位符号中有两位或

三位是 1，就将此信源序列编码为 1，若三位符号中有两位或三位是 0，就将此信源序列编

码为 0。 
译码规则：将接收到的一位符号重复三次译出，即若接收到 1 就译码为 111，若接收到 0

就译码为 000。 
图 5-3 所示为逆重复编码传输示意图，计算错误概率 pe。分两步进行： 
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图 5-3  逆重复编码传输示意图 

（1）先设 p = 0，计算这种编码方法带来的固有误比特率 p1。 
信道输入符号集 X = {000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111}； 
判决输出符号集 Y = {000, 111}。 

译码规则
(000,  001,  010,  100) 000
(011,  101,  110,  111) 111

F
F

=⎧ ⎫
⎨ ⎬=⎩ ⎭

 

因为后验概率                    

1( ) (000 | 000)
4
1( ) (111|111)
4

φ φ

φ φ

⎧ = =⎪⎪
⎨
⎪ = =
⎪⎩

x y

x y
 

则错误概率                      

1 3( ) ( 000) 1
4 4
1 3( ) ( 111) 1
4 4

p e y p e

p e y p e

⎧ = = − =⎪⎪
⎨
⎪ = = − =
⎪⎩

 

假设 8 组输入序列是等概发送的，由于信道的对称性，两个估值序列也是等概分布的，则

每个序列的平均错误概率为
30.5 ( 000) 0.5 ( 111)
4

p e p e+ = ，误比特率 1
1 3 1
3 4 4

p = × = 。 

（2）再设 p ≠ 0，计算由于信道噪声引起的误比特率 p2。 
因为每个序列有三位二进制数字，但只发送一位，这一位的出错概率为 p，故序列差错概

率为 p，误比特率 2
1
3

p p= 。 

（3）总误比特率 

e 1 2
1 1
4 3

p p p p= + = +  

【例 5.4】  奇偶校验码 
在信息序列后面加上一位校验位，使之模 2 和等于 1，这样的编码称为奇校验码；

若使模 2 和等于 0，这样的编码就称为偶校验码，即每个码矢中 1 的个数固定为奇数或

偶数。 
这两种码都能检验出奇数位错误，但无法判断错的是码字中的哪一位，故没有纠错能

力。这种编码方式可应用在有反馈信道的场合，一旦发现有错，便利用反馈信道要求重发。 
在上面这 4 个例子中，例 5.3 是为了提高传输效率，例 5.1、例 5.2 和例 5.4 都是为了提高

传输质量。可见，编码问题主要要考虑的是如何提高传输效率和传输质量，信道纠错编码以提

高传输质量为主。 
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5.2  译码规则及错误概率 

信道总不可避免地会搀杂噪声，所以信息在信道传输过程中，差错是不可避免的。错误概

率与信道统计特性有关，选择合适的译码规则可以弥补信道的不足。 

在例 2.17 中提到过，给定信道
1

1
ε ε

ε ε
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P ，当ε =1 时，信道转移概率矩阵为

0 1
1 0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P ，对应的信道如图 5-4 所示，这是强噪信道，如果按常规，收到 0 判决为 0，收到 1

判决为 1，显然完全错了。如果译码规则定为收到 0 判决为 1，收到

1 判决为 0，则反而正确。可见译码规则对传输系统错误概率的影响

是很大的。 
下面介绍两种典型的译码规则。 

1．最大后验概率译码准则 

设信源共有 M 个消息，假设信源编码器已用 M 个码矢 x1, , xm, , xM 对它进行了最佳编

码。 
编码后发送码矢 xk，其发送概率为 q(xk)，通过信道转移概率为 p(y | xk)的信道传输，接收

到矢量 y，信道译码器输出 ˆkx ， ˆkx 是信道译码器根据事先定出的译码规则，对接收矢量 y 的一

个估值，通信过程可用图 5-5 所示框图表示。 

 

图 5-5  通信过程框图 

显然，当估值 ˆkx ≠ xk 时，就产生了误码，用φ (x|y)表示后验概率，则收到 y 估错的概

率为 

( ) ( ) ( ) ( )e ˆ 1k k i k
i k

p φ φ φ
≠

= ≠ = = −∑y x x y x y x y               （5-2） 

通信总希望错误概率最小，由式（5-2）可看出错误概率 pe (xk )最小等同于后验概率

φ (xk| y)最大，这就是最大后验概率译码准则。 
根据概率关系式 

( )( )
( )

pφ
ω

=
xyx y
y

                             （5-3） 

由于最大后验概率译码准则的意思是收到矢量 y 后，在所有的 xm(m =1, 2, , M)中，选一

个后验概率φ (xm| y)最大的 xm值，作为对 y 的估值 ˆkx = xk ，那么对这 M 个 xm值来说，概率ω ( y)

是同一个值，所以根据式（5-3），后验概率φ (x| y)最大就意味着全概率 p(x y)最大，因此最大后

验概率译码准则也称为最大联合概率译码准则。 

 

图 5-4  强噪信道 
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【例 5.5】  信源分布 1 2 3

( ) 0.5 0.1 0.4
X x x x

q X
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，信道转移概率矩阵

0.5 0.3 0.2
0.1 0.7 0.2
0.3 0.3 0.4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，

信道输出符号 Y = {y1, y2, y3}，按最大后验概率准则译码。 

（1）根据 p (xy) = p (y|x) q(x) 算出全概率，用矩阵表示 [ ]
0.25 0.15 0.10

( ) 0.01 0.07 0.02
0.12 0.12 0.16

p xy
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

； 

（2）根据 ( ) ( )j i j
i

y p x yω =∑ ，算出[ω (y)] = [0.38  0.34  0.28]； 

（3）再由
( )( )
( )

p xyx y
y

φ
ω

= 算出后验概率，用矩阵表示 

0.25 0.38 0.15 0.34 0.10 0.28

( ) 0.01 0.38 0.07 0.34 0.02 0.28
0.12 0.38 0.12 0.34 0.16 0.28

x yφ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤ = ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

（4）按最大后验概率准则译码，在后验概率矩阵中，每列选一最大值（矩阵中带下划线的

值），译为
1 1

2 1

3 3

y x
y x
y x

→⎧
⎪ →⎨
⎪ →⎩

； 

（5）若按最大联合概率译码准则译码，则在全概率矩阵[ p(xy)]中每列选一最大值（矩阵中

带下划线的值），也可译出
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

→
→
→

33

12

11

xy
xy
xy

。 

可见这两种方法得到同一结果，因为要得到后验概率，计算步骤更多，所以可直接应用最

大联合概率译码准则译码。 

2．极大似然译码准则 

前面介绍的最大后验概率译码准则等同于最小传输错误概率准则，所以从错误概率最小这

一角度来说，这一译码准则是最好的。但在实际应用中，经常要用同一信道来传输各种信源的

消息，一般总是知道信道的统计特性 p(y|x)，而不知道信源分布 q(x)，因而全概率 p(x y)= p(y|x) 
q(x)无从求得。在这种情况下，我们可按最大信道转移概率来确定估值 x̂ ，即在收到矢量 y 后，

在所有的 xm(m =1, 2, , M)中，选一个转移概率 p(y| xm)最大的 xm值，作为对 y 的估值 ˆkx = xk，

这一译码规则称为极大似然译码规则。 
可以证明，在信道输入等概条件下，极大似然译码规则也是最佳的，因为若下式

成立                  p(y|xk)> p(y|xm)   m =1, 2, , M 
则信道输入等概时，有 q(xk) = q(xm)，代入上式得 

p(y|xk) q(xk) > p(y|xm) q(xm) 

有         p(xk y)> p(xm y) 
说明全概率最大，对应最大联合概率译码准则，因此也是最佳的。 
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3．平均错误概率 

式（5-2）是信道输出 y 而信道译码器估错的概率，对式（5-2）两边关于 y 求统计平均值，

得                         ( )e e
1

( )
M

j j
j

p pω
=

=∑ y y  

1
( )[1 ( )]

M

j k j
j
ω φ

−

= −∑ y x y  

1
1 ( ) ( )

M

j k j
j
ω φ

−

= − ∑ y x y  

1 1 1
( ) ( )

M M M

i j k j
i j j

p p
− = =

= −∑ ∑ ∑x y x y  

( ) ( )
M

kp p= −∑ ∑ ∑
x y y

xy x y  

( )
k

p
−

= ∑ ∑
x x y

xy  

e ( )
k

p p
−

= ∑ ∑
x x y

xy                                    （5-4） 

式（5-4）表示平均误码率等于对全概率 p(x y)求和，y对所有取值求和，x对X = {x1, , xm, , 
xM }中除 xk 以外的所有项求和，而 xk 正是根据最大后验概率译码准则被选为 y 的估值 ˆkx = xk

的那一项。 
【例 5.6】  计算例 5.5 的平均错误概率，若信源等概分布，则对其译码，并求平均错误概

率。 
（1）求平均错误概率 pe 
根据式（5-4）得 

e ( )
k

p p= ∑ ∑
-x x y

xy = 0.01+0.12+0.07+0.12+0.1+0.02 = 0.44 

（2）当信源等概分布，按极大似然函数译码准则译码，例 5.5 已给出信道转移概率矩阵

0.5 0.3 0.2
0.1 0.7 0.2
0.3 0.3 0.4

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，在矩阵的每列中选一最大值（矩阵中带下划线的值），译码为
1 1

2 2

3 3

y x
y x
y x

→⎧
⎪ →⎨
⎪ →⎩

 

平均错误概率为      ( )e
1 0.1 0.3 0.3 0.3 0.2 0.2 0.467
3

p = + + + + + =  

【例 5.7】  仍考虑例 5.1 给出的重复码，信源等概分布，采用极大似然译码规则进行译码，

并计算平均错误概率 pe。 

根据编码规则 x = f (u)，重复 3 次编码，即 1

2

(0) 000
(1) 111

f
f

= =⎧
⎨ = =⎩

x
x

。 

原信道是固有误码率为 p( p<0.5)的二进制对称信道，其信道转移概率矩阵为

1
1

p p
p p
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P ，经编码后得到的码字是码长为 3 的码矢 x = {000, 111}，送入 3 次扩展信道
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传输，因信道离散无记忆，故扩展信道的信道转移概率矩阵为 

(3) =P
3 2 2 22 2 2 3

3 2 2 2 2 2 2 3

000 001 010 011 100 101 110 111

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )(1 ) (1 ) (1 )000

111 (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )

p p p p p p pp p p p p p p

p p p p p p p p p p p p p p

⎡ ⎤− − − −− − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − − − −⎣ ⎦

 

按极大似然译码准则译码，注意到 p<0.5，在矩阵的每一列中选一最大值（矩阵中带下划

线的值），译码为 
F(000)= 000，  F(001)= 000，   F(010)= 000，   F(100)= 000 
F(011)= 111，  F(101)= 111，   F(110)= 111，   F(111)= 111 

计算平均错误概率 pe，由于信源等概分布，有 1 2
1( ) ( )
2

q q= =x x 。 

根据式（5-4）得      e ( ) ( ) ( )
k k

p p p q= =∑ ∑ ∑ ∑
- -x x y x x y

xy y x x  

= 3 2 2 31 12 6(1 ) 3 2
2 2

p p p p p× + × − = −  

与式（5-1）的计算结果一致。 

5.3  信道编码定理 

信号在传输过程中不可避免地会拾取干扰，以致产生传输错误，选择合适的编译码规则可

以使错误概率尽可能小，信道编码定理（香农第二定理）指出：信道容量 C 是满足错误概率

pe→0 时，信道所能容纳的信息传输率的极限值。 
定理 5.1  对于任何离散无记忆信道 DMC，存在信息传输率为 R，长为 n 的码，当 n→∞

时，平均差错概率 pe < exp{−nE (R)}→0，式中 E (R) 为可靠性函数，E ( R )在 0< R< C 的范围

内为正。 
定理 5.1 说明：信道容量 C 是保证无差错传输时，信息传输率 R 的极限值，对于固定信道，

C 值是一定的，它是衡量信道质量的一个重要物理量。 
上述定理也称有噪信道编码定理，即 Shannon 第二定理。 
下面进行证明。 

1．随机编码方法 

随机编码方法是 Shannon 引入的一个数学方法，它是信息论的基本技巧，通过这一方法证

得了有噪信道编码定理——Shannon 第二定理。 
信道输入字符集 A ={a1, a2, , ak}，共 k 个字符。 
选用长为 n 的定长码，共可构成 k n个矢量，设有 M 个消息待传输(M<kn)，每次随机地从

k n个矢量中抽出 M 个矢量构成一个码集 C（允许重复取），有 
C = {x1 , , xm, , xM} 

共可构成 k nM个这样的码集。 
由随机编码的构造方法知道，得到任何一个码字的概率相同，且相互独立。 
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在 5.2 节中，导出了按最大后验概率译码准则译码时的平均错误概率 pe的计算式（5-4），
但当信道中传输的码字的码长 n 很大时，pe的计算变得很困难，当 n>100 时，用计算机精确地

计算出 pe也很困难，所以转为寻找 pe的下界和上界，用它们来对 pe进行估值。 
但下界的估算更为复杂，这里只讨论上界，给出常用的 Gallager 上界。 

2．Gallager 上界 

因为上述按随机编码方法构成的码集是等概分布的，按照极大释然译码准则译码，在发送

码矢 xk时，要得到正确译码须满足 

( ) ( )k mp p m k> ∀ ≠y x y x ，  即
( )
( )

1k

m

p
p

>
y x
y x

 

则                                  
( )
( )

1 0k

m

p
p

λ

λ
⎡ ⎤

> >⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

y x
y x

                 （5-5） 

定义示性函数 

0 ( ) ( )
( ) 1,2, ,

1 ( ) ( )
k m

k
k m

p p
I m M

p p

⎧ >⎪= =⎨
⎪⎩

y x y x
y

y x y x
 

则发送码矢 xk判错的概率为 

( ) ( ) ( )e k k kp I p=∑
y

x y y x               （5-6） 

根据式（5-5），当 0≤λ , ρ≤1 时，式（5-7）成立 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0

1
k mm

m k k k m

p pp
p p p

ρ
λ

≠

⎧ ⎫ ⎧⎡ ⎤⎪ ⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨
⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎩⎩ ⎭

>
∑

y x y xy x
y x y x y x

        （5-7） 

用示性函数 Ik (y)表示式（5-7），即 

( ) ( )
( )

m
k

m k k

p
I

p

ρλ

≠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑
y x

y
y x

                     （5-8） 

将式（5-8）代入式（5-6），得 

( ) ( ) ( )
( )e

m
k k

m k k

p
p p

p

ρλ

≠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪
⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

∑ ∑
y

y x
x y x

y x
 

式中，0≤λ , ρ≤1，因为λ , ρ 都是任意数，可取
1

1
λ

ρ
=

+
，则有 

( ) ( ) ( )
11

11
e k k m

m k
p p p

ρ

ρρ ++

≠

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑
Y

x y x y x               （5-9） 

式（5-9）称为 Gallager 上界。 

当 
当 
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3．随机编码错误概率上界 

Gallager 限仅给出发送码矢 xk时的错误概率上界，还要对全部码失求平均，下面对上述的

随机编码集合求平均。 

对于随机编码，各码字等概且独立，有 1
1

( ) ( )
M

m M m
m

q q
=

=∏x x x x, , , , ，对式（5-9）求统计

平均值，得平均错误概率上界 

1

e 1 e( ) ( )
M

m M kp q p= ∑
x x

x x x x
, ,

, , , ,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

11
11

1 2
M

M k m
m k

q q q p p
ρ

ρρ ++

≠

⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑ ∑
, ,x x y

x x x y x y x  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

k m

k k m m
m k

q p q p
ρ

ρ ρ+ +

≠

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑∑ ∑ ∑

y x x
x y x x y x                 （5-10） 

先看后面一项 ( )
1

1( )
m

m m
m k

q p
ρ

ρ+

≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑
x

x y x ，因为 0≤ρ≤1，而 xρ是 x 的∩型凸函数，由∩型

凸函数的定义知，函数均值小于等于均值函数，即有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

m m

m m m m
m k m k

q p q p
ρρ

ρ ρ+ +

≠ ≠

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑
x x

x y x x y x         （5-11） 

因为∀xm(m = 1,2, , M)都通过同一信道传输，故 p(y|xm)值相同，记为 p(y|x)，代入

式（5-11）得 

( ) ( )
1

1

m

m m
m k

q p
ρ

ρ+

≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
x

x y x ( ) ( )
1

1( 1)M q p
ρ

ρ+
⎡ ⎤

−⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑
x

x y x            （5-12） 

将式（5-12）代回式（5-10），得 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1
e ( 1)

k

k k
y x x

p q p M q p
ρ

ρ ρ+ +
⎡ ⎤

−⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑∑ ∑x y x x y x  

( ) ( )
11

1( 1)M q p
ρ

ρ ρ

+

+
⎡ ⎤

= − ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑
y v

x y x                          

这是平均错误概率的一个上界，在这个上界的推导过程中，并没有强调离散无记忆信道，因此

它对有记忆的离散输入、输出及连续输出信道都适用，只不过在连续情况下，p(y|x) 表示概率密度。 

4．离散无记忆信道 DMC 的错误概率上界 

对于 n 维离散无记忆信道 DMC，有 ( )
1

( )
n

i i
i

p p y x
=

=∏y x ，对于随机编码
1

( ) ( )
n

i
i

q q x
=

=∏x （信

源也离散无记忆），将这两个关系式代入式（5-12），并记 DMC 的平均错误概率为 ep ，有 

( )
1 1

1
11

11e 1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( )
N N

N N N
y y x x

p M q x p y x q x p y x
ρ

ρ
ρρ

+

++
⎡ ⎤

− ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑  

( )
1

1
1

1
1 ( ) ( )

i i

n

i i i
y xi

M q x p y x
ρ

ρ
ρ

+

+

=

⎡ ⎤
= − ⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑∏                  （5-13） 
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因为序列 x = x1, , xi,, , xn 中的∀xi，都取自同一符号集 A ={a1, a2, , ak}，故分布 q(xi)
相同，∀xi，又都通过同一信道传输，故 p(yi|xi)也相同，记 

1 11 1
1 1( ) ( ) ( ) ( )

i i

i i i
y x y x

q x p y x q x p y x
ρ ρ

ρ ρ

+ +

+ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

∑ ∑ ∑ ∑           （5-14） 

将式（5-14）代入式（5-13），得 

( )
11

1e 1 ( ) ( )
n

y x
p M q x p y x

ρ
ρ

ρ

+

+
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪− ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑  

11
1( ) ( )

n

y x
M q x p y x

ρ
ρ ρ

+

+
⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪< ⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∑ ∑                     （5-15） 

5．可靠性函数 E (R)  

信息传输率
ln eRnMR M

n
= ⇒ = ，则式（5-15）可写为 

1
1

1ln ( ) ( )

e e e

n

y x

q x p y x
Rnp

ρ

ρ

ρ

+

+

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭<

∑ ∑
                       （5-16） 

记 
11

1 0ln ( ) ( ) ( , ) , 0 1
y x

q x p y x E q
ρ

ρ ρ ρ
+

+
⎡ ⎤

− =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑  

则式（5-16）可写成        ( ){ }e 0exp ,p n R E qρ ρ< − − +⎡ ⎤⎣ ⎦                  （5-17） 

为了使上界更紧致，对式（5-17）右边求极小值，即对指数−ρR + E0 (ρ, q)求极大值，记这

个极大值为                   ( ) [ ]00 1
max max ( , )

q
E R E q R

ρ
ρ ρΔ −  

则式（5-17）可写为               pe<exp {−n E (R )} 
称 E (R)为可靠性函数，也称随机编码指数，它与信道转移概率 p(y|x)有关。 
可以证明，在 0≤R≤C 的范围内，E (R )是下降的、下凹的正值函数，说明 E (R)有界，这

样，当 ( )lim
n

nE R
→

→
∞

∞时，有 exp {−n E (R ) }→0，从而 pe < exp {−n E (R )}→0。 

这就证明了信道编码定理。            证毕 
可靠性函数 E (R )在信道编码中有重要意义，它表示了在码长 n 一定的条件下，最佳编码

平均错误概率的一个上界，同时也说明了 pe随 n→∞而趋于 0 的速率，在规定了 pe值后，E (R)
可帮助选择合适的码长 n 和信息传输率 R。 

5.4  费诺引理及信道编码逆定理 

信道编码定理指出，当信息传输率 R < C 时，一定存在着错误概率 pe→0 的好码。本节介

绍的信道编码逆定理则指出，若 R > C，则无论采用什么方法，都不能使 pe→0。 
信道编码逆定理的证明要用到费诺（Fano）不等式，它是信息论中一个著名的不等式，下

面予以介绍。 
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5.4.1  费诺不等式   

设信道输入符号 X 和输出符号 Y 取自同一符号集 A = {a1, a2, , ak }，则传输过程中的错误

概率 pe和信道疑义度 H (X|Y )之间满足下列关系式： 
H (X|Y )≤H2 (pe) + pe log (k−1)                    （5-18） 

式（5-18）就是著名的 Fano 不等式。 
证明：设信道输入符号为 xi，输出符号为 yj，根据最大后验概率准则进行判决，则发 xi 收

到 yj判对的概率为φ (xj|yj)，判错的概率为 
( ) 1 ( ) ( )j j j i j

i j
p e y x y x yφ φ

≠

= − =∑                   （5-19） 

另外，可算出条件熵 
( ) ( ) log ( )j i j i j

i
H X y x y x yφ φ= −∑  

( ) log ( ) ( ) log ( )j j j j i j i j
i j

x y x y x y x yφ φ φ φ
≠

= − −∑              （5-20） 

将式（5-20）分两项考虑。 
第一项，根据式（5-19）可得   

−φ (xj|yj) log φ (xj| yj) = − [1−p (e| yj)] log [1−p (e| yj)]         （5-21） 
第二项， 

( ) log ( )i j i j
i j

x y x yφ φ
≠

−∑  

( ) ( )
log ( ) ( ) ( ) log

( ) ( )
i j i j

j i j j
i j i j j j

x y x y
p e y x y p e y

p e y p e y

φ φ
φ

≠ ≠

⎡ ⎤
⎢ ⎥= − −
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑  

≤p (e| yj) log p (e| yj)+p (e| yj) log(k−1)                      （5-22） 

式中，
( ) ( )

log
( ) ( )

i j i j

j j

x y x y

p e y p e y

φ φ⎡ ⎤
⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

是（k−1）个事件的熵，根据极大熵定理，它不大于这（k−1）个

事件等概分布时的熵 log（k−1）。 
将式（5-21）和式（5-22）代回到式（5-20），得 

H(X| yj)≤− [1−p(e| yj)]log[1−p(e| yj)] −p(e| yj)log p(e| yj)+ p (e| yj)log (k−1) 
= H2 [p(e|yj)] + p(e|yj) log(k−1)                               （5-23） 

设 Y 空间分布为{ω (yj), j =1, 2, , k }，对式（5-23）两边关于 Y 空间求和，得 

( ) ( )( )j j
j

H X Y y H X yω=∑  

2( ) ( ) ( ) ( ) log( 1)j j j j
j j

y H p e y y p e y kω ω⎡ ⎤ + −⎣ ⎦∑ ∑  

= H2 (pe) + pe log (k−1) 
这就得到了 Fano 不等式（5-18）：H (X|Y )≤H2 (pe) + pe log (k−1)          
（1）Fano 不等式的物理意义： 
进行一次判决后，关于 X 的疑义度可分成两项： 
① 是否判对，疑义度为 H2 (pe)； 
② 如果判决出错（概率为 pe），错在 k−1 个符号中的哪一个？疑义度不会超过 log (k−1)。 
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（2）将 Fano 不等式推广到 L 维矢量的情况 
设 x = x1, , xl, , xL , y = y1, , yl, , yL，皆为 L 维矢量，∀xl , yl ∈A = {a1, a2, , ak }，记

pe为错误概率，则 

H (X | Y )≤L [H2 (pe) + pe log (k−1)]                 （5-24） 

证明：根据熵的链规则式（2-44），有 
H (X |Y ) = H (X1|Y ) + H (X2|Y X1) + + H (XL|Y X1

L−1) 

≤H (X1|Y1) + H (X2|Y 2) + + H (XL|YL )      （条件熵≤无条件熵） 

1
( )

L

l l
l

H X Y
=

= ∑ 2 e e
1
[ ( ) log( 1)]

L

l
H p p k

=

+ −∑     （Fano 不等式） 

= L [H2 (pe) + pe log (k−1)]                  （∀xl , yl 都取自同一符号集） 
证毕   

5.4.2  信道编码逆定理   

在讲述信道编码逆定理以前，先介绍一个引理。 
引理 5.1  设 u = u1, , ul , , uL为 L 维随机矢量，∀ul 取自同一符号集{U}，则 

( ) ( )lim
L

H
H U

L→∞
=

U
                              （5-25） 

式中，H (U )表示 L 维熵，H (U )表示一维熵。 

H (U ) = H (U1
L−1,UL) = H (U1

L−1) + H (UL|U1
L−1) 

11
11

( )( )( )
LL

LH UHH
L L L

−−

= +
UUU                           （5-26） 

另外，根据熵的链规则，有 

H (U ) = H ( U1) +H (U2|U1) +H (U3|U1U2)+ +H (UL|U1U2 UL−1) 

≥H (U1|U1U2 UL−1)+ H (U2|U1U2 UL−1) + +H (UL|U1U2 UL−1) 

= L H (UL|U1
L –1 )                               （因 ∀ul 取自同一符号集） 

式中，U1
L –1 = U1U2 UL−1。故 

1
1

( )( )L
L

HH U
L

− UU                          （5-27） 

将式（5-27）代入式（5-26），得 
1

1( )( ) 1 ( )LHH H
L L L L

−

+
UU U  

即         
1

1( )( )
1

LHH
L L

−

−
UU                           （5-28） 

式（5-28）表示
( )H
L

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

U
是 L 的单调降序列。而由熵的非负性，说明

( )H
L
U

有下界，其下

界为 H (U)，即 
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( ) ( )lim
L

H
H U

L→
=

U
∞

 

考虑图 5-6 所示的通信过程，u 为信源输出的 L 维序列，x 为经信道编码器编码后输出的 n
长码字，y 是 x 经 n 维有扰扩展信道传输后的输出， û 是对 y 的估值。矢量 u, x, y, û 中的所有

元素都取自同一符号集 A = {a1, a2, , ak }。 

 

图 5-6  通信过程 

根据数据处理定理：不论经过何种数据处理，信息量均减少。则由图 5-6 可见

ˆ( ; ) ( ; )I IU U X Y ，对于离散无记忆信道，根据定理 4.1 有 Cn≤nC，则 

 ( ; ) ( ; )I I
∧

U U X Y ≤Cn≤nC                      （5-29） 

另外，                  ( ; ) ( ) (I H H
∧

= −U U U U |
∧

U ) 

( ) ( ; )H I
∧

− =U U U H(U |
∧

U )                     （5-30） 
将 Fano 不等式的矢量式（5-24）及式（5-29）代入式（5-30）得 

H(U ) −nC≤L [H2 (pe) + pe log (k−1)]               （5-31） 

考虑到式（5-25），在 L→∞条件下，H(U ) = L H (U)，代入到式（5-31）并整理得 

H2 (pe) + pe log (k−1)≥H (U) [ ]( ) D
nC n L nH U C R C
L L n L

⎡ ⎤− = − = −⎢ ⎥⎣ ⎦
 

即 

H2 (pe) + pe log (k−1) [ ]D
n R C
L

−                   （5-32） 

式中， ( )D
LR H U
n

= 为信息传输率。 

从式（5-32）可看出，当 RD >C 时，右边为大于零的数，说明差错概率有确定下界，不能

以任何方式趋于零，这就是下面的信道编码逆定理。 
定理 5.2  信道编码逆定理 信道容量 C 是可靠通信系统信息传输率的上界，当 R>C 时，

不可能存在任何方法使差错概率任意小。 

本 章 小 结 

码矢集合 C ={ x1, x2, , xM }，码矢 xk ∈ C 通过信道转移概率为 p(y | xk)的信道传输，输出

矢量 y，信道译码器估值为 ˆkx =F(y)， ˆkx ∈{x1, x2, , xM }。 

最大后验概率译码准则    φ（ ˆkx | y）> φ（xm | y）
[1,2, , }

{ }m

k m m M
x
≠ =⎧

⎨ ∈⎩ C
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极大似然译码准则        p（y | ˆkx ）> p（y | xm）
[1,2, , }

{ }m

k m m M
x
≠ =⎧

⎨ ∈⎩ C
 

平均译码错误概率        e ( )
k

p p= ∑ ∑
-x x y

xy  

信道编码定理           
对于任何离散无记忆信道 DMC，存在信息传输率为 R，长为 n 的码，当 n→∞时，平均差

错概率 pe < exp{−nE (R)}→0，式中，E (R) 为可靠性函数，E ( R )在 0< R< C 的范围内为正。 
信道编码逆定理 
信道容量 C 是可靠通信系统信息传输率的上界，当 R >C 时，不可能存在任何方法使差错

概率任意小。 
Fano 不等式                   H (X | Y )≤H2 (pe) + pe log (k−1) 

思考题与习题 

5.1  R 为信息传输率，根据 Shannon 第二定理，当码长 n→∞时，满足什么关系式，可使

错误概率 pe→0？ 
5.2  写出 Fano 不等式，其中哪一项表示是否判对的疑义度？ log (k−1)又表示什么？ 
5.3  根据 Shannon 定理，说明哪个物理量是保证无差错传输时信息传输率 R 的上限值，

哪个物理量又是信源可压缩信息的最低极限。 
5.4  最大后验概率译码准则就是最小错误译码准则，对吗？ 
5.5  极大似然译码准则就是最小错误译码准则，对吗？ 
5.6  在信源等概分布时，极大似然译码准则就是最小错误译码准则，对吗？ 
5.7  信道编码以增加冗余度来提高可靠性，这种说法对吗？ 
5.8  离散无记忆信源，熵为 H(X)，对信源的 L 长序列进行等长编码，码字是长为 n 的 D

进制符号串，试问满足什么条件时，可实现无失真编码？ 

5.9  二进制删除信道的信道转移概率矩阵位
1 0

0 1
δ δ

δ δ
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P ，证明对于此信道来说，

极大似然译码准则就等于最小错误译码准则。 

5.10  离散无记忆信道 DMC，转移概率矩阵为

1/ 2 1/ 6 1/ 3
1/ 3 1/ 2 1/ 6
1/ 6 1/ 3 1/ 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

（1） 1 2 3
1 1 1( ) , ( ) , ( )
2 4 4

q x q x q x= = = ，求最佳判决译码及误码率 pe1； 

（2）若信源等概分布，求最佳判决译码及误码率 pe2。 

5.11  设有一离散无记忆信道，其信道转移概率矩阵为

1/ 2 1/ 3 1/ 6
1/ 3 1/ 6 1/ 2
1/ 6 1/ 2 1/ 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，若信源分布

为 1 2 3

( ) 2 / 7 3/ 7 2 / 7
X x x x

q X
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，按最大后验概率译码，求误码率 pe。 
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5.12  一离散无记忆信道的信道转移概率矩阵为

1/ 2 1/ 2 0 0 0
0 1/ 2 1/ 2 0 0
0 0 1/ 2 1/ 2 0
0 0 0 1/ 2 1/ 2

1/ 2 0 0 0 1/ 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ， 

（1）找出一个码长为 2 的重复码（含 5 个码字），其信息传输率为
1 log5
2

，按极大似然译

码准则设计译码器，若码字等概输入译码器，求译码器输出端的平均错误概率 pe。 
（2）找出一个码长为 2 的码，使平均错误概率 pe = 0。 

5.13  信道输入{x0, x1}，输出{y0, y1, y2}，信道转移概率
1/ 2 1/ 2 0

0 1/ 2 1/ 2
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

P ，求 

（1）使 I (X; Y) 达到信道容量的最佳输入分布； 
（2）最佳分布下的 E0 (ρ, q) 函数。 
5.14  计算下述信道的 E0 (1, q)， 0 0(1) max (1, )

q
E E q= 。 

（1）二进制对称信道，固有误码率为 p； 
（2）二元 Z 信道，转移概率为 p。 
5.15  符号取自{0, 1}的长度为 3 的序列，共有 23个。信源含 8 个消息，对其编码，码字

从 23个长度为 3 的序列中独立、等概选取，若采用极大似然译码规则，分别求通过以下 3 种信

道传输时的平均错误概率 pe。 

（1）二进制对称信道，信道转移概率矩阵
1

1
p p

p p
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P ； 

（2）二进制 Z 信道，信道转移概率矩阵
1 0

1p p
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P ； 

（3）二进制删除信道，信道转移概率矩阵
1 0

0 1
p p

p p
−⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
P 。 

5.16  信源 1 2 3

( ) 1/ 3 1/ 3 1/ 3
X x x x

q X
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

，信道转移概率矩阵

0.5 0.3 0.2
0.4 0.3 0.3
0.1 0.9 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，信道输出

符号 Y = {y1, y2, y3}。 
（1）计算信源熵 H(X)和噪声熵 H(Y | X)； 
（2）计算从发送端观察到的平均错误概率 pex； 
（3）计算从接收端观察到的平均错误概率 pey； 
（4）你能否通过信道转移概率矩阵，对该信道作一个好坏评价？ 
5.17  信源符号{ }0 1 2 3x x x x 等概分布，取码长为 4，对其进行二进制等长编码，编码

为

0

1

2

3

:1111
: 0000
:1100
: 0011

x
x
x
x

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，信道为二进制对称信道，固有误码率为 p( p<0.5)，试选择一种译码规则，使平均

错误概率 pe最小。 
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5.18  信源符号集{x0, x1, x2, x3, x4}，等概分布，给定一离散无记忆信道，信道转移概率矩

阵为

0.5 0.5 0 0 0
0 0.5 0.5 0 0
0 0 0.5 0.5 0
0 0 0 0.5 0.5

0.5 0 0 0 0.5

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P  

（1）计算信道容量 C； 
（2）设计一码长为 2 的重复码，按极大似然译码准则译码，求平均错误概率 pe。 
5.19  信道输入符号集 X = {0, e, 1}，输出符号集 Y = {0, 1}，信道转移概率矩阵

1 0
1/ 2 1/ 2

0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P ，信源有 4 个消息{u0, u1, u2, u3}，编码为

0

1

2

3

: 00
: 01
:10
:11

u ee
u ee
u ee
u ee

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

，接收矢量 y = y0 y1 y2 y3，

译码规则 F(y0 y1 y2 y3) = y0 y1 e e。 
（1）求信息传输率 RD ； 
（2）证明在上述译码规则下，对所有码字错误概率等于零。 
 
 
 




