
 

 

 

     第 2 章 

            线 性 规 划 

本章学习目标 

  掌握线性规划的建模方法以及模型特征； 
  理解单纯形法与对偶单纯形法的基本思想，掌握两种方法的基本步骤、适用前提以及

它们之间的区别与联系； 
  理解对偶问题的基本性质、经济解释以及在管理决策中的应用； 
  理解灵敏度分析的作用与意义，掌握灵敏度分析工具与分析内容。 

本章需掌握的基本概念与基本方法 

  线性规划与线性规划标准形式； 
  可行解、基解、基可行解、最优解； 
  凸集、顶点、可行域； 
  检验系数、最小 θ比值； 
  对偶问题与影子价格； 
  图解法、单纯形法、大 M 法、两阶段法、对偶单纯形法； 
  灵敏度分析。 

2.1  问题的提出 

线性规划是运筹学的一个重要分支，是帮助管理者做出决策的有效方法之一。在经济管

理活动中，通常需要对有限的资源寻求最佳的利用或分配方式。任何资源，如劳动力、原材

料、设备或资金等都是有限的，因此，必须进行合理的配置，寻求最佳的利用方式。所谓最

佳的方式，必须有一个标准或目标，在单一目标问题中，就是使利润达到最大或成本达到最

小，由此可以把有限资源的合理配置归纳为两类问题：一类是如何合理地使用有限的资源，

使经济管理的效益达到最大；另一类是在经济管理的任务确定的条件下，如何合理地组织、

安排活动，使所消耗的资源数最少，这是最常见的两类规划问题。 
与规划问题有关的数学模型主要由以下内容组成：一部分是约束条件，反映有限资源对

经济管理活动的种种约束，或者必须完成的任务；另一部分是目标函数，反映决策者在有限

资源条件下希望达到的目标。在学习具体内容之前，要先了解以下问题。 
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【例 2.1】 SY 公司计划生产Ⅰ、Ⅱ两种家电产品。已知各生产一件产品时分别占用设备

的台时(小时/件)以及人工(小时/件)和资源总量，各售出一件产品时的收益(元/件)情况，见

表 2.1。问该公司应如何生产可使获取的总收益为最大？这是一个如何合理地使用有限资源

产生最大收益的问题。 

表 2.1 

                        产品 
资源 Ⅰ Ⅱ 现有资源 

设备台时 2 3 300 

人工 2 1.5 180 

收益 100 120  

【例 2.2】 某加工厂要制作 100 套钢架，每套要用长为 2.9 m、2.1 m 和 1.5 m 的圆钢各一

根。已知原料长为 7.4 m，问应如何下料可使所用材料最省？这是一个典型的在生产任务确

定条件下，如何合理地组织生产(下料)，使所消耗资源数量最少的问题。 

【例 2.3】 某商场是个中型百货商场，现在需要对营业员的工作时间做出安排，营业员

每周工作五天，休息两天，并要求休息的两天是连续的。问题归结为：如何安排营业员的作

息时间，既能满足工作需要，又使配备的营业员人数最少？这是一个人力资源合理安排问题。 
对营业员的需求进行统计分析，得到营业员每天的需求人数见表 2.2。 

表 2.2 

时   间 所需营业员人数 时   间 所需营业员人数 时   间 所需营业员人数 

星期日 28 人 星期三 25 人 星期六 28 人 

星期一 15 人 星期四 19 人   

星期二 24 人 星期五 31 人   

【例 2.4】 某部门现拥有资金 100 万元，可在今后 5 年中用于投资，拟议中的项目有 A、

B、C、D 四个，各项目的投资周期及收益见表 2.3。需要解决的问题是：假定资金年初投资，

投资周期末收回，那么该如何做出投资决策，能使五年末积累的资金最多？ 

表 2.3 

项    目 A B C D 

投资周期 1 年 2 年 4 年 5 年 

年投资收益率 8% 10% 16% 20% 

上述四个问题是典型的线性规划问题，将分别在 2.2 和 2.9 节中加以讨论。 

2.2  问题的数学模型 

现在运用线性规划数学模型构建思路对例 2.1 和例 2.2 进行讨论。 
例 2.1 中，先用变量 1x 和 2x 分别表示 SY 公司制造家电Ⅰ和Ⅱ的数量。这时该公司可获

取的总收益为(100 1x +120 2x )元，令 z=(100 1x +120 2x )元，因问题中要求获取的总收益为最

大，即 max z。z 是该公司能获取的总收益的目标值，它是变量 1x 和 2x 的函数，称为目标函数。
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1x 、 2x 的取值受到设备和工时能力的限制，用于描述限制条件的数学表达式称为约束条件。

由此，例 2.1 的数学模型可表示为 
目标函数                     1 2max 100 120z x x= +  

    约束条件                    
1 2

1 2

1 2

2 3 300
s.t. 2 1.5 150

, 0

x x
x x

x x

+⎧
⎪ +⎨
⎪
⎩

≤

≤

≥

                   
2.1a
2.1b
2.1c

( )

( )

( )

 

 
模型中的式(2.1a)和式(2.1b)分别表示家电Ⅰ，Ⅱ的制造件数受设备和工时能力的限制，

式(2.1c)称为变量的非负约束，表明家电Ⅰ、Ⅱ制造数量不可能为负值。 
例 2.2 可以这样考虑：在长度确定的原料上截取三种不同规格的圆钢，有不同的下料方

案，但是各种下料方案的基本原则是下料以后剩下的余料足够少，已不能再截下任何一种规

格的圆钢，即余料的长度必须短于 1.5 m。这样可以归纳出 8 种不同的下料方案，按余料长

度逐步递增排序可得表 2.4。 

表 2.4 

下料方案

圆钢/m ① ② ③ ④ ⑤ ⑥ ⑦ ⑧ 

2.9 1 2 0 1 0 1 0 0 

2.1 0 0 2 2 1 1 3 0 

1.5 3 1 2 0 3 1 0 4 

余料/m 0 0.1 0.2 0.3 0.8 0.9 1.1 1.4 

由此，问题归纳为如何混合使用这 8 种不同的下料方案来制造 100 套钢架，且要使剩余

的料头总长为最短。 
可假设 xj 为第 j 种下料方案的取料根数，j = 1，2，…，8，目标是使余料总长度 z 极小

化，则 

2 3 4 5 6 7 80.1 0.2 0.3 0.8 0.9 1.1 1.4z x x x x x x x= + + + + + +  

100 套钢架生产任务的约束条件为 

1 2 4 6

3 4 5 6 7

1 2 3 5 6 8

2 100
2 2 3 100
3 2 3 4 100

x x x x
x x x x x
x x x x x x

+ + + =

+ + + + =

+ + + + + =

 

同时要求 jx ( j = 1, 2, 3, …, 8)大于零且为整数。 

所以，本例合理下料问题的线性规划模型为 

2 3 4 5 6 7 8min 0.1 0.2 0.3 0.8 0.9 1.1 1.4z x x x x x x x= + + + + + +  

                    

1 2 4 6

3 4 5 6 7

1 2 3 5 6 8

2 100
2 2 3 100

s.t.
3 2 3 4 100

0( 0,1, 2, ,8, )j

x x x x
x x x x x
x x x x x x

x j

+ + + =⎧
⎪ + + + + =⎪
⎨ + + + + + =⎪
⎪ =⎩ 且 整≥ 为 数

               (2.2) 
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上述两个例子表明，规划问题的数学模型由三部分组成：(1)变量，或称决策变量，是问

题中要确定的未知量，用于表明规划中用数量表示的方案、措施，可由决策者决定和控制；

(2)目标函数，是决策变量的函数，按优化目标分别在这个函数前加上 max 或 min；(3)约束

条件，指决策变量取值时受到各种资源条件的限制，通常用含决策变量的等式或不等式来表

达。如果在规划问题的数学模型中，决策变量的取值是连续的，目标函数是决策变量的线性

函数，约束条件是含决策变量的线性等式或不等式，则该类规划问题的数学模型称为线性规

划的数学模型。实际问题中线性的含义，一是严格的比例性，如生产某产品对资源的消耗

量和可获取的利润，同其生产数量严格成比例；二是可叠加性，如生产多种产品时，可获

取的总利润是各项产品的利润之和，对某项资源的消耗量应等于各产品对该项资源消耗量

的和。 
假定线性规划问题中含 n 个变量，分别用 jx ( j=1, …, n)表示，在目标函数中 jx 的系数为

jc ，通常称 jc 为价值系数， jx 的取值受 m 项资源的限制；用 ib (i=1, …, m)表示第 i 种资源

的拥有量， ib 称为资源系数；用 ija 表示变量 jx 取值为 1 个单位时所消耗或含有第 i 种资源的

数量，通常称 ija 为约束系数或工艺系数，则上述线性规划问题的数学模型可表示为 

1 1 2 2max( min) n nz c x c x c x= + + +或  

                      

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

( )
( )

s.t.
( )

, , , 0

n n

n n

m m mn n m

n

a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + + =⎪
⎪⎩

≤ ≥

≤ ≥

≤ ≥

≥

或 ，

或 ，

或 ，

            (2.3) 

该模型的简写形式为 

1

max( min)
n

j j
j

z c x
=

= ∑或  

                         1

( ) ( 1,2, , )
s.t.

0 ( 1,2, , )

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧
= =⎪

⎨
⎪ =⎩

∑ 或 ，≤ ≥

≥

       (2.4) 

用向量形式表达时，该模型可写为 

max( min)z CX=或  

                              1

( )
s.t.

0

n

j j
j

x
=

⎧
=⎪

⎨
⎪
⎩

∑ 或 ，≥

≥

P b

X

  (2.5) 

式中，

11 1

22 2
1 2( , , , ), , ,

j

j
n j

mjn n

ax b
ax b

c c c

ax b

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = =
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

C X P b 。 
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用矩阵和向量来表示可写为 

max(min)z = CX  

                               
( , )

s.t.
0

=⎧
⎨
⎩

或≤ ≥

≥

AX b
X

  (2.6) 

11 12 1

21 21 2

1 2

n

n

m m mn

a a a
a a a

a a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A  

式中，A 称为约束方程组(约束条件)的系数矩阵。 
变量 jx 的取值一般为非负， 0jx ≥ 。在数学意义上，可以有 0jx ≤ 。又如果变量 jx 表示

第 j 种产品本期内产量相对于前期产量的增加值，则 jx 的取值范围为 ( , )− +∞ ∞ ，称 jx 取值不

受约束，或 jx 无约束。 

2.3  线性规划问题的标准形式 

2.3.1  标准形式 

由于目标函数和约束条件内容和形式上的差别，线性规划问题可以有多种表达式。为了

便于讨论和制定统一的求解方法，规定线性规划问题的标准形式如下： 

1

max
n

j j
j

z c x
=

= ∑  

                           1

( 1, , )
s.t.

0 ( 1, , )

n

ij j i
j

j

a x b i m

x j n
=

⎧
= =⎪

⎨
⎪ =⎩

∑
≥

                      (2.7) 

式(2.7)用矩阵和向量来表示可写为。 

                                  
max

s.t.
0

z =

=⎧
⎨
⎩ ≥

CX
AX b
X

 (2.8) 

标准形式的线性规划模型中，必须符合以下四个条件： 
(1)目标函数为极大化型； 
(2)约束条件全为等式； 
(3)约束条件右端常数项 bi 全为非负值； 
(4)变量 xj 的取值全为非负值。 

2.3.2  非标准形式线性规划的转换 

对不符合标准形式的线性规划问题，可分别通过下列方法化为标准形式。 
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(1)目标函数为求极小值的转换。设目标函数为 

1

 min  
n

j j
j

z c x
=

= ∑  

因为求 min z 等价于求 max(−z)，所以令 z' = −z，即 

1

max
n

j j
j

z c x
=

′ = −∑  

(2)右端项 bi<0 时，只需将等式或不等式两端同乘以−1，则等式右端项必大于零。 
(3) 约束条件为不等式。当约束条件为“≤”时，如 1 27 3 34x x+ ≤ ，可令 1 2 37 3 34x x x+ + = ，

显然 3 0x ≥ ；当约束条件为“≥”时，如有 1 215 2 10x x+ ≥ ，可令 1 2 4 415 2 10, 0x x x x+ − = ≥ 。 3x
和 4x 是新加上去的变量，取值均为非负，加到原约束条件中去的目的是使不等式转化为等式。

其中， 3x 称为松弛变量， 4x 一般称为剩余变量。松弛变量或剩余变量在实际问题中分别表示

未被充分利用的资源和超出的资源数，均未转化为价值和利润，所以引进模型后它们在目标

函数中的系数均为零。 
(4)取值无约束的变量。如果变量 x 代表某产品当年计划数与上一年计划数之差，显然 x

的取值可能为正也可能为负，这时可令 x x x′ ′′= − ，其中 0x′≥ , 0x′′≥ ，将其代入线性规划模

型即可。 
(5)对 0x <  的情况，令 x x′= − ，显然 0x′≥ 。 

【例 2.5】 将下述线性规划化为标准形式： 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

min 7 3 5
2 3 6
4 2 2 3

s.t.
5 3 2 6

0, 0,

z x x x
x x x
x x x

x x x
x x x

= + +

− + +⎧
⎪− + −⎪
⎨ − − = −⎪
⎪⎩ 值 束取

≤

≥

≤ ≥ 无约

 

解：上述问题中令 z z′ = − ， 1 1x x′= − , 3 3 3x x x′ ′′= − ,其中 3x′ ≥ 0， 3x′′ ≥ 0，并按上述规则，该

问题的标准形式为 

1 2 3 3 4 5

1 2 3 3 4

1 2 3 3 5

1 2 3 3

1 2 3 3 4 5

max 7 3 5 5 0 0
2 3 6
4 2 2 2 3

s.t.
5 3 2 2 6

, , , , , 0

z x x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x

x x x x x x

′ ′ ′ ′′= − − + + +

′ ′ ′′+ + − + =⎧
⎪ ′ ′ ′′+ − + − =⎪
⎨ ′ ′ ′′+ + − =⎪
⎪ ′ ′ ′′⎩ ≥

 

2.4  标准型线性规划解的概念 

考虑以下标准的线性规划问题： 

                                 max z = CX                         (2.9) 
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                                 s.t.
0
=⎧

⎨
⎩ ≥

AX b
X

 
2.10
2.11

( )

( )
 

其中，C 是 n 维行向量；X 是 n 维列向量；b 是 m 维列向量；A 是 m×n 阶矩阵。通常可假定

m×n 阶矩阵满足 m≤n，而且 A 的秩 R(A)= m,否则可以删去一些多余等式，使之满足条件。 
下面介绍线性规划问题各种解的概念。 
(1)可行解。满足上述约束条件式(2.10)和式(2.11)的 T

1[ , , ]nx x=X ，称为线性规划问

题的可行解，全部可行解的集合称为可行域。 
(2)最优解。使目标函数(2.9)达到最大值的可行解称为最优解。 
(3)基。设 A 为约束方程组(2.10)的 m×n 阶系数矩阵(设 n >m)，其秩为 m；B 是矩阵 A

中的一个 m×m 阶的满秩子矩阵，称为线性规划问题的一个基。不失一般性地，设 

( )
11 1

1

1

, ,
m

m

m mm

a a
B P P

a a

⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

B 中的每个列向量 jP ( j=1, …, m)称为基向量，与基向量 jP 对应的变量 jx 称为基变量。线性

规划中除基变量以外的变量称为非基变量。 
(4)基解。在约束方程组(2.10)中，令所有非基变量 1 2 0m m nx x x+ += = = = ，又因为有

|B|≠0，根据克莱姆规则，由 m 个约束方程可解出 m 个基变量的唯一解 XB = [x1, …, xm]T。将

这个解加上非基变量取 0 的值，有 T
1[ , , ,0, ,0]mx x=X ，称为线性规划问题的基解。显然，

在基解中变量取非零值的个数不大于方程数 m，故基解的总数不超过 m
nC 个。 

(5)基可行解。满足变量非负约束条件式(2.11)的基解称为基可行解。 
(6)可行基。对应于基可行解的基称为可行基。 

【例 2.6】 求出下列线性规划问题的全部基解，指出其中的基可行解，并确定最优解： 

1 2

1 2 3

1 2 4

max 3 2

4
s.t. 2 6 12

0, ( 1, ,4)j

z x x

x x x
x x x

x j

= +

⎧ + + =
⎪

+ + =⎨
⎪ =⎩ ≥

 

该线性规划问题的全部基解见表 2.5，表中打√者为基可行解，标注*者为最优解 z* =12。 

表 2.5 

序号 x1 x2 x3 x4 z 是否基可行解 

① 0 0 4 12 0 √ 

② 0 4 0 −12 8 ×  

③ 0 2 2 0 4 √ 

④ 4 0 0 4 12 √* 

⑤ 6 0 −2 0 18 ×  

⑥ 3 1 0 0 11 √ 
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2.5  线性规划的图解法 

线性规划的图解法是借助几何图形来求解线性规划的一种方法。这种方法通常只适用于

求解两个变量的线性规划问题，因此它不是线性规划问题的通常算法，但是有助于直观地了

解线性规划的基本性质以及将在 2.6 节介绍的单纯形法的基本思想。 

2.5.1  图解法的基本步骤 

【例 2.7】 利用图解法求解下列线性规问题： 

                              

1 2

1 2

1 2

1 2

max 10 5
3 4 9

s.t. 5 2 8
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +

+⎧
⎪ +⎨
⎪
⎩

≤

≤

≥

 
2.12a
2.12b
2.12c

( )

( )

( )

 

现结合例 2.7 对图解法的主要步骤进行说明： 
(1)以变量 1x 为横坐标轴、 2x 为纵坐标轴画出直角平面坐标系，并适当选取单位坐标长

度。由变量的非负约束条件式(2.12c)知，满足该约束条件的解(对应坐标系中的一个点)均在

第 1 象限内。 
(2)图示约束条件，找出可行域。约束条件式(2.12a)可分解为 1 23 4 9x x+ = 和 1 23 4 9x x+ < ，

前者是斜率为 3
4

− 的直线，后者为位于这条直线下方的半平面。因此， 1 23 4 9x x+ ≤ 是位于直

线 1 23 4 9x x+ = 的点及其下方的半平面，如图 2.1 所示。类似地，约束条件式(2.12b)，在坐标

系中是 1 25 2 8x x+ = 这条直线上的点及其左下方的半平面。同时满足约束条件式(2.12a)～式

(2.12c)的点如图 2.2 所示，图中的凸多边形 OABCD 所包含的区域(用阴影线表示)是例 2.7
线性规划问题的可行域。 

                   
图 2.1                                  图 2.2 

(3)图示目标函数。由于 z 是一个要优化的目标函数值，随 z 的变化， 1 210 5z x x= + 是斜

率为−2 的一族平行的直线，如图 2.3 所示，图中向量 P 代表目标函数值 z 的增大方向。 
(4)最优解的确定。因最优解是可行域中使目标函数值达到最优的点，将图 2.2 和图 2.3

合并得到图 2.4，可以看出，当代表目标函数的那条直线由原点开始向右上方移动时，z 值逐
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渐增大，一直移动到目标函数的直线与约束条件包围成的凸多边形相切时为止，切点就是代

表最优解的点。因为再继续向右上方移动，z 值仍然可以增大，但在目标函数的直线上找不

出一个点位于约束条件包围成的凸多边形内部或边界上。 

                   
图 2.3                                      图 2.4 

本例中目标函数直线与凸多边形的切点是 B，该点坐标可由求解直线方程 1 23 4 9x x+ = 和

1 25 2 8x x+ = 得到，
T

* 31, ,0,0
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ，将其代入目标函数得 * 17.5z = 。 

2.5.2  图解法的几种可能结果 

在运用图解法求解线性规划过程中，除了存在上述唯一最优解的结果，还可能存在多个

解、无界解和无可行解，下面分别讨论总结。 
(1)可行域为封闭的有界区域 
①存在唯一最优解，如图 2.5 所示。 
②存在无穷多最优解，如图 2.6 所示。 

             
图 2.5                                       图 2.6   

(2)可行域为非封闭的无界区域。 
①存在唯一最优解，如图 2.7 所示。 
②存在无穷多最优解，如图 2.8 所示。 
③存在无界解，如图 2.9 所示。 
(3)可行域为空集。这种情况下无可行解，如图 2.10 所示。 

2.5.3  图解法基本结论 

对于两个变量的线性规划问题，可以利用图解法求解，从几何的角度得出以下几个结论。 
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图 2.7                              图 2.8 

               
 图 2.9                               图 2.10  

(1)线性规划问题的可行域是一个有界或无界的凸多边形，其顶点个数是有限个，且对应

该问题的基可行解。 
(2)若线性规划问题有唯一最优解，那么最优解一定可在可行域的某个顶点(基可行解)

上找到。 
(3)求解线性规划问题时，解的可能情况有：唯一最优解、无穷多最优解、无界解、无可

行解等。 

2.6  线性规划的单纯形法 

在图解法中，线性规划可行域的顶点与线性规划的基可行解之间存在的对应关系，启发

我们思考如下问题：若线性规划问题有最优解，那么这个最优解是否一定能在线性规划的基

可行解中找到？如果结论是肯定的，那么线性规划问题的求解过程将大大简化。因为线性规

划问题的基可行解的个数不会超过 m
nC 个，在有限个基可行解中寻找最优解显然要比在所有

可行解中寻找方便得多。单纯形法就是一种基于上述基本结论提出的求解线性规划的通用算

法，下面将从理论上做出证明。 

2.6.1  单纯形法的基本原理 

1．几个基本概念 

(1)凸集。设 K 是 n 维欧氏空间的一个点集，若在任意两点 X 

(1)∈K 和 X 

(2)∈K 的连线上

的一切点，有 (1) (2)(1 )α α+ −X X ∈K ( 0 1α≤ ≤ )，则称 K 为凸集。 
凸集的几何特征是：连接几何形体中任意两点的线段仍完全在该几何形体之中。不难证

明：有限个凸集的交集仍然是凸集。 
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(2)凸组合。设 X(1), X(2), …, X(k)是 n 维欧氏空间中的 k 个点，若存在 μ1, μ1, …, μk,满足

0 1iμ≤ ≤  (i=1, 2, …, k)，
1

1
k

i
i

μ
=

=∑ ，使 X 为 X(1), X(2), …, X(k)的凸组合。 

显然，凸集 K 中任意两点 X(1)和 X(2)连线上的任一点 X 都是 X(1)与 X(2)的一个凸组合。 
(3)顶点。设 K 为凸集，X∈K，若 X 不能用 X(1)∈K 和 X(2)∈K 两点的一个凸组合表示为

(1) (2)(1 )α α+ −X X ∈K( 0 1α≤ ≤ )，则称 X 为 K 的一个顶点。 

2．线性规划的基本定理 

定理 1  若线性规划问题存在可行域，则其可行域 { | , 0}D = = ≥X AX b X 是一个凸集。

(证明见附录 A) 

定理 2  设线性规划问题的可行域 | , 0, 1,2, ,
n

j j jD x x j n
⎧ ⎫⎪ ⎪= = =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ≥X P b ，则 X 是 D 的

一个顶点的充分必要条件是 X 为线性规划问题的基可行解。(证明见附录 A) 
定理 3  若线性规划问题有最优解，则一定存在一个基可行解是最优解。(证明见附录 A) 

2.6.2  单纯形法的基本思路 

由定理 3 可知，如果线性规划问题存在最优解，则一定有一个基可行解是最优解。因此，

单纯形法迭代的基本思路是：先找出一个基可行解，判断其是否为最优解，如为否，则通过

换基迭代转换到相邻的基可行解，并使目标函数值不断增大，这称为换基迭代，直至找到最

优解为止。单纯形法的基本思路如图 2.11 所示。下面通过一个例子来解释单纯形法求解最优

解的基本过程。 

 
图 2.11  单纯形法的基本过程 

【例 2.8】 用单纯形基本思路求解例 2.7 的线性规划问题： 
1 2

1 2

1 2

1 2

max 10 5
3 4 9

s.t. 5 2 8
, 0

z x x
x x
x x

x x

= +

+⎧
⎪ +⎨
⎪
⎩

≤

≤

≥

 

解：(1)化为标准形式 
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1 2 3 4

1 2 3

1 2 4

1 2 3 4

max 10 5 0 0
3 4 9

s.t. 5 2 8
, , , 0

z x x x x
x x x
x x x

x x x x

= + + +

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪
⎩ ≥

 

(2)确定初始的基可行解。本例中 [ ]1 2 3 4
3 4 1 0

, , ,
5 2 0 1

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
A P P P P ，

9
8

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
b , [ ]10,5,0,0=C ,

因为在系数矩阵 A 中存在一个单位矩阵 [ ]1 3 4
1 0

,
0 1

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
B P P , 所以容易确定一个初始的基可

行解。可取 3x 、 4x 为基变量， 1x 、 2x 为非基变量，此时令非基变量为零，求得初始基可行

解为 [ ]T(0) 0,0,9,8=X ，相当于图 2.4 中的原点 O，此时，目标值 0)0( =z 。 

(3)最优性判断。判断 [ ]T(0) 0,0,9,8=X 是否最优。由该问题的约束方程可得

3 1 29 3 4 ,x x x= − − 4 8x = − 1 25 2x x− ，将此二式代入目标函数，用非基变量来表示目标函数，

此时 1 210 5z x x= + ，[ ]10,5  为判断 (0)X 是否为最优解的检验系数，用 1σ 、 2σ 表示， ( 1,2)i iσ =

称为最优性判断的检验系数。因为 1 20, 0,σ σ> > ，所以无论 1x 或 2x 变为基变量(进基)都能使

当前的目标值 (0)z 增加，据此判断， (0)X 不是最优解。 
(4)换基迭代，求新的基可行解。换基的目的是找一个非基变量作为进基(换入)变量，同

时确定一个基变量作为出基(换出)变量，以使新的解目标值增加，同时新的解又在基可行解

集合内。 
①选择进基变量。按最大目标值增加原则， [ ] [ ]1 2max , 10,5 10σ σ = = ，所以 1x 为进基变量。 
②确定出基变量。因为 2x 未被选为进基变量，所以仍为非基变量，令 2 0x = ，由该问题

的约束方程得 3 1 4 19 3 , 8 5x x x x= − = − 。为保持新的解在基可行解范围内，无论是 3x 或 4x 被选

为出基变量，都需满足 3 40 0x x≥ ≥， ，即 1 19 3 0 8 5 0x x− −≥ ≥， ，得到 1 1
9 8
3 5

x x≥ ≥， 。令

1 2
9 8
3 5

θ θ= =， ，称
9
3
和

8
5
为 θ 比值，此时应取

9 8min , 1.5( 1,2)
3 5i iθ ⎧ ⎫= = =⎨ ⎬

⎩ ⎭
，才能保证

3 40 0,x x≥ ≥， 由此得到出基变量为 4x 。从这里可以看出θ 比值是判断出基变量的指标。 
③迭代，求新的基可行解。可对约束方程组的增广矩阵进行初等行变换，使进基变量 1x

所对应的系数列向量 1
3
5

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
P 变换成出基变量 x4 所对应的单位向量 4

0
1

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
P ，需要注意的是，

在变换过程中必须保持基变量 x3 的系数列向量 3
0
1

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
P 为单位向量不变。 

14 3 213 4 1 0 9 0 13 4 1 0 9 5 5 55 32 1 85 2 0 1 8 2 1 81 0 1 05 5 5 5 5 5

⎡ ⎤−⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

第二行除以 第一行 去第二行乘以减  (2.13) 

下面的增广矩阵是在原约束方程组增广矩阵的基础上通过初等行变换得到的，因此所对

应的约束方程组与原约束方程组是同解的线性方程组，在讨论中具有同等地位，由此可得到
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改进的新基可行解 1（ ）X 。此时，
T

(1) 8 21,0, ,0
5 5

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ， (1) 16z = ，相当于图 2.4 中的 A 点。 

(5)回到最优性判断。判断
T

(1) 8 21,0, ,0
5 5

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X 是否为最优解，由式(2.13)最终的增广矩阵

可以得到 3 2 4 1 2 4
21 14 3 8 2 1
5 5 5 5 5 5

x x x x x x= − + = − −， 。将此二式代入目标函数，用非基变量来表

示目标函数，此时， 

1 2 2 4

2 4

10 5 16 2z x x x x

σ σ

= + = + −

↑ ↑  

由于非基变量检验系数 2 1σ = 大于零，表明若 2x 进基，则能使当前的目标值 16 增加，所

以
T

(1) 8 21,0, ,0
5 5

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X 不是最优解，需改进。 

(6)再次换基迭代，求新的基可行解。 
①选择进基变量。因为只有 2x 的检验系数 2 1σ > ，所以选取 x2 为进基变量。 
②确定出基变量。由于 4x 仍然为非基变量，所以令 4 0x = ，由式(2.13)最终的增广矩阵

可得 3 2
21 14 ,
5 5

x x= − 1 2
8 2
5 5

x x= − 。为了保证新的解在基可行解范围中，需满足 3
21
5

x = −  

2
14 0,
5

x ≥  1 2
8 2 0,
5 5

x x= − ≥ 计算θ 比值得 1 2
3 4
2

θ θ= =， ，取
3 3

min , 4
2 2iθ = =⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

 ( 1,2)i = ，表

明出基变量是 3x 。 
③迭代，求新的基可行解。对式(2.13)再施以初等行变换，使进基变量 2x 所对应的系数

列向量 2

14
5
2
5

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P 变换成出基变量 3x 所对应的单位向量 3
1
0

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P ，见式(2.14)。需要注意的是，

在变换过程中必须保持基变量 1x 的系数列向量 1
1
0

=
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

P 为单位向量不变。变换过程如下： 

 
14 3 21 5 3 3 5 3 30 1 0 1 0 114 25 5 5 14 14 2 14 14 2

2 1 8 1 22 1 8 5 51 0 1 0 11 0
5 5 5 7 75 5 5

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

第一行除以 第二行 去第一行乘以减  (2.14) 

于是可得新的基可行解
T

(2) 31, ,0,0
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ， (1) 17.5z = ，相当于图解法例 6 中图 2.4 的 B 点。 

(7)再次回到最优性判断。判断
T

(2) 31, ,0,0
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X 是否为最优解，由式(2.14)最终的增广

矩阵可得 2 3
3 5
2 14

x x= − + 4
3

14
x ， 1 3 4

1 21
7 7

x x x= + − ，将此二式代入目标函数，用非基变量来表

示目标函数，此时有 
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1 2 3 4

3 4

1 5 2510 5 17
2 14 14

z x x x x

σ σ

= + = − −

↑ ↑
 

所有非基变量的检验系数均小于零，表明不管是 3x 或 4x 进基都不能使目标值在 17.5 的

基础上增加，所以求得最优解
T

* 31, ,0,0
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ， * 17.5z = 。 

2.6.3  表格形式的单纯形法 

对于如下形式的线性规划问题 ( 0, 1,2, , ) :ib i m> =  

1 1 2 2

11 1 12 2 1 1

21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

1 2

max

s.t.

, , , 0

n n

n n

n n

m m mn n m

n

z c x c x c x
a x a x a x b
a x a x a x b

a x a x a x b
x x x

= + + +

+ + +⎧
⎪ + + +⎪⎪
⎨
⎪ + + +⎪
⎪⎩

≤

≤

≤

≥

 

加入松弛变量后化为标准式 

                   

1 1 2 2 1 1

11 1 12 2 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2

1 1 2 2

1 2 1

max

s.t.

, , , , , , 0

n n n n n m n m

n n n

n n n

m m mn n n m m

n n n m

z c x c x c x c x c x
a x a x a x x b
a x a x a x x b

a x a x a x x b
x x x x x

+ + + +

+

+

+

+ +

= + + + + +

+ + + + =⎧
⎪ + + + + =⎪⎪
⎨
⎪ + + + + =⎪
⎪⎩ ≥

           (2.15) 

为了书写规范和便于计算，对单纯形法的计算设计了一种专门表格，称为单纯形表(见

表 2.6)。迭代计算中每找出一个新的基可行解时，就需重新画一张单纯形表。含初始基可行

解的单纯形表称为初始单纯形表，含最优解的单纯形表称为最终(优)单纯形表。 

表 2.6 

cj c1 c2 … cn cn+1 cn+2 … cn+m 
θi 

CB XB b x1 x2 … xn xn+1 xn+2 … xn+m 

cn+1 xn+1 b1 a11 a12 … a1n 1 0 … 0 θ1 

cn+2 xn+2 b2 a21 a22 … a2n 0 1 … 0 θ2 

            
cn+m xn+m bm an1 am2 … amn 0 0 … 1 θm 

z z σ1 σ2 … σn 0 0 … 0  

1．单纯形表的含义 

表 2.6 是初始单纯形表， BX 列填入基变量， BC 列填入基变量对应的价值系数；b 列中
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填入约束方程右端项系数，代表基变量的取值；第 2 行填入所有的变量；第 1 行填入相应的

价值系数；第 4 列至倒数第 2 列、第 3 行至倒数第 2 行填入整个约束系数矩阵；最后一行是

检验系数行，用来确定进基变量，对应于各个非基变量的检验系数为 jσ ，而基变量的检验系

数都为零。 
在整个运算过程中， BC 列的价值系数随着基变量的变化而变化，以便计算新的检验系数，

若非基变量存在大于零的检验系数，则当前的基可行解不是最优解。检验系数的计算公式为

(推导见 2.6.4 小节) 

                          B
1

m

j j j j n i ij
i

c a+
=

= − = − ∑c C P cσ  (2.16) 

单纯形表最右边这列是θ 比值，用来确定出基变量。在确定了进基变量 kx 之后，分别由

b 列元素 ib 除以 kx 列的对应元素 ika 确定，即当 0ika > 时，有 

                              i
i

ik

b
a

θ = ( 1,2, ,i m= ) (2.17) 

为了保证新的基解是可行的，取θ 比值最小值所在行的变量作为出基变量。 

2．表格形式单纯形法计算步骤 

(1)化标准形式，建立初始单纯形表(见表 2.6)。 
(2)计算非基变量的检验系数，若所有检验系数都小于等于零，则得到最优解，停止计算，

否则转下一步，检验系数计算公式(2.16)。 
(3)确定进基变量和出基变量。 max{ | 0}k j jσ σ σ= > ，取 kx 为进基变量。根据最小θ 规

则， min | 0i
i ik

ik

b
a

a
θ

⎧ ⎫
= >⎨ ⎬

⎩ ⎭
，取 ix 为出基变量，若此时 ika 都小于零，则无最优解，停止计算，

否则进入下一步。 
(4)换基迭代，求出新的基可行解，转步骤(2)。 

【例 2.9】 利用单纯形表求例 2.7 中的最优解。 
解：(1)求初始基可行解，列出初始单纯形表。 
根据例 2.7 的标准形，取 x3、x4 为基变量，它们所对应的系数列向量构成一个单位矩阵，

可作为初始可行基，由此可得初始的单纯形表，见表 2.7。 

表 2.7 

C 10 5 0 0 
θ 

CB XB b x1 x2 x3 x4 

0 x3 9 3 
5 

4 
2 

1 
0 

0 
1 

3 

0 x4 8 8/5 

z 0 10 5 0 0  

得初始基本可行解 [ ]T(0) 0,0,9,8=X ， (0) 0z = 。 

(2)最优性检验。因为检验系数行存在正的检验数，所以 (0)X 不是最优解。 
(3)换基迭代，求新的基可行解。 
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①确定进基变量。因为 max{10, 5}=10，由最大增加原则，取 x1 为进基变量。 

②确定出基变量。因为
9 8min , 1.5
3 5iθ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬

⎩ ⎭
，由最小比值原则，确定 x4 为出基变量。 

③迭代，求新的基可行解。以 x4 所在行和 x1 所在列的交叉元素“5”为主元素(加上“ ”，
以示区别)，进行初等行变换，可得新的单纯形表，见表 2.8。 

表 2.8 

C 10 5 0 0 
θ 

CB XB b x1 x2 x3 x4 

0 x3 21/5 0 
1 

14/5 
2/5 

1 
0 

−3/5 
1/5 

3/2 

10 x1 8/5 4 

z 16 0 1 0 −2  

(4)回到步骤(2)，再次检验。得到改进的基本可行解为
T

(1) 8 21,0, ,0
5 5

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ， (1) 16z =  。

但是检验数 2σ >0，所以改进后的 (1)X 仍不是最优解。  

由于只有一个正检验数 2σ ，所以取 2x 为进基变量。此时
3 3min ,4
2 2iθ ⎧ ⎫= =⎨ ⎬

⎩ ⎭
，所以取 3x 为

出基变量，再以 14/5 为主元素进行初等行变换，可得表 2.9。 

表 2.9 

C 10 5 0 0 
θ 

CB XB b x1 x2 x3 x4 

5 x2 3/2 0 1 5/14 −3/14 3/2 

10 x1 1 1 0 −1/7 2/7 4 

z 17.5 0 0 −5/14 −25/14  

因为不再存在大于零的检验系数，所以现行的基可行解为最优解，
T

* 31, ,0,0
2

⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
X ，相

应的最优值 * 17.5z = 。 

2.6.4  单纯形法的矩阵表示 

对于以下标准形式线性规划问题： 

max

s.t.
0

z
b

=

=⎧
⎨
⎩ ≥

CX
AX
X

 

设 1 2[ , , , ],n=A P P P 其 中 ( 1,2 , )j j n=P 是系 数 矩阵 A 的 第 j 个列 向 量。再 设

1 2B B B( , , , )
m

=B P P P 是系数矩阵 A 的一个基矩阵，这样系数矩阵 A 可分为两块， ( , )=A B N ，

N 是非基变量的系数矩阵。相应的向量 X 和 C 可以记为 
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B

N

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦

X
X

X
， B N[ , ]=C C C  

这样，目标函数可写成 

                        ( ) B
B N B B N N

N
max ,z

⎡ ⎤
= = +⎢ ⎥

⎣ ⎦

X
C C C X C X

X
      (2.18) 

约束条件 =AX b 可写成 

B
B N

N
( , )

⎡ ⎤
= + =⎢ ⎥

⎣ ⎦

X
B N BX NX b

X
 

由于 B 可逆，可得到 

                               1 1
B N

− −= −X B b B NX                        (2.19) 

对于一个确定的基 B，将式(2.19)代入式(2.18)，目标函数可以表示为 

                             
1 1

B N N
1 1

B N B N

( )

( )
Nz − −

− −

= − +

= + −

C B b B NX C X

C B b C C B N X
 (2.20) 

    令                            1
N N B

−= −C C B Nσ                    (2.21) 

为非基变量的检验系数。 
又令非基变量 N 0=X ，可得相应的解为 

                              
1

B

N 0

−⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X B bX
X

                            

 (2.22) 

如果 B 为可行基，则有 
1

B

N
0

0

−⎡ ⎤⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
≥

X B bX
X

 

目标函数为 1
Bz −= C B N 。 

用矩阵描述时，θ 规则的表达式是 

                        
1 1

1
1 1

( ) ( )
min | ( ) 0

( ) ( )
i l

k i
k i k l

b− −
−

− −

⎧ ⎫⎪ ⎪= > =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

B b B
B P

B P B P
θ  (2.23) 

式中，k 是出基变量的下标；l 是进基变量的下标。 
用矩阵和向量表示的单纯形表见表 2.10。 

表 2.10 

CB XB b 
CB CN 

θ  
XB XN 

CB BX  1−B b  1−B B  1−B N  

1

1
( )

( )
i

k i

−

−

B b
B P

 

z 1
B

−C B b  0 1
N B

−−C C B N   
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从表 2.9 中可以看出，单纯形表的每一次迭代，其实质都是在系数增广矩阵的左边乘以
1−B ，这个结论将在 2.7.7 小节灵敏度分析中得到运用。 

2.6.5  单纯形法的进一步讨论 

1．借助人工变量求初始的基可行解 

在例 2.8 中，化为标准形式后约束条件的系数矩阵中含有单位矩阵，以此作为初始基，

使得求初始基可行解和建立初始单纯形表都十分方便。但在下述的例 2.9 中，化为标准形后

的约束条件的系数矩阵中不存在单位矩阵，解决这类问题，必须引入人工变量。 
引入人工变量后的约束方程组与未引入人工变量的约束方程组一般是不等价的。在这点

上，人工变量与松弛变量或剩余变量是不同的，松弛变量或剩余变量只是将约束方程不等式

改写成等式，改写前后两个约束是等价的。而人工变量则不同，因为人工变量是在约束方程

已为等式的基础上，人为地加上去的一个新变量，因此加上人工变量后的约束方程与原来是

不一样的。加上人工变量以后，线性规划的基可行解不一定是原线性规划问题的基可行解，

只有当基可行解中所有人工变量都取零值的非基变量时，该基可行解对原线性规划才有意义。

此时只需去掉基可行解中的人工变量部分，剩余部分即为原线性规划的一个基可行解，而这正

是我们引入人工变量的主要目的。人工变量法主要有大 M 法和两阶段法两种，下面分别介绍。 
(1)大 M 法。以下通过例题来讲解大 M 法的思路和过程。 

【例 2.10】                     1 2max 2z x x= − +  

1 2

1 2

2

1 2

2
1

s.t.
3

, 0

x x
x x

x
x x

+⎧
⎪− +⎪
⎨
⎪
⎪⎩

≥

≥

≤

≥

 

化为标准形式后得 

21 2max xxz +−=  

                               

1 2 3

1 2 4

2 5

2
1

s.t.
3

0( 1,2,3,4,5)j

x x x
x x x

x x
x j

+ − =⎧
⎪− + − =⎪
⎨ + =⎪
⎪ =⎩ ≥

 

2.24a
2.24b
2.24c

( )

( )

( )
 

在将线性规划问题化为标准形式的基础上可以添加两列单位向量 P6、P7，与约束条件中

的向量 P5 构成单位矩阵 

6 7 5

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

P P P

 

P6、P7 是人为添加的，它相当于在上述问题的约束条件式(2.24a)中添加变量 x6，约束条

件式(2.24b)中添加变量 x7，变量 x6、x7 称为人工变量。由于约束条件式(2.24a)和式(2.24b)


