
第 2 章摇 自由空间中的电磁辐射

给定本构关系和边界条件, 我们可以通过求解微分形式的麦克斯韦方程来分析电磁辐

射问题。 然而, 对于大多数实际问题, 求解麦克斯韦方程是非常困难的。 仅对少数几个特

例, 我们可以得到麦克斯韦方程的解析解。 本章考虑其中最简单的情况, 即在介电常数为 、
磁导率为 滋 的无限大(无界)均匀媒质中的电磁辐射, 这样的媒质通常称为自由空间淤。 我们

首先引入标量位和矢量位的概念, 以帮助求解麦克斯韦方程。 接下来介绍并矢格林函数, 它

可以使电流辐射场的表达式更为紧凑。 最后, 我们将分析无限小电偶极子、 有限长电偶极

子、 圆电流环、 表面电流和简单阵列电流的辐射问题, 并推导描述场在无穷远处性质的索末

菲辐射条件。

2郾 1摇 标量位和矢量位

给定时谐电流源 J 和磁流源 M, 由源产生的电磁场满足麦克斯韦方程组:
(2郾 1郾 1)
(2郾 1郾 2)
(2郾 1郾 3)
(2郾 1郾 4)

从这些方程式可看到电场和磁场是相互耦合的, 耦合的强度取决于频率。 当频率降低时, 耦

合减弱。 当频率接近于零(棕寅0)时, 式(2郾 1郾 1)至式(2郾 1郾 4)变为

(2郾 1郾 5)
(2郾 1郾 6)

此时电场和磁场之间没有耦合, 因而可以分别独立求解。 这种场称为静态场。

2郾 1郾 1摇 静态场

在磁流为零时, 静电场由电荷产生, 并满足如下方程:
(2郾 1郾 7)

这是两个一阶偏微分方程, 其中仅有一个未知函数 E。 为求解这两个方程, 我们首先注意到

E 是一个无旋矢量, 因而可以表示成一个标量函数的梯度。 因此, 可以设

(2郾 1郾 8)
以满足式(2郾 1郾 7)中的第一个方程。 标量函数 渍 称为标量电位或标量电势。 将式(2郾 1郾 8)代
入式(2郾 1郾 7)中的第二个方程, 可以得到

淤 术语“自由空间冶经常用于描述两种特殊媒质。 一种是不含任何物质的真空或空气, 其介电常数和磁导率分别为

0 和 滋0; 另一种是介电常数和磁导率为常数的均匀无限大媒质。 其具体含义可以从上下文得知。



(2郾 1郾 9)
这是一个二阶偏微分方程。 在均匀媒质中, 式(2郾 1郾 9)可以写为

(2郾 1郾 10)

上式称为泊松方程。 在无限大媒质中, 其解为

(2郾 1郾 11)

这个结果可以通过对点电荷产生的标量电位进行线性叠加而得到, 也可以通过数学求解泊

松方程得到。 稍后我们将对更一般的情况讨论如何求解泊松方程。
当磁荷为零时, 静磁场由电流产生, 并满足如下方程:

(2郾 1郾 12)
这是两个一阶偏微分方程, 其中仅有一个未知函数 H。 为求解这两个方程, 我们首先注意到

B = 滋H 是一个无散矢量, 因而可以表示成一个矢量函数的旋度。 因此, 可以设

(2郾 1郾 13)
以满足式 (2郾 1郾 12) 中的第二个方程。 矢量函数 A 称为矢量磁位。 将式 (2郾 1郾 13) 代入

式(2郾 1郾 12)中的第一个方程, 可以得到

(2郾 1郾 14)

这是一个二阶的偏微分方程。 由于 A 是一个矢量函数, 仅仅知道它的旋度还不能唯一地确

定这个函数, 因为如果 A 是式(2郾 1郾 14)的一个解, 由矢量恒等式 伊 f以0 可知 A + f 也是

式(2郾 1郾 14) 的解。 因此, 为了唯一确定 A, 我们还要规定它的散度。 在均匀媒质中,
式(2郾 1郾 14)变为

(2郾 1郾 15)
为使式(2郾 1郾 15)的形式更加简单, 可以令 A 的散度为零, 即

(2郾 1郾 16)
这样, 式(2郾 1郾 15)则简化为

(2郾 1郾 17)
这是矢量泊松方程。 式(2郾 1郾 16)称为库仑规范。 通过与式(2郾 1郾 10)对比, 可以发现此方程

在无限大媒质中的解为

(2郾 1郾 18)

需要注意的是, A 的散度规定只是为了唯一地确定 A。 由于 A 是一个为求解 H 而引入的中

间变量或辅助变量, 它的唯一性并不重要。 因为即使 A 不是唯一的, 通过式(2郾 1郾 13)得到

的磁场总是唯一的。 A 的散度并不影响最终的磁场解, 因而可以任意规定其值。 一般来说,
应该选择 A 的散度, 使最后得到的方程形式尽可能简单。 这一点在库仑规范[式(2郾 1郾 16)]
的选择中已得到充分说明。 另外需要指出的是, 无源区域的静磁场也可以使用标量磁位得

到, 其求解过程与静电场一样, 详见例 2郾 3。
本书的研究对象主要是动态场。 关于静电和静磁问题的处理, 读者可以参考 Stratton[1]、

Jackson[2]、 Van Bladel[3]经典教材。 这些教材, 以及 Harrington[4]、 Balanis[5]、 Kong[6]、
Smith[7]等书籍, 也是下面将讨论的动态场问题的优秀参考书。
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荥
揖例 2郾 1铱 摇 真空中位于 r忆的静态无限小电偶极子的电偶极矩为 p = ql, 证明其标量位为

式中, r 表示观察点。 基于这个结果, 假设极化介质的极化强度为 P(r), 体积为 V, 封闭面

为 S, 推导极化介质的标量位。
解: 假定偶极子的正电荷位于 r忆+ , 负电荷位于 r忆- 。 这样, 偶极子的长度为 l = r忆+ - r忆- ; 偶

极子的中心位于 r忆 = 1
2 (r忆 + + r忆 - )。 由这两个电荷产生的电位为

式中, R = r - r忆 。 应用习题 1郾 4 中的结果, 则有

对于极化强度为 P(r)的极化介质, r忆处体积元 驻V忆的电矩为 P(r忆)驻V忆。 因此, 极化介质的

总电位为

应用式(1郾 1郾 31)的矢量恒等式, 被积函数可以写为

再应用式(1郾 1郾 5)的高斯定理, 可以得到

式中, 表示 S 面上向外的单位法向矢量。 将上式与式(2郾 1郾 11)进行比较, 可以看出, 极化

介质具有体电荷密度 e(r) = - ·P(r)和面电荷密度 e,s(r) = ·P(r)。 第一个结果示于

式(1郾 3郾 3)中, 第二个结果在例 1郾 5 中已推出。
茳

荥
揖例 2郾 2铱 摇 证明磁偶极矩为 m = Is 的恒定无限小电流环在真空中 r忆处的矢量位为

式中, r 表示观察点。 基于这个结果, 假设磁化媒质的磁化强度为 M(r), 体积为 V, 封闭面

为 S, 推导磁化媒质的矢量位。
解: 在考虑任意位置、 任意方向的磁偶极子之前, 首先考虑中心在原点的位于 xy 平面的

无限小电流环, 此电流环具有 z 方向磁偶极矩。 由电流环上的恒定电流 I 产生的矢量位为

式中, a 表示电流环的半径。 由于旋转对称性, A(r)仅仅具有 准 分量, 并且与 准 无关, 即

A(r) = A准( r,sin 兹)。 因此, 可以考虑观察点位于 xz 平面的特殊情况, 然后求 Ay, 此时的

Ay与 A准 相同。 所以
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由于电流环非常小, 即 a寅0, 我们可以把被积函数展开成泰勒级数, 然后保留前两项, 得到

或

由于 sin 兹 = 伊 和 m = I仔a2, 矢量位可以表示成

式中, r 为位于原点的磁偶极子指向观察点的矢量。 对于位于 r忆的磁偶极子, 从磁偶极子指

向观察点的矢量变为 r - r忆。 因此, 位于 r忆的磁偶极子的矢量位为

对于磁化强度为 M(r)的磁化媒质, r忆处体积元 驻V忆的磁矩为 M(r忆)驻V忆。 基于上面的结果,
磁化媒质的总矢量位为

应用式(1郾 1郾 33)的矢量恒等式, 被积函数可以写为

然后应用式(1郾 1郾 38)的旋度定理, 可以得到

式中, 表示 S 面上向外的单位法向矢量。 将上式与式(2郾 1郾 18)进行比较, 可以看出, 磁化

媒质有体电流密度 Jm(r) = 伊M(r)和面电流密度 Jm,s(r) = - 伊M(r)。 第一个结果示于

式(1郾 3郾 14)中, 第二个结果在例 1郾 5 中已推出。
茳

荥
揖例 2郾 3铱 摇 采用标量磁位的方法, 推导无源、 均匀区域的静磁场求解公式。

解: 无源区域中, 式(2郾 1郾 12)中的方程变为

上式表明, H 是无旋矢量。 因此, 为满足第一个方程, 可以令

式中, 渍m 称为标量磁位。 将此式代入第二个方程中, 可以得到 渍m 的二阶偏微分方程

此方程称为拉普拉斯方程, 其解可以用来构造无源区域磁场的表达式。 这种方法在求解面

电流产生的磁场时比较方便, 因为在这一类问题的求解中, 需要带有未知系数的无源区域磁

场表达式, 然后可用面电流两侧磁场边界条件确定未知系数。
茳
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2郾 1郾 2摇 时谐场和洛伦兹规范

推导静电场和静磁场方程的基本方法也可用于推导时谐场方程。 但时谐场的情况更

复杂。 为了简化推导, 我们首先把电场和磁场分解成电流源产生的场和磁流源产生的

场[4, 5] , 即

(2郾 1郾 19)
式中, Ee 和He 满足

(2郾 1郾 20)
(2郾 1郾 21)

而Em 和Hm 则满足

(2郾 1郾 22)
摇 (2郾 1郾 23)

接下来, 求解式(2郾 1郾 20)和式(2郾 1郾 21)这四个方程。 式(2郾 1郾 21)的第二个方程表明Be =
滋He 是一个无散矢量函数。 在引入矢量磁位 A 后, Be满足下式:

(2郾 1郾 24)
将其代入式(2郾 1郾 20)的第一个方程中, 可以得到

(2郾 1郾 25)
为使上式得到满足, 引入标量电位 渍 为

(2郾 1郾 26)
为了满足式(2郾 1郾 21)的第一个方程, 将式(2郾 1郾 24)和式(2郾 1郾 26)代入其中, 得到

(2郾 1郾 27)

在均匀介质中, 这个方程简化为

(2郾 1郾 28)
式中, k2 = 棕2滋 。 与静磁场的情况类似, 矢量磁位 A 仅由式(2郾 1郾 24)确定了其旋度。 为得

到矢量磁位的唯一解, 可以规定一个值作为它的散度。 为了使式(2郾 1郾 28)的形式得到简化,
设定 ·A 为

(2郾 1郾 29)
这样, 式(2郾 1郾 28)可简化为

(2郾 1郾 30)
一旦确定了 A, Ee和 He就可由如下公式计算:

(2郾 1郾 31)

(2郾 1郾 32)

式(2郾 1郾 29)称为洛伦兹规范, 它的引入不仅使 A 的值唯一确定, 还简化了 A 满足的偏微分

方程。 式(2郾 1郾 30)通常称为矢量亥姆霍兹方程, 我们将在下一节讨论这个方程的解。 标量

电位可以通过式(2郾 1郾 29)直接得到, 无须额外求解。 不过, 我们可以按如下方式得到标量电

位满足的方程: 对式(2郾 1郾 26)取散度, 然后把式(2郾 1郾 29)和式(2郾 1郾 20)的第二个方程代入

这个散度结果中, 得到
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(2郾 1郾 33)

上式称为标量亥姆霍兹方程。
引入矢量电位和标量磁位, 经过类似的处理可以得到如下公式:

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (2郾 1郾 34)

(2郾 1郾 35)

式中, F 为矢量电位, 它满足如下矢量亥姆霍兹方程:
(2郾 1郾 36)

将 Ee、 He和 Em、 Hm的表达式代入式(2郾 1郾 19)中, 得到总场的表达式为

(2郾 1郾 37)

(2郾 1郾 38)

需要指出的是, 本节给出的公式对于有限大或无限大的均匀媒质都是成立的。 对于一个特

定的问题, 一旦通过求解式(2郾 1郾 30)和式(2郾 1郾 36)得到 A 和 F, 即可由式(2郾 1郾 37) 和

式(2郾 1郾 38)得到场解。
在电磁场著作中, 另外两个经常使用的矢量位是电和磁赫兹位, 分别表示为 装e 和 装m。

它们与上面介绍的矢量位的关系为 A = j棕滋 装e 和 F = j棕滋 装m。

2郾 2摇 自由空间中矢量位的解

在引入矢量磁位 A 和矢量电位 F 之后, 麦克斯韦方程的求解简化为对两个形式相同的

二阶偏微分方程[式(2郾 1郾 30)和式(2郾 1郾 36)]的求解。 因为这两个方程是线性的, 所以它们

的解可以表示成点源解的线性叠加。 例如, 式(2郾 1郾 30)的解可以表示为

(2郾 2郾 1)

式中, G(r,r忆)为对应于点源的基本解。 在电磁场中, 这个基本解通常称为格林函数[8]。

2郾 2郾 1摇 啄 函数和格林函数

为求出 G(r,r忆), 首先要给出点源的数学描述。 考虑一个位于 r忆处的带有单位大小电量

的点电荷, 当电荷的体积趋于零时, 电荷密度可用下面的函数表示:

(2郾 2郾 2)

因为总电荷值是恒定的, 故有

(2郾 2郾 3)

式(2郾 2郾 2)和式(2郾 2郾 3)定义的函数称为狄拉克函数(啄 函数) [8]。 很显然, 给定任意在 r忆连
续的函数, 故有

(2郾 2郾 4)
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上式表明, 任意源函数 f(r忆)均可看成无数点源函数 啄(r - r忆)的线性叠加。
对一维问题, 啄 函数可以表示成一个函数的极限:

(2郾 2郾 5)

式中, u着(x - x忆)称为 啄 函数族。 它可以是一个宽度为 着 且高度为 1 / 着 的矩形函数, 也可以

是宽度为 2着 且高度为 1 / 着 的三角形函数, 其中心在 x = x忆。 啄 函数的形状并不重要, 重要的

是当宽度趋于零时, 它的面积恒定, 即

(2郾 2郾 6)

因而

(2郾 2郾 7)

如此定义的 啄 函数不是一个经典意义上的函数, 因此称其为符号函数或广义函数[9]。 很容易

看出, 啄 函数是一个对称函数

(2郾 2郾 8)
在笛卡儿坐标、 柱坐标和球坐标系中, 三维 啄 函数与一维 啄 函数的关系为

(2郾 2郾 9)

(2郾 2郾 10)

(2郾 2郾 11)

这些函数均满足式(2郾 2郾 3)。
在引入 啄 函数后, 电流密度 J 可以表示成点源的线性叠加

(2郾 2郾 12)

将上式和式(2郾 2郾 1)代入式(2郾 1郾 30)中, 可以得到

(2郾 2郾 13)

由于上式对任意 J(r忆)都成立, 由此可以得到 G(r,r忆)满足的方程为

(2郾 2郾 14)
现在, 通过求解式(2郾 2郾 14)可以得到 A 和 F。 下一节将讨论自由空间中式(2郾 2郾 14)的求解

过程。

2郾 2郾 2摇 自由空间格林函数

对大多数实际问题, 式(2郾 2郾 14)是很难求解的。 但是, 如果媒质是均匀无限大的, 比如

自由空间, 则可以通过几种不同的方法得到该方程的解析解。 下面介绍一种最简单的方法。
我们用记号 G0(r,r忆)表示自由空间中的格林函数。 为了求解 G0(r,r忆), 首先考虑 r忆 =0 时

的特殊情况。 此时, G0(r,0)对于坐标原点是球对称的, 因而式(2郾 2郾 14)变为

(2郾 2郾 15)
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对于 r屹0, 式(2郾 2郾 15)可以写成

(2郾 2郾 16)

此方程有两个独立解

(2郾 2郾 17)
式中, C 是待定常数。 其中的一个解为 e - jkr, 其时域形式为 cos(棕t - kr), 表示的是从源点向

外传播的波; 另一个解为 ejkr, 其时域形式为 cos(棕t + kr), 表示的是从无穷远处向源点传播

的波。 对于点源, 波只能从点源向外传播, 因此只有第一个解有物理意义。 即

(2郾 2郾 18)

为确定未知常数 C, 把式(2郾 2郾 18)代入式(2郾 2郾 15)中, 然后对其在以 r = 0 为中心的小球上

进行体积分, 并令小球半径 着寅0, 由此可以得到 C = 1 / 4仔。 因此, 式(2郾 2郾 18)变为

(2郾 2郾 19)

对于 r忆屹0 时的一般情况, 从 r忆到观察点 r 的距离为 r - r忆 , 因此 G0变为

(2郾 2郾 20)

这个函数就是自由空间的标量格林函数, 它代表从 r忆点发出的向外传播的球面波。 正如第 4 章

将要讨论的, k 称为波数, 与波长 姿 的关系为 k =2仔 / 姿。

2郾 2郾 3摇 自由空间中的场-源关系

由格林函数的解, 可以得到自由空间中电流源和磁流源产生的矢量位为

(2郾 2郾 21)

(2郾 2郾 22)

给定任何源, 可以通过上式计算矢量位, 然后由式(2郾 1郾 37)和式(2郾 1郾 38)得到场解。 如果

令棕寅0, 式(2郾 2郾 21)就退化为式(2郾 1郾 18), 对应于静磁场的情况。
通过傅里叶逆变换, 可以得到矢量位的时域表达式

(2郾 2郾 23)

(2郾 2郾 24)

式中, c = 1 / 滋 代表场在媒质中的传播速度。 这些矢量位称为滞后位, 因为它们反映了有

限传播速度带来的延迟效应。 由此, 式(2郾 1郾 37)和式(2郾 1郾 38)变为

(2郾 2郾 25)

(2郾 2郾 26)

式(2郾 2郾 23)至式(2郾 2郾 26)给出了在时域由瞬态源求解瞬态场的方法。
本书主要介绍电磁场的频域分析。 对于时域分析, 读者可以参考 Smith 的著作[7], 其中
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对时域电磁辐射问题做了非常全面的介绍。 一般来说, 时域分析更为复杂, 但也更清晰地揭

示了方程背后的物理过程, 对工程应用很有意义。

2郾 2郾 4摇 辅助位函数的意义

2郾 1郾 2 节介绍了如何从源出发计算矢量位函数, 再由位函数出发计算场。 矢量位是中间

函数, 本身没有物理意义。 事实上, 场可以直接用电流源和磁流源表示。 例如, 对

式(2郾 1郾 1)取旋度, 代入式(2郾 1郾 2), 可以得到

(2郾 2郾 27)

类似地, 可以得到磁场满足的方程

(2郾 2郾 28)

表面上看, 式(2郾 2郾 27)和式(2郾 2郾 28)比式(2郾 1郾 30)和式(2郾 1郾 36)更复杂。 然而实际上, 它

们等号左边的算子完全一样, 因而所得解具有相同的形式。 经过对比, 可以写出式(2郾 2郾 27)
和式(2郾 2郾 28)的解为

(2郾 2郾 29)

(2郾 2郾 30)

式中, 忆表示求导针对 r忆进行。 由于不涉及中间变量矢量位函数, 这种方法称为直接法

(见图 2郾 1)。 摇

图 2郾 1摇 由源计算辐射场的两种方法

从数学角度来看, 这两种方法的计算量

相同: 对源所在区域进行体积分、 一次旋度

运算、 一次散度运算和一次梯度计算。 它们

的主要区别是: 在式(2郾 2郾 29)和式(2郾 2郾 30)
中, 旋度、 散度和梯度算子作用于源函数( J
和 M); 而在式(2郾 1郾 37) 和式 (2郾 1郾 38) 中,
这些算子作用于矢量位函数。 对于解析且连

续的源函数, 它们的导数很容易计算, 这两种方法确实等效。 然而对于大多数实际问题,
比如线电流源和面电流源, 源函数并不连续, 因而也没有经典意义上的导数。 对于线电流

源和面电流源, 电流密度采用 啄 函数定义。 如果不采用广义函数中的概念, 则它们的旋

度、 散度和梯度均无法计算。 因此, 对于这种情况很难使用式(2郾 2郾 29)和式(2郾 2郾 30)计算

场。 而另一方面, 在矢量位函数法中, 仅需源函数的值就可以通过式 ( 2郾 2郾 21 ) 和

式(2郾 2郾 22)求出矢量位。 而这些矢量位函数是空间坐标 r 的解析函数。 因而在计算

式(2郾 1郾 37)和式(2郾 1郾 38)所需的旋度、 散度及随后的梯度时不会遇到困难。 可以看出, 在

引入矢量位函数之后, 对源函数(J 和 M)形式的要求可以大大放宽, 因而这种方法在实际应

用中更加有用。

荥
揖例 2郾 4铱 摇 在一个无源区域中, 媒质的介电常数为 (r), 是空间位置的函数; 磁导率为常数

滋。 从麦克斯韦方程出发, 推导下面的波动方程
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式中, k(r) = 棕 滋 (r) 。
解: 媒质中, 无源区域的麦克斯韦方程为

对第一个方程取旋度, 然后代入第二个方程, 可以得到

由于 伊 ( 伊 E) = ( ·E) - 2E, 上式变为

下面对第二个麦克斯韦方程取旋度, 得到 ·[ (r)E] = 0, 此式可以写为

由此得到

将此式代入前面推出的方程中, 可以得到

这就是问题中要推导的方程。
茳

2郾 2郾 5摇 自由空间并矢格林函数

将式(2郾 2郾 21)和式(2郾 2郾 22)代入式(2郾 1郾 37)中, 交换积分和微分的顺序, 并使用一些

矢量恒等式, 就可以得到场-源关系中电场的表达式为

(2郾 2郾 31)

如果按照如下方式定义一个新的数学量:
(2郾 2郾 32)

很容易证明:
(2郾 2郾 33)

由此, 式(2郾 2郾 31)可以写为

(2郾 2郾 34)

此式可以写为如下更紧凑的形式:

(2郾 2郾 35)

式中,

(2郾 2郾 36)

(2郾 2郾 37)
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由这些新定义的函数, 也可以将式(2郾 1郾 38)写为

(2郾 2郾 38)

由式(2郾 2郾 36)定义的新函数Ge0(r,r忆)称为自由空间电并矢格林函数; 由式(2郾 2郾 37)定义的

新函数Gm0(r,r忆)称为自由空间磁并矢格林函数[10]。 这里引入的这两个函数使得场-源关系

表达式可以写成非常紧凑的形式。

为了更好地理解并矢格林函数, 可以简要地介绍一下并矢。 并矢用D表示淤, 由两个没

有任何运算的矢量并行排列组成, 即

(2郾 2郾 39)
矢量有明确的物理意义, 而并矢本身没有任何物理解释。 但是, 当并矢和另一个矢量作用

时, 其结果是有物理意义的。 并矢的作用在于, 当它和一个矢量点乘时, 得到的是一个不同

幅度不同方向的新矢量。 例如, 并矢和矢量 C 的左点乘为

(2郾 2郾 40)
这是一个矢量。 并矢和矢量 C 的右点乘为

(2郾 2郾 41)
这也是一个矢量。 显然, 式(2郾 2郾 40)和式(2郾 2郾 41)得到的矢量是不同的。 除了两个点乘外,
还有两个叉乘。 左叉乘的定义为

(2郾 2郾 42)
右叉乘的定义为

(2郾 2郾 43)
显然, 得到的结果是两个不同的并矢。 我们可以对并矢求旋度和散度, 对一个矢量求梯度得

到的是一个并矢。 关于并矢分析, 读者可以参考戴振铎的著作[11]。
由式(2郾 2郾 39)定义的并矢非常特殊, 它仅包含 6 个独立的标量, 因为两个矢量各含有 3

个标量。 一个更广义的并矢是一个张量, 定义为

(2郾 2郾 44)
式中, Dx、 Dy 和 Dz 为矢量。 因此, 式(2郾 2郾 44)可以表示成

(2郾 2郾 45)

它包含 9 个独立的分量。 由式(2郾 2郾 32)定义的特殊并矢称为单位并矢, 显然有

(2郾 2郾 46)
并矢可以通过点乘改变一个矢量的幅度和方向, 因而在矢量运算中非常有用。 正如前面提

到的, 它使得场-源关系的表达式变得非常紧凑。
虽然很难解释或者描述并矢的物理含义, 但并矢格林函数各个分量的含义是显而易见

的。 如果把Ge0(r,r忆)和Gm0(r,r忆)表示成式(2郾 2郾 44)的形式:
(2郾 2郾 47)

摇 (2郾 2郾 48)
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然后, 将其代入式(2郾 2郾 35)和式(2郾 2郾 38)中, 可看到: - j棕滋 Ge0,u(r,r忆)代表由位于 r忆处的

û 方向无限小电流元在 r 处产生的电场; Gm0,u(r,r忆)代表由位于 r忆处的相同电流元在 r 处产

生的磁场。
考虑只有电流源的情况。 在 M 为零时, 将式(2郾 2郾 35)和式(2郾 2郾 38)代入式(2郾 1郾 1)和

式(2郾 1郾 2)中, 可得到Ge0(r,r忆)和Gm0(r,r忆)的关系为

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (2郾 2郾 49)
(2郾 2郾 50)

由矢量恒等式, 可以进一步得到

(2郾 2郾 51)

(2郾 2郾 52)
这四个方程与四个麦克斯韦方程在形式上一一对应。 在推导过程中, 我们所做的唯一限定

是场可以表示成式(2郾 2郾 35)和式(2郾 2郾 38)的形式, 因此上述方程并不局限于自由空间。 对

自由空间的限制其实来自于式(2郾 2郾 36)和式(2郾 2郾 37), 因为其中使用了自由空间中的标量

格林函数。

2郾 3摇 自由空间中的电磁辐射

在得到 2郾 2郾 5 节的场-源关系后, 理论上讲, 可以求解自由空间中任意源的辐射问题。 本

节考虑几个例子来说明辐射问题的求解过程。 这里介绍的方法是天线分析的基本工具[12 ~ 14]。

2郾 3郾 1摇 无限小电偶极子

考虑一个非常短的线电流, 其长度为 l, 带有时谐电流 I。 这样的线电流称为无限小电偶

极子, 可以用偶极矩 Il( l寅0)来描述。 假定偶极子为 z 方向, 并且放置于原点(见图 2郾 2)。
为求出辐射场, 首先计算它的矢量磁位:

图 2郾 2摇 自由空间中的无限

小电偶极子的辐射

(2郾 3郾 1)

为了计算球坐标中的电场和磁场, 可以把 A 投影到球坐标

的三个坐标轴上, 得到

摇 (2郾 3郾 2)

(2郾 3郾 3)

和 A准 = 0。 因此, 磁场为

(2郾 3郾 4)
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从磁场出发, 可以计算出电场为

(2郾 3郾 5)

式中, 浊 = 滋 / 。 图 2郾 3 所示为辐射电场和磁场在 rz 平面上的分布, 辐射场关于 z 轴旋转对

图 2郾 3摇 在 10姿 伊 10姿 的区域内无限小电偶极子的辐射场

称。
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如果只关心远区场, 即 kr垌1, 则可以在场的表达式中只保留主要项, 即

(2郾 3郾 6)

这样的场称为远场, 其能流密度为

(2郾 3郾 7)

其形状为圆环状。 在正负 z 方向上没有辐射, 而最大的辐射发生在 xy 平面上。
由上面得到的场, 我们对坡印亭复矢量在半径为 r 的球面上积分, 得到流出的复功

率为

(2郾 3郾 8)

其实部为辐射功率的时均值, 即

(2郾 3郾 9)

它与 r 无关。 因此, 如果仅关心辐射功率的时均值, 可以由式(2郾 3郾 6)的远场表达式得

到相同的结果。 考虑半径为 a 和 b(b > a)的两个球面之间的区域, 这个区域内的无功功

率为摇

(2郾 3郾 10)

上式表明, 电偶极子周围的电场能量时均值总是大于磁场能量的时均值。

2郾 3郾 2摇 有限长电偶极子

无限小电偶极子在现实中并不存在。 这一节考虑一个更实际的例子: 中心馈电的长度

为 L 的电偶极子(见图 2郾 4)。 偶极子上的电流分布一般是未知的, 需要用第 8 章至第 11 章

介绍的数值方法求解边值问题得到。 这里, 假定电流分布已知, 而只是求解它的辐射场。 当

偶极子的长度小于一个波长时, 其上的电流分布可近似为

图 2郾 4摇 有限长电偶极子在

自由空间中的辐射

(2郾 3郾 11)

式中, I0为常数。 对这一电流分布, 矢量磁位为

(2郾 3郾 12)

式中, R = r2 + z忆2 - 2rz忆cos 兹。 由于被积函数非常复杂, 这个积

分很难计算。 但是如果我们只关心远场, 则 r垌z忆, R 就可以简化

为 R抑r - z忆cos 兹。 我们在指数项中使用这个近似, 而在分母中直

接用 r 代替 R, 则式(2郾 3郾 12)变为

摇 摇 (2郾 3郾 13)
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将此积分区间分成两段, 一段为( - L / 2,0), 另一段为(0,L / 2), 然后反复应用分部积分,
得到

(2郾 3郾 14)

使用与无限小电偶极子相同的处理方法, 可以求得远场为

(2郾 3郾 15)

(2郾 3郾 16)

从上面的场解中可以求出能流密度的时均值和总辐射功率。 对于非常短的电偶极子( kL垲
1), 远场方向图与无限小电偶极子类似。 当偶极子长度增加时, 辐射功率更加向 兹 = 仔 / 2
(xy 平面)集中, 因而辐射的方向性更强。 然而当长度超过一个波长时, 辐射波束开始分

裂。 从式(2郾 3郾 11)可以看出, 此时偶极子上的电流不再沿一个方向流动。 这导致向 兹 =
仔 / 2 的辐射减小, 而向其他方向的辐射增加, 如图 2郾 5 所示。 最后需要再次强调, 偶极子

上的电流分布通常是未知的, 需要用数值方法计算; 式(2郾 3郾 11)给出的表达式仅仅是一

种粗略的近似。

图 2郾 5摇 不同长度电偶极子的远场辐射

图 2郾 6摇 对于远场区的观察点,
R 和 r 几乎相互平行

2郾 3郾 3摇 远场近似和索末菲辐射条件

计算矢量位时涉及的积分[式(2郾 2郾 21)和
式(2郾 2郾 22)]通常非常复杂, 只有对非常简单

的源, 如无限小偶极子才能进行计算。 不过在

大多数实际应用中, 我们感兴趣的是远场, 即

满足 R垌姿 和 r垌r忆。 在这种情况下, 积分可以

大大简化。 如图 2郾 6 所示, 若将 r 和 r忆之间的

夹角记为 鬃, 则有

(2郾 3郾 17)
将上式代入式(2郾 2郾 21)和式(2郾 2郾 22)中, 可

以得到
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(2郾 3郾 18)

式中,

(2郾 3郾 19)

把式(2郾 3郾 18)代入式(2郾 1郾 37)和式(2郾 1郾 38)中, 并且只保留主要项, 得到远场为

(2郾 3郾 20)

(2郾 3郾 21)

注意, 由于 伊 L = L准 - L准 和 N - Nr = N兹 + N准, 在远场的计算中其实只需要 L 和 N 的

角坐标分量。 不难发现, 远场没有任何径向分量, 即远场相对于 方向是横电磁场:

(2郾 3郾 22)

(2郾 3郾 23)

只要源与坐标原点的距离为有限远, 上述结论均成立。
为了用式(2郾 3郾 19)计算 L 和 N, 首先要求出 r忆cos 鬃 的表达式。 这可以通过用 r忆和 点乘

得到, 即

(2郾 3郾 24)
这里所用 r忆的表达式是由具体问题决定的。 由式(2郾 3郾 20)和式(2郾 3郾 21), 可以得到坡印亭

矢量为

(2郾 3郾 25)

可以看出, 虽然两种源产生的总场是每种源产生的场的线性叠加, 但其功率密度不是线性叠

加的关系, 因为还含有交叉项。
式( 2郾 3郾 20 ) 和式 ( 2郾 3郾 21 ) 表明, 远区电场和磁场满足一个很简单的关系。 将

式(2郾 3郾 20) 叉乘 , 得到

(2郾 3郾 26)

这个结果可以更清楚地写为

(2郾 3郾 27)
磁场也满足相似的关系:

(2郾 3郾 28)

上面两个等式称为索末菲辐射条件 [15]。 这个条件对任何距离坐标原点有限远的源产

生的辐射场均成立。 它表明: (1)在离开源的远处, 场只能从源向远处传播; (2)电场

和磁场对传播方向来说是横向的, 并且互相正交; (3)电场和磁场的幅度比值固定, 等于

浊 = 滋 / 。
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图 2郾 7摇 圆形电流环在自

由空间中的辐射

2郾 3郾 4摇 圆电流环和磁偶极子

在介绍了远场近似法之后, 我们可以处理更复杂一些的辐射问题。 现在考虑一个半径

为 a, 携带均匀时谐电流 I = 忆I 的圆环的辐射(见图 2郾 7)。 由

于 忆不是一个常矢量, 首先把 忆分解成 忆 = - sin 准忆 + cos 准忆,
然后把 r忆 = acos准忆 + asin 准忆 代入式(2郾 3郾 24)中, 得到 r忆cos
鬃 = asin 兹cos(准 - 准忆) 。 把这些代入式(2郾 3郾 19)的第一个方

程中, 得到

(2郾 3郾 29)
对于远场来说, 仅需要求出 N准 和 N兹。 其中 N准 由下式给出:

(2郾 3郾 30)

上式中的积分结果为[16]

(2郾 3郾 31)

式中, J1为一阶贝塞尔函数, 第 6 章将更详细地讨论这个函数。 由此

(2郾 3郾 32)
另一方面

(2郾 3郾 33)
将式(2郾 3郾 32)和式(2郾 3郾 33)代入式(2郾 3郾 22)和式(2郾 3郾 23)中, 得到远场为

(2郾 3郾 34)

(2郾 3郾 35)

对于小电流环, 即 ka垲1, J1(kasin 兹)抑(kasin 兹) / 2。 因此, 远场可以简化为

(2郾 3郾 36)

(2郾 3郾 37)

我们可以把这个小电流环的辐射场与一个长度为 l 的磁流为 K 的 z 方向无限小磁偶极子的

远场结果进行比较。 假定这个磁偶极子位于坐标原点, 可以证明它的远场为(见习题 2郾 14)

(2郾 3郾 38)
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(2郾 3郾 39)

将上述两式与式(2郾 3郾 36)和式(2郾 3郾 37)比较, 会发现只要满足下列关系, 这两种情况下的

辐射场是完全相同的:
(2郾 3郾 40)

式中, S = 仔a2 为电流环的面积。 可以证明(见习题 2郾 16), 无限小电流环与磁偶极子不仅

仅远场相同, 它们的近场也相同。 因此, 小电流环与小磁偶极子是等效的, 其中磁偶极子

的磁矩由式(2郾 3郾 40)给出。 显然, 磁偶极子的场更容易求解。 这个例子展示了磁流源的

用途。

图 2郾 8摇 位于 xy 平面的矩形面电流

2郾 4摇 面电流和平面阵列的辐射

这一节首先考虑有限尺寸面电流在自由空间中的

辐射, 然后讨论由电偶极子组成的阵列的辐射。 其目

的是研究源在电磁场辐射中所起的作用。

2郾 4郾 1摇 面电流的辐射

考虑位于 xy 平面上, 长为 A、 宽为 B 的矩形面电

流(见图 2郾 8)。 其面电流密度为

(2郾 4郾 1)
式中, J0、 hx和 hy均为常数。 为了计算面电流在自由空间的辐射场, 首先利用式(2郾 3郾 19)中
的第一个方程求矢量函数 N:

(2郾 4郾 2)

式中,

(2郾 4郾 3)

从式(2郾 3郾 20)可以得到电场远场为

(2郾 4郾 4)

(2郾 4郾 5)

若用两个参量 兹s 和 准s 来控制相位常数, 即

(2郾 4郾 6)
则 X 和 Y 可以表示成

(2郾 4郾 7)

(2郾 4郾 8)

显然, 辐射场在两个方向上幅度最大。 第一个方向为 兹 = 兹s 和 准 = 准s, 在这个方向上
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