
 

 

 
 

第 2 章  导数与微分 

2.1  知识要点 

2.1.1  导数的概念 

函数 ( )f x 在点 0x 处的导数为： 

0 0
0 0 0

( ) ( )( ) lim lim
x x

f x x f xyf x
x xΔ → Δ →

+ Δ −Δ′ = =
Δ Δ 0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x→

−
=

−
． 

左导数、右导数的定义分别为： 

0( )f x−′ = 0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xy
x x− −Δ → Δ →

+ Δ −Δ
=

Δ Δ 0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x−→

−
=

−
； 

0( )f x+′ = 0 0
0 0

( ) ( )lim lim
x x

f x x f xy
x x+ +Δ → Δ →

+ Δ −Δ
=

Δ Δ 0

0

0

( ) ( )lim
x x

f x f x
x x+→

−
=

−
． 

显然， ( )f x 在点 0x 处可导的充分必要条件是 ( )f x 在点 0x 处的左导数、右导数都存在并且

相等． 
在讨论初等函数在定义区间端点的可导性或分段函数在分段点处的可导性时，往往利用

左导数、右导数进行讨论． 
若函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内任意一点 x 处都可导，则称函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 内可

导．对于 ( , )x a b∀ ∈ ，有 

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
xΔ →

+ Δ −′ =
Δ

( ) ( )lim
t x

f t f x
t x→

−
=

−
． 

若 ( )f x 在 ( , )a b 内可导，并且 ( )f a+′ 与 ( )f b−′ 都存在，则称 ( )f x 在区间 [ , ]a b 上可导．类似

可以给出函数 ( )f x 在区间[ , )a b 或 ( , ]a b 上可导的定义． 

2.1.2  导数的几何意义与物理意义 

1．导数的几何意义 

若函数 ( )y f x= 在点 0x 处可导，则 0( )f x′ 就是曲线 ( )y f x= 在点 0 0( , ( ))x f x 处切线的斜率，

从而曲线 ( )y f x= 在 0x x= 处的切线方程为 

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x′− = − ． 
曲线 ( )y f x= 在 0x x= 处的法线方程为 

0 0
0

1( ) ( )
( )

y f x x x
f x

− = − −
′

， 
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其中 0( ) 0f x′ ≠ ．若 0( ) 0f x′ = ，则法线方程为 0x x= ． 

2．导数的物理意义 

设质点作变速直线运动，若路程 y 可以表示为时间 x 的函数 ( )y f x= ，则 0( )f x′ 表示在

0x x= 时刻的瞬时速度． 

2.1.3  基本初等函数的导数公式 

（1） 0c′ = ；                       （2） 1( )x xα αα −′ = （α 为任意实数）； 
（3） ( ) lnx xa a a′ = （ 0, 1a a> ≠ ）；    （4） (e ) ex x′ = ； 

（5） 1(log ) ( 0, 1)
lna x a a

x a
′ = > ≠ ；  （6） 1(ln | |)x

x
′ = ； 

（7） (sin ) cosx x′ = ；               （8） (cos ) sinx x′ = − ； 

（9） 2
2

1(tan ) sec
cos

x x
x

′ = = ；        （10） 2
2

1(cot ) csc
sin

x x
x

′ = − = − ； 

（11） (sec ) sec tanx x x′ = ；           （12） (csc ) csc cotx x x′ = − ； 

（13）
2

1(arcsin )
1

x
x

′ =
−

；          （14）
2

1(arccos )
1

x
x

′ = −
−

； 

（15） 2
1(arctan )

1
x

x
′ =

+
；           （16） 2

1(arccot )
1

x
x

′ = −
+

． 

2.1.4  导数的四则运算法则 
如果函数 ( )u u x= ， ( )v v x= 均可导，那么它们的和、差、积、商（除分母为零的点外）

都可导，并且： 
（1）[ ( ) ( )] ( ) ( )u x v x u x v x′ ′ ′± = ± ； 
（2）[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( ) ( )u x v x u x v x v x u x′ ′ ′= + ； 

（3） 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

u x u x v x u x v x
v x v x

′
′ ′⎛ ⎞ −

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 ( ) 0v x ≠ ． 

推论  若 1, , ku u" 均为 x的函数且可导， k 为某个正整数， c 为某个常数，则 

（1） 1 1( )k ku u u u′ ′ ′+ + = + +" " ； 
（2） ( )cu cu′ ′= ； 
（3） 1 2( )ku u u ′" 1 2 ku u u′= " 1 2 ku u u′+ " 1 2 ku u u′+ +" " ； 

（4） 2
1  v
v v

′ ′⎛ ⎞ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

，其中 0v ≠ ． 

2.1.5  常用求导法则 

1．复合函数的求导法则 

若函数 ( )u xϕ= 在点 x 处有导数 ( )xϕ′ ，函数 ( )y f u= 在对应点 ( )u xϕ= 处有导数 ( )f u′ ，则

复合函数 [ ( )]y f xϕ= 在点 x 处可导，且有 
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{ }[ ( )] ( ) ( )f x f u xϕ ϕ′ ′ ′= ，或
d d d
d d d
y y u
x u x
= ⋅ ． 

2．反函数的求导法则 

设单调连续函数 ( )x yϕ= 在点 y 处可导，且 ( ) 0yϕ′ ≠ ，则其反函数 ( )y f x= 在对应点 x 处

可导，且 
1( )
( )

f x
yϕ

′ =
′

． 

3．隐函数的求导法则 

设 ( )y f x= 是由方程 ( , ) 0F x y = 所确定的隐函数，将方程中的 y 看成 x 的函数，方程两边同

时对 x 求导（注意 y 为 x 的函数，对 y 的函数求导时，需要用复合函数求导法则），解出 y′即可． 

4．对数求导法则 

先对函数两边取对数，将其变成隐函数，然后利用隐函数求导法则即可．当 ( )f x 为多个

函数的乘积或商的形式，或者为幂指函数形式时，可考虑使用对数求导法则进行求解． 

5．参数求导法则 

设 x 和 y 的函数关系 ( )y f x= 由参数方程 

( )x x t= ， ( )y y t=  

给定，若函数 ( )x t 和 ( )y t 均可导， ( ) 0x t′ ≠ ，则有 
d ( )
d ( )
y y t
x x t

′
=

′
． 

2.1.6  高阶导数 

1．高阶导数的定义 

函数 ( )y f x= 导数的导数称为 ( )f x 的二阶导数，记为 

( )f x′′ ， y′′，
2

2
d
d

y
x

，
2

2
d ( )

d
f x
x

． 

即有 

0

( ) ( )( ) lim
x

f x x f xf x
xΔ →

′ ′+ Δ −′′ =
Δ

，或
( ) ( )( ) lim

t x

f t f xf x
t x→

′ ′−′′ =
−

． 

若 ( )y f x= 在 x 处的二阶导数存在，也称函数 ( )f x 在点 x 处二阶可导．一般地， ( )y f x=
的 1n − 阶导数的导数称为 ( )f x 的 n阶导数，记为 

( ) ( )nf x ， ( )ny ，
d
d

n

n
y

x
，

d ( )
d

n

n
f x
x

， 

即有 

( ) ( )nf x ( 1) ( )nf x− ′⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ，或
1

1
d d d

dd d

n n

n n
y y

xx x

−

−

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
． 
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同理，若 ( )y f x= 在 x处的 n阶导数存在，也称函数 ( )f x 在点 x处 n阶可导． 
注  根据二阶导数的定义，若 ( )y f x= 在点 0x 处二阶可导，即 0( )f x′′ 存在，则 ( )f x′ 在点 0x

的某个邻域内一定有定义；二阶以及二阶以上的导数统称为高阶导数． 

2．莱布尼兹公式   

设函数 ( )u u x= ， ( )v v x= 均 n阶可导，则 

( ) ( ) ( )

0

( )
n

n k n k k
n

k

uv C u v−

=

=∑ ， 

其中 (0) (0),u u v v= = ． 

3．参数求导法则 

设 x和 y 的函数关系 ( )y f x= 由参数方程 

( )x x t= ， ( )y y t=  

给定，若函数 ( )x t 和 ( )y t 均二阶可导，且 ( ) 0x t′ ≠ ，则有 
2

2 2

3

d d d d ( ) d ( ) ( ) ( ) ( ) 1
d d d ( ) d ( )d [ ( )]

( ) ( ) ( ) ( ) .
[ ( )]

y y y t t y t x t x t y t
x x t x t x x tx x t

y t x t x t y t
x t

′ ′′ ′ ′′ ′⎛ ⎞ −⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ′ ′′⎝ ⎠ ⎝ ⎠
′′ ′ ′′ ′−

=
′

 

4．几个常用的高阶导数公式 

（1） ( )(sin ) sin π
2

n nx x⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（2） ( )(cos ) cos π
2

n nx x⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

； 

（3） ( )( ) ln ( 0 1)nx x na a a a a= > ≠， ． 

2.1.7  微分的概念与性质 

1．微分的概念 

设函数 ( )y f x= 在点 x 的某个邻域内有定义，当自变量在点 x 处取得增量 xΔ 时（点 x x+ Δ
仍在该邻域内），函数 y 相应地取得改变量 ( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ − ，若 yΔ 可以表示为 

( )y A x o xΔ = Δ + Δ   ( 0)xΔ → ， 

其中 A可以与 x 有关，但与 xΔ 无关，则称 ( )y f x= 在点 x 处可微，并称 A xΔ 为 ( )y f x= 在点 x
处的微分，记作 dy 或 d ( )f x ，即有 

d d ( )y f x A x= = Δ ． 

由定义，微分 dy 是 xΔ 的线性函数，当 0A ≠ 时，也称微分 dy 是增量 yΔ 的线性主部函数，微分

dy 与增量 yΔ 仅相差一个关于 xΔ 的高阶无穷小，即 d ( )y y o x= Δ + Δ ( 0)xΔ → ． 
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2．导数与微分的相关定理 

函数 ( )y f x= 在点 x处可微的充分必要条件是 ( )y f x= 在点 x处可导，并且 d ( )y f x x′= Δ ． 

根据微分的定义， d ( )x x x x′= Δ = Δ ，因此函数 ( )y f x= 在点 x 处的微分最终可以表示为 

d ( )dy f x x′= ． 

从导数与微分的关系可以看到，一元函数 ( )y f x= 在点 x 处可导与可微是等价的，且有

d( )
d
yf x
x

′ = ，即导数可视为函数的微分 dy 与自变量微分 dx 的商，因此，导数也被称为“微商”． 

3．极限、连续及微分之间的关系 

设函数 ( )y f x= 在点 x 的某个邻域内有定义，则函数的极限、连续、偏导数及微分之间有

如下关系： 

 

4．微分的四则运算法则 

设函数 ( )u x 和 ( )v x 在点 x处均可微，则有： 
（1） d( ) d du v u v± = ± ； 
（2） d( ) d duv v u u v= + ； 

（3） 2
d dd u v u u v

v v
−⎛ ⎞ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
，其中 0v ≠ ．  

5．复合函数的微分法则 

设函数 ( )u xϕ= 在点 x 处可微， ( )y f u= 在对应点 ( )u xϕ= 处可微，则复合函数 [ ( )]y f xϕ=

在点 x 处可微，且 
d d ( ) ( )dxy y x f u x xϕ′ ′ ′= = ． 

由于 d ( )du x xϕ′= ，所以 [ ( )]y f xϕ= 的微分也可以表示为 

d ( )dy f u u′= ． 

这说明对于函数 ( )y f u= ，不论u 是自变量还是中间变量，其微分都可以表示为如下形式 

d ( )dy f u u′= ， 

这一性质称为一阶微分形式不变性． 

2.1.8  微分在近似计算中的应用 

1．函数的近似计算公式 

设函数 ( )y f x= 在点 0x 处可微，根据微分的定义，当 xΔ 很小时，有 

0 0 0 0( ) ( ) ( )d ( )y f x x f x f x x f x x′ ′Δ = + Δ − ≈ = Δ ， 
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从而 
0 0 0( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ Δ ≈ + Δ ， 

若取 0x x x= + Δ ，则当 0| |x x− 很小时，有 

0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x f x x x′≈ + − ． 

2．一些常见的近似公式   

当 | |x 很小时，有： 

（1） sin x x≈ ；        （2） tan x x≈ ；          （3） arcsin x x≈ ； 

（4） e 1x x≈ + ；       （5） ln(1 )x x+ ≈ ；    （6） 1 1n xx
n

+ ≈ + ． 

*3．误差估计 

设某个量的精确值为 A，它的近似值为 a，则称 | |A a− 为 a的绝对误差，
| |

| |
A a

a
−

称为 a的

相对误差．事实上，在实际问题中，由于精确值 A 往往无法得到，故绝对误差和相对误差也

就无法求得． 

若 | |A a δ− ≤ ，则称δ 为绝对误差限，
| |a
δ

为相对误差限．绝对误差限与相对误差限通常

也称为绝对误差与相对误差． 

2.2  典型例题分析 

2.2.1  题型一、导数与微分的定义问题 
例 2.2.1  【2007（1，3）】设函数 ( )f x 在 0x = 处连续，下列命题错误的是（    ）． 

（A）若
0

( )lim
x

f x
x→

存在，则 (0) 0f = ； 

（B）若
0

( ) ( )lim
x

f x f x
x→

+ −
存在，则 (0) 0f = ； 

（C）若
0

( )lim
x

f x
x→

存在，则 (0)f ′ 存在； 

（D）若
0

( ) ( )lim
x

f x f x
x→

− −
存在，则 (0)f ′ 存在． 

解  答案选（D）．若
0

( )lim
x

f x
x→

存在，由 

0 0 0 0

( ) ( )(0) lim ( ) lim lim lim 0
x x x x

f x f xf f x x x
x x→ → → →

= = ⋅ = ⋅ =  

可知命题（A）正确，类似可推知命题（B）正确．又因为 

0 0

( ) ( ) (0)lim lim (0)
x x

f x f x f f
x x→ →

− ′= = ， 

故命题（C）正确．故由排除法可知命题（D）是错误的．事实上，若取 ( ) | |f x x= ，显然 ( )f x

在 0x = 处连续，且 
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0 0 0

( ) ( ) | | | | 0lim lim lim 0
x x x

f x f x x x
x x x→ → →

− − − −
= = = ， 

但函数 ( ) | |f x x= 在 0x = 处不可导． 
例 2.2.2  求极限 2 2

0
limcot (cos(sec ) cos1)
x

x x
→

− ． 

解  原式
2

20

cos(1 tan ) cos1lim
tanx

x
x→

+ −
=  

0

cos(1 ) cos1lim
u

u
u→

+ −
=  

        1(cos ) sin1uu
=

′= = − ． 

例 2.2.3  已知 2

0

( ) ( 2 )lim sin
x

f x f x x x x
xΔ →

− − Δ
= +

Δ
，试求 d ( )f x ． 

解  由于 

0 0

( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )lim 2 lim
2x x

f x f x x f x f x x
x xΔ → Δ →

− − Δ − − Δ
=

Δ Δ 0

( 2 ) ( )2 lim
2x

f x x f x
xΔ →

− Δ −
=

− Δ
 

                            
0

( ) ( )2lim 2 ( )
t

f x t f x f x
t→

+ − ′= = ， 

因此 21( ) ( sin )
2

f x x x′ = + ，从而 

21d ( ) ( )d ( sin )d
2

f x f x x x x x′= = + ． 

例 2.2.4 【2006（3）】设函数 ( )f x 在 0x = 处连续，且
2

20

( )lim 1
h

f h
h→

= ，则下列结论正确的

是（    ）． 
（A） (0) 0f = 且 _ (0)f ′ 存在；       （B） (0) 1f = 且 _ (0)f ′ 存在；    

（C） (0) 0f = 且 (0)f+′ 存在；      （D） (0) 1f = 且 (0)f+′ 存在． 

解  令 2t h= ，则 
2

20 0

( ) ( )lim lim 1
h t

f h f t
th +→ →

= = ， 

由于 ( )f x 在 0x = 处连续，故 

0 0

( )(0) lim ( ) lim 1 0 0
t t

f tf f t t
t+ +→ →

= = ⋅ = × = ． 

且 

0 0

( ) ( ) (0)1 lim lim (0)
t t

f t f t f f
t t+ + +→ →

− ′= = = ． 

故选项（C）正确． 

例 2.2.5  【2011（3）】设 ( )f x 在 0x = 处可导，且 (0) 0f = ，则
2 3

30

( ) 2 ( )lim
x

x f x f x
x→

−
=（    ）． 

（A） 2 (0)f ′− ；      （B） (0)f ′− ；      （C） (0)f ′ ；      （D） 0 ． 

解  根据导数的定义 

            原式
3 3

3 30 0 0 0

( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0)lim 2lim lim 2lim
x x x x

f x f x f x f f x f
x xx x→ → → →

− −
= − = −  
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                (0) 2 (0) (0)f f f′ ′ ′= − = − ． 

故选项（B）正确． 
例 2.2.6  设 (0) 0f = ，则 ( )f x 在 0x = 处可导的一个充要条件是（    ）． 

（A）
1lim

h
h f

h→+∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

存在；               （B）
0

(2 ) ( )lim
h

f h f h
h→

−
存在； 

（C）
0

1lim (e 1)h

h
f

h→
− 存在；             （D） 20

1lim (cos 1)
h

f h
h→

− 存在． 

解  答案选（C）．因为，令 e 1ht = − ，则 0 0h t→ ⇔ → ，从而 

0 0 0 0

0

1 (e 1) e 1 (e 1) e 1lim (e 1) lim lim lim
e 1 e 1
( ) (0)lim (0).

0

h h h h
h

h hh h h h

t

f ff
h h h

f t f f
t

→ → → →

→

− − − −
− = ⋅ = ⋅

− −
− ′= =
−

 

选项（A）错误．因为令
1t
h

= ，则 0h t +→ +∞⇔ → ，从而 

( )
0

(0)1lim lim (0)
0h t

f t f
h f f

h t+ +→+∞ →

−⎛ ⎞ ′= =⎜ ⎟ −⎝ ⎠
， 

即选项（A）中的极限存在仅保证了 (0)f+′ 存在． 

选项（B）错误．因为 ( )f x 在 0x = 处可导可以推出极限
0

(2 ) ( )lim
h

f h f h
h→

−
存在．但

0

(2 ) ( )lim
h

f h f h
h→

−
存在不一定能推出 ( )f x 在 0x = 处可导，如取

0 0
( )

1 0
x

f x
x
=⎧

= ⎨ ≠⎩
，则 

0 0 0

(2 ) ( ) 1 1lim lim lim0 0
h h h

f h f h
h h→ → →

− −
= = = ， 

即极限
0

(2 ) ( )lim
h

f h f h
h→

−
存在，但函数 ( )f x 在 0x = 处不可导． 

选项（D）错误．因为令 cos 1t h= − ，则 0 0h t −→ ⇔ → ，从而 

2 2 20 0 0 0

0

1 (cos 1) cos 1 (cos 1) cos 1lim (cos 1) lim lim lim
cos 1 cos 1

1 ( ) (0) 1lim (0)
2 2

h h h h

t

f h h f h hf h
h hh h h

f t f f
t−

→ → → →

−→

− − − −
− = ⋅ = ⋅

− −
− ′= − = − ，

 

即选项（D）中极限存在仅保证了 (0)f−′ 存在． 

2.2.2  题型二、分段函数的求导问题 

例 2.2.7  设
2

1 cos 0
( )

( ) 0

x x
xf x

x g x x

−⎧ >⎪⎪= ⎨
⎪
⎪⎩

≤

，其中 ( )g x 为可导函数，试求 ( )f x′ ． 

解  显然当 0x > 时， 
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3

1sin (1 cos )
2 sin cos 12( )

2

x x x
x x xxf x

x x

− − ⋅
+ −′ = = . 

当 0x < 时， 2( ) 2 ( ) ( )f x xg x x g x′ ′= + . 
在 0x = 处，由于 (0) 0f = ，故 

2

0 0 0

1
( ) (0) 1 cos 2(0) lim lim lim 0

x x x

xf x f xf
x x x x x+ + ++ → → →

− −′ = = = = ， 

2

0 0

( ) (0) ( )(0) lim lim 0
x x

f x f x g xf
x x− −− → →

−′ = = = ， 

从而 (0) 0f ′ = ，因此 

3

2

2 sin cos 1 0
2

( ) 0 0

2 ( ) ( ) 0

x x x x
x

f x x

xg x x g x x

⎧ + −
>⎪

⎪
⎪⎪′ = =⎨
⎪
⎪

′+ <⎪
⎪⎩

. 

例 2.2.8  【2012（3）】设函数
ln 1( )
2 1 1

x xf x
x x

⎧⎪= ⎨
− <⎪⎩

≥
， [ ( )]y f f x= ，则

e

d
d x

y
x =

= ________． 

解  由题意
1(e) ln e
2

f = = ，根据复合函数的链式法则，有 

e e

d d 1[ ( )] (e)
d d 2x x

y f f x f f
x x= =

⎛ ⎞′ ′= = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

而 

1
2

1 (2 1) 2
2 xf x

=

⎛ ⎞′ ′= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，
e

1(e) (ln )
2ex

f x
=

′ ′= = ， 

故 

e

d 1 12
d 2e ex

y
x =

= × = ． 

2.2.3  题型三、导数的几何意义 

例 2.2.9  【2003（3）】已知曲线 3 23y x a x b= − + 与 x 轴相切，则 2b 可以通过 a 表示为

________． 
解  不妨设曲线 3 23y x a x b= − + 与 x轴在 0x x= 处相切，则 

3 2
0 0 0( ) 3 0y x x a x b= − + = ， 2 2

0 0( ) 3 3 0y x x a′ = − = ， 

解得 0x a= 或 0x a= − ， 32b a= 或 32b a= − ，因此 2 64b a= ． 
例 2.2.10  【1998（3）】曲线 ( ) nf x x= 在点 (1,1) 处的切线与 x 轴的交点为 ( , 0)nξ ，则
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lim ( ) _____nn
f ξ

→∞
= ． 

解  由于 
1

1
(1) n

x
f nx n−

=
′ = = ， 

因此切线方程为 1 ( 1)y n x− = − ．令 0y = ，解得
11n n

ξ = − ．故 

( ) ( 1)1 1 1lim ( ) lim 1 lim 1
e

n n

nn n n
f

n n
ξ

− × −

→∞ →∞ →∞

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

例 2.2.11  设 ( )f x 在 1x = 处可导，且有 

(1 sin ) 3 (1 sin ) 8 ( ) ( 0)f x f x x o x x+ − − = + → ， 

求函数 ( )f x 在 1x = 处的切线方程． 
解  由于 ( )f x 在 1x = 处可导，从而 ( )f x 在 1x = 处连续，故

0
(0) lim ( )

x
f f x

→
= ．而 

0 0 0 0
lim (1 sin ) 3lim (1 sin ) lim8 lim ( )
x x x x

f x f x x o x
→ → → →

+ − − = + ， 

解得 (1) 0f = ．而 

0 0

0 0

0 0

(1 sin ) 3 (1 sin ) (1 ) 3 (1 )lim lim
sin

(1 ) 3 (1 )lim lim

(1 ) (1) (1 ) (1)lim 3lim

4 (1)

x t

t t

t t

f x f x f t f t
x t

f t f t
t t

f t f f t f
t t

f

→ →

→ →

→ →

+ − − + − −
=

+ − −
= +

+ − − −
= +

−
′= ，

 

且 

0 0

8 ( ) 8 ( )lim lim 8
sinx x

x o x x o x
x x→ →

+ +
= = ， 

故 4 (1) 8f ′ = ，从而 (1) 2f ′ = ，因此，切线方程为 0 2( 1)y x− = − ，即 2 2y x= − ． 

2.2.4  题型四、导函数的几何特性问题 

例 2.2.12  证明下列结论． 
（1）若函数 ( )f x 可导且为奇函数，则 ( )f x′ 为偶函数； 
（2）若函数 ( )f x 可导且为偶函数，则 ( )f x′ 为奇函数； 
（3）若函数 ( )f x 可导且为周期函数，则 ( )f x′ 为周期函数，且周期相同． 

证  这里只证明（1），结论（2）和（3）类似可证． 
（1）设 ( )f x 可导，且为奇函数，则对于任意的 ( )x D f∈ ，有 

( ) ( )f x f x− = − ． 

等式两边同时对 x 求导数，得 
( ) ( 1) ( )f x f x′ ′− ⋅ − = − ， 

即 ( ) ( )f x f x′ ′− = ，所以 ( )f x′ 为偶函数． 
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例 2.2.13  证明下列结论： 
（1）若 ( )f x 为奇函数，且 0( )f x A′ = ，则 0( )f x A′ − = ； 
（2）若 ( )f x 为偶函数， 0( )f x A′ = ，则 0( )f x A′ − = − ； 
（3）若 ( )f x 为周期为T 的函数， 0( )f x A′ = ，则 0( )f x T A′ + = ． 

证  这里只证明（1），结论（2）和（3）类似可证．根据导数的定义，得 

0 0 0 0
0 0 0

0 0
00

( ) ( ) ( ) ( )( ) lim lim

( ) ( )lim ( ).

x x

x

f x x f x f x x f xf x
x x

f x x f x f x
x

Δ → Δ →

Δ →

− + Δ − − − − Δ +′ − = =
Δ Δ

− Δ − ′= =
−Δ

 

注  这里条件仅仅说明函数 ( )f x 在 0x x= 处可导，没有给出导函数 ( )f x′ 存在，因此不能

使用上题的方法，只能按照导数的定义求解． 

2.2.5  题型五、利用可导性求参数值（域） 

例 2.2.14  已知
2 1

( )
1

x x
f x

ax b x x

⎧⎪= ⎨
+ >⎪⎩

≤
可导，试求 a、b 的值． 

解  因为 ( )f x 在点 1x = 处可导，所以 ( )f x 在点 1x = 处连续，即有 

1 1
lim ( ) lim ( ) (1)
x x

f x f x f
− +→ →

= = ． 

由于
1

lim ( ) 1
x

f x
−→

= ，
1

lim ( )
x

f x a b
+→

= + ， (1) 1f = ，得 1a b+ = ． 又因为 ( )f x 在点 1x = 处可导，所

以 (1)f−′ (1)f+′= ．而 
2

1 1

( ) (1) 1(1) lim lim 2
1 1x x

f x f xf
x x− −− → →

− −′ = = =
− −

， 

1 1 1

1

( ) (1) 1 ( 1) ( 1)(1) lim lim lim
1 1 1

1lim
1 2

x x x

x

f x f ax b x a x b xf
x x x

x ba b a
x

+ + +

+

+ → → →

→

− + − − + −′ = = =
− − −

−
= + = +

−
，

 

故 2
2
ba + = ，解得 3 2a b= = −， ． 

例 2.2.15  设

1| | cos 0
( )

0 0

x x
xf x

x

λ⎧ ≠⎪⎪= ⎨
⎪ =
⎪⎩

，其导函数 ( )f x′ 在 0x = 处连续，则λ的取值范围

是________． 
解  显然，当 1λ > 时， ( )f x 在 0x = 处可导，且当 1λ > 时， 

1

0 0 0

1cos (0)( ) (0) 1(0) lim lim lim cos 0
0 0x x x

x ff x f xf x
x x x

λ

λ
+ + +

−
+ → → →

−−′ = = =
− −

； 

又因为 ( )f x 为偶函数，因此 

0 0 0

( ) (0) ( ) (0) ( ) (0)(0) lim lim lim (0) 0
0 0 0x x t

f x f f x f f t ff f
x x t− − +− +→ → →

− − − −′ ′= = − = − = − =
− − − −

， 
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故 (0) 0f ′ = ．当 0x > 时，
1 1( ) | | cos cosf x x x
x x

λ λ= = ，从而 

1 21 1( ) cos sinf x x x
x x

λ λλ − −′ = + ． 

当 0x < 时，
1 1( ) | | cos ( ) cosf x x x
x x

λ λ= = − ，从而 

1 21 1( ) ( ) cos ( ) sinf x x x
x x

λ λλ − −′ = − − + − ． 

由于 ( )f x′ 在 0x = 处连续，从而 

0 0
lim ( ) lim ( ) (0) 0
x x

f x f x f
− +→ →
′ ′ ′= = = ， 

故 2λ > ． 

2.2.6  题型六、高阶导数问题 

例 2.2.16  【2006（3）】设函数 ( )f x 在 2x = 的某邻域内可导，且 ( )( ) e f xf x′ = ， (2) 1f = ，

则 (2)f ′′′ = ________． 

解  由于 
( ) ( ) ( ) 2 ( )( ) e ( ) e e ef x f x f x f xf x f x′′ ′= ⋅ = ⋅ = ， 

2 ( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )( ) e 2 ( ) e 2e 2ef x f x f x f xf x f x′′′ ′= ⋅ = ⋅ = ， 

故 
3 (2) 3(2) 2e 2eff ′′′ = = ． 

例 2.2.17  已知函数
1

( ) e xf x
−

= ，求极限
0

(2 ) (2)lim
t

f t f
t→

′ ′− −
． 

解  由于 

0

(2 ) (2)lim
t

f t f
t→

′ ′− −
0

(2 ) (2)lim
t

f t f
t→

′ ′− −
= −

−
(2)f ′′= − ， 

又因为 

                        
1 1( ) e xf x

x
−

′
⎛ ⎞′ = ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

1

2
1e x

x
−

= ⋅ ， 

                        ( )f x′′
1

2 2
1 1e x

x x
−

= ⋅ ⋅
1

3
1e 2x

x
− ⎛ ⎞+ ⋅ − ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

所以 

                        (2)f ′′
1
2 1e

16
−

= ⋅
1
2 1e

4
− ⎛ ⎞+ ⋅ −⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
23 e

16
−

= − ． 

例 2.2.18  已知函数
4 1sin 0

( )
0 0

x x
y f x x

x

⎧ ≠⎪= = ⎨
⎪ =⎩

，试求
2

2
0

d
d x

y
x

=

． 
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解  当 0x ≠ 时， 

3 4
2

1 1 1( ) 4 sin cosf x x x
x x x

⎛ ⎞′ = + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

， 

即 

3 21 1( ) 4 sin cosf x x x
x x

′ = − ． 

当 0x = 时， 

0

( ) (0)(0) lim
0x

f x ff
x→

−′ =
−

4

0

1sin 0
lim

0x

x
x

x→

−
=

−
3

0

1lim sin 0
x

x
x→

= = ， 

根据二阶导数的定义，有 

0

( ) (0)(0) lim
0x

f x ff
x→

′ ′−′′ =
−

2

0

1 1lim 4 sin cos 0
x

x x
x x→

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

． 

2.2.7  题型七、反函数、复合函数的求导问题 

例 2.2.19  已知函数
1 sin
2

x y y= − 一定存在反函数 ( )y f x= ，求 ( )f x′ 和 ( )f x′′ ． 

解  由于 
11 cos 0
2yx y′ = − > ， 

因此 
1 1 2( ) 1 2 cos1 cos

2
y

f x
x yy

′ = = =
′ −−

． 

根据复合函数求导法则，有 

2

3

d 2 d 2 d 2sin 2( )
d 2 cos d 2 cos d 2 cos(2 cos )

4sin .
(2 cos )

y yf x
x y y y x yy

y
y

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ −′′ = = ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − −−⎝ ⎠ ⎝ ⎠
−

=
−

 

例 2.2.20  已知单调函数 ( )y f x= 存在反函数 ( )x yϕ= ，且 ( )y f x= 二阶可导， ( ) 0f x′ ≠ ，

试求 ( )x yϕ= 的二阶导数
2

2
d
d

x
y

． 

解  由反函数求导法则可知， 
d 1
d ( )

x
y f x
=

′
． 

根据复合函数求导法则，有 
2

2 2 3
d d 1 d 1 d ( ) 1 ( )

dd ( ) d ( ) dd [ ( )] [ ( )]
d

x x f x f x
yy f x x f x yy f x f x
x

′′ ′′⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = ⋅ = − ⋅ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 
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例 2.2.21  已知函数 ( ) sinf x x= ， 2( ) e xg x = ，试求 [ ( )]f g x′ 和 { }[ ( )]f g x ′
． 

解  由题意 

( ) cosf x x′ = ， 2( ) 2e xg x′ = ， 

所以 
2[ ( )] cos(e )xf g x′ = ， 

{ }
2 2 2 2

[ ( )] [ ( )] ( )

cos(e ) 2e 2e cos(e ).x x x x

f g x f g x g x′ ′ ′= ⋅

= ⋅ =
 

注  [ ( )]f g x′ 表示先求导数、再进行复合运算， { }[ ( )]f g x ′表示先进行复合运算、再求导数． 

2.2.8  题型八、隐函数的求导问题 

例 2.2.22  设函数 ( )y f x= 由方程
1sin( ) 1xy

y x
− =

−
所确定，试求曲线 ( )y f x= 在 0x = 处

的切线方程． 

解  当 0x = 时， 1y = − ．方程
1sin( ) 1xy

y x
− =

−
两边同时对 x求导数得 

2
( )cos( ) ( ) 0

( )
y xxy xy

y x
′− −′⋅ − =

−
， 

从而有 

2
1cos( ) ( ) 0

( )
yxy y xy
y x
′ −′⋅ + + =
−

， 

将 0x = ， 1y = − 代入上式得 

(0) 11 0
1

y′ −
− + = ， 

解得 (0) 2y′ = ，从而 )(xfy = 在 0x = 处的切线方程为 ( 1) 2( 0)y x− − = − ，即 2 1y x= − ． 

例 2.2.23  已知 2 2
( 1) 1
( 4) e x
x xy
x
+ −

=
+

，求 y′． 

解  等式两边同时取对数，则有 
1ln ln( 1) ln( 1) 2ln( 4) 2
2

y x x x x= + + − − + − ， 

上式两边同时对 x 求导数，并将 y 视为 x 的函数，得 

1 y
y

′ 1
1x

=
+

1
2( 1)x

+
−

2 2
4x

− −
+

， 

所以 

1 1 2 2
1 2( 1) 4

y y
x x x

⎛ ⎞′ = + − −⎜ ⎟+ − +⎝ ⎠
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2 2
( 1) 1 1 1 2 2 .

1 2( 1) 4( 4) e x
x x

x x xx
⎛ ⎞+ −

= + − −⎜ ⎟+ − ++ ⎝ ⎠
 

2.2.9  题型九、导函数的连续性问题 

例 2.2.24  设
3 1sin 0

( )
0 0

x x
f x x

x

⎧ ≠⎪= ⎨
⎪ =⎩

，试求 ( )f x′ 的表达式，并讨论 ( )f x′ 的连续性． 

解  当 0x ≠ 时， 

3 2 3 21 1 1 1 1 1( ) sin 3 sin cos 3 sin cosf x x x x x x
x x x x x x

′ ′
⎛ ⎞ ⎛ ⎞′ = = + × = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

． 

当 0x = 时，由于 

3

2

0 0 0

1sin 0( ) (0) 1lim lim lim sin 0
0x x x

xf x f x x
x x x→ → →

−−
= = =

−
， 

即 (0) 0f ′ = ．因此 

2 1 13 sin cos 0
( )

0 0

x x x
f x x x

x

⎧ − ≠⎪′ = ⎨
⎪ =⎩

. 

由于 

2

0 0

1 1lim ( ) lim 3 sin cos 0 (0)
x x

f x x x f
x x→ →

⎡ ⎤′ ′= − = =⎢ ⎥⎣ ⎦
， 

因此 ( )f x′ 在 0x = 处连续，从而函数 ( )f x′ 在 ( , )−∞ +∞ 内连续． 

2.2.10  题型十、参数方程的求导问题 

例 2.2.25  【2010（1）】设 2

0

e

ln(1 )d

t

t

x

y u u

−⎧ =
⎪
⎨

= +⎪⎩ ∫
，则

2

02
d
d t

y
x = = ________． 

解  正确答案为 0；由于 
d ( )
d ( )
y y t
x x t

′
=

′

2
2ln(1 ) e ln(1 )

e
t

t
t t−

+
= = − +

−
， 

2

2

2
2

2 2
2

d d d d d d d d 1
d d d d d d d ( )d

2 1e ln(1 ) e
1 e

2e ln(1 )
1

t t
t

t

y y y t y
x x t x x t x x tx

tt
t

tt
t

−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = ⋅ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤= − + − ⋅ ⋅⎢ ⎥+ −⎣ ⎦

⎡ ⎤= + +⎢ ⎥+⎣ ⎦
，

 

因此
2

02
d 0
d t

y
x = = . 
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例 2.2.26  设 ( )y f x= 由参数方程
2

2

2 3 4
e cos 0y

x t t
t y t

⎧ = + +⎪
⎨

+ + =⎪⎩
确定，试求

d
d
y
x
． 

解  由题意， ( ) 4 3x t t′ = + ．等式 2e cos 0y t y t+ + = 两边同时对 t 求导数得 

( ) e cos e sin 2 ( ) 1 0y yy t t t y y t′ ′⋅ − + ⋅ + = ， 

解得 

e sin 1( )
e cos 2

y

y
ty t

t y
−′ =
+

， 

从而 

e sin 1
d ( ) e sin 1e cos 2
d ( ) 4 3 (e cos 2 )(4 3)

y

yy

y

t
y y t tt y
x x t t t y t

−
′ −+= = =
′ + + +

． 

2.2.11  题型十一、微分问题 

例 2.2.27  设函数 ( )y f x= 由方程 2 arctan 1x y x y+ + = 确定，试求 0d xy
=
． 

解法 1  当 0x = 时， 1y = ，等式 2 arctan 1x y x y+ + = 两边同时对 x求导数，则 

2
22 arctan 1 0

1
yx y x y

y
′

′+ ⋅ + + =
+

， 

解得
2

2 2
(1 )(1 2 arctan )

1
y x yy

x y
+ +′ = −

+ +
，从而 

2

2 2
(1 )(1 2 arctan )d d d

1
y x yy y x x

x y
+ +′= = −

+ +
， 

故 0d dxy x
=
= − ． 

解法 2  当 0x = 时， 1y = ，等式 2 arctan 1x y x y+ + = 两边同时取微分，则 

2
2

d2 d arctan d d 0
1

yx x y x x y
y

⋅ + ⋅ + + =
+

， 

解得
2

2 2
(1 )(1 2 arctan )d d

1
y x yy x

x y
+ +

= −
+ +

，从而 0d dxy x
=
= − ． 

例 2.2.28  若函数 ( )y f x= 在 0x x= 处可微，dy 与 yΔ 分别表示函数 ( )f x 在 0x x= 处的微分

与增量，则
0

dlim
x

y y
xΔ →

− Δ
=

Δ
（    ）． 

（A）1；    （B） 1− ；    （C） 0 ；    （D）无法确定． 
解  根据微分的定义，当 0xΔ → 时， d ( )y y o xΔ = + Δ ，因此 

0 0

d ( )lim lim 0
x x

y y o x
x xΔ → Δ →

− Δ − Δ
= =

Δ Δ
， 

故答案选（C）． 
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2.3  深 化 训 练 

2.3.1  填空题 

（1）【2011（3）】设
0

( ) lim (1 3 )
x
t

t
f x x t

→
= + ，则 ( )f x′ = ________． 

（2）设 2 22 exy x= + ，则 y′=________． 

（3）设函数 ( )f x 满足 (0) 1 (0) 1f f ′= = −， ，则
1

(ln ) 1lim
1x

f x
x→

−
=

−
________． 

（4）已知
1( )

1
f x

x
=

+
满足 0( ) 2f x = ，则 0[ ( )]f f x′ = ________． 

（5）【2007（3）】设函数
1

2 3
y

x
=

+
，则 ( ) (0)ny = ________． 

（6）已知 ( 2) (ln )ny f x− = ，其中 f 任意阶可导，则 ( )ny = ________． 

（7）【2013（1）】设函数 ( )y f x= 由方程 ( )1ex yy x −− = 确定，则
1lim 1

n
n f

n→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞ − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
________．   

（8）【2008（1）】曲线 sin( ) ln( )xy y x x+ − = 在点 (0,1) 处的切线方程为________． 

（9）【2011（3）】曲线
πtan e
4

yx y⎛ ⎞+ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

在点 (0, 0) 处的切线方程为________． 

（10）【2013（1）】设
sin

sin cos
x t

y t t t
=⎧

⎨ = +⎩
（ t 为参数），则

2

π2
4

d
d t

y
x =

= ________． 

2.3.2  单项选择题 
（1）【2004（1）】设函数 ( )f x 连续，且 (0) 0f ′ > ，则存在 0δ > ，使得（    ）． 
   （A） ( )f x 在 (0, )δ 内单调增加；       
   （B） ( )f x 在 ( ,0)δ− 内单调减少； 
   （C）对于任意的 (0, )x δ∈ ，有 ( ) (0)f x f> ；   
   （D）对于任意的 ( ,0)x δ∈ − ，有 ( ) (0)f x f> . 

（2）【2012（1，3）】设函数 2( ) (e 1)(e 2) (e )x x nxf x n= − − −" ，其中 n为正整数，则 (0)f ′ =

（    ）． 
   （A） 1( 1) ( 1)!n n−− − ；           （B） ( 1) ( 1)!n n− − ； 
   （C） 1( 1) !n n−− ；               （D） ( 1) !n n− . 

（3）若 )(xf 在 x a= 处可导，则下列选项不一定正确的是（    ）． 
   （A） lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
= ；           （B） lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
′ ′= ； 

   （C）
0

( ) ( )lim
h

f a h f a h
h→

− − +
存在； （D）

( ) ( )lim
x a

f a f x
x a→

−
−

存在. 

（4）设 ( )f x 在点 0x 处可导，且
0

0 0

1lim
( 2 ) ( ) 4x

x
f x x f x→

=
− −

，则 0( )f x′ 等于 （    ）． 

   （A）4；       （B）–4；       （C）2；         （D）–2. 
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（5）设

2 1
1

1( )

2 1

x
x

xf x

x

⎧ −
⎪ ≠
⎪ −= ⎨
⎪

=⎪⎩

，则 ( )f x 在 1x = 处（    ）． 

   （A）不连续；       （B）连续但不可导； 
   （C）可导；        （D）不确定. 

（6）设
1( ) arctanf x
x

= ，则
0

( ) ( 2 )lim
x

f a f a x
xΔ →

− − Δ
=

Δ
（    ）． 

   （A） 2
1

1 a+
；    （B） 2

1
1 a

−
+

；  （C） 2
2

1 a+
；    （D） 2

2
1 a

−
+

. 

（7）设 ( )y f x= 在点 0x 处可微， 0 0( ) ( )y f x x f xΔ = + Δ − ，则当 0xΔ → 时，则下列结论正

确的是（    ）． 
   （A） dy 与 xΔ 是等价无穷小量；     （B） dy 是比 xΔ 高阶的无穷小量； 
   （C） dy yΔ − 是比 xΔ 高阶的无穷小量； （D） dy yΔ − 与 xΔ 是同阶无穷小量. 

（8）若下列极限都存在，则下列等式成立的是（    ）． 

   （A）
0

( ) ( )lim ( )
h

f a h f a f a
h−→

+ − ′= ；     （B） 0 0
00

( ) ( )lim ( )
x

f x f x x f x
x→

− − ′= ； 

   （C）
0

( ) ( )lim ( )
2h

f a h f a h f a
h→

+ − − ′= ；   （D）
0

( ) ( )lim ( )
h

f a h f a f a
h+→

+ − ′= . 

（9）设函数 ( )f x 对 x R∀ ∈ 均满足 ( ) ( )f x f x− = ，且 0( ) 2f x′ − = ，则 0( )f x′ =（    ）． 

   （A） 2；     （B） 2− ；   （C） 1
2
；        （D）

1
2

− ． 

（10）【2016（4）】已知函数

0
( )

1 1 1 , 1,2,
1

x x
f x

x n
n n n

⎧
⎪⎪= ⎨
⎪ < =
⎪ +⎩

"

≤

≤

，则（    ）． 

    （A） 0x = 是 ( )f x 的第一类间断点； （B） 0x = 是 ( )f x 的第二类间断点； 
    （C） ( )f x 在 0x = 处连续但不可导； （D） ( )f x 在 0x = 处可导． 

2.3.3  已知函数 ( )f x 满足 (1) 0f = ， (1) 2f ′ = ，求极限
1lim 1 1

n

n
f

n→∞

⎡ ⎤⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
． 

2.3.4  设 ( )f x 为可导的偶函数，且
1

(2 1) (1) 1lim
1 2x

f x f
x→

− −
=

−
，求 ( 1)f ′ − ． 

2.3.5  【2015（1，3）】（1）设函数 ( ), ( )u x v x 可导，利用导数定义证明：[ ( ) ( )]u x v x ′ = ( ) ( )u x v x′ +  
( ) ( )u x v x′ ； 
（2）设函数 1 2( ), ( ), , ( )nu x u x u x⋅ ⋅ ⋅ 可导， 1 2( ) ( ) ( ) ( )nf x u x u x u x= ⋅⋅ ⋅ ，写出 ( )f x 的求导公式． 

2.3.6  已知 ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内可导，且周期为 5 ，又
0

(1) (1 2 ) 1lim
4x

f f x
x→

− +
= ，试求曲线

( )y f x= 在点 (6,1) 处的切线方程． 
2.3.7  已知 ( )g x 具有连续导数， 2( ) ( ) ( )f x x a g x= − ，试求 ( ) ( )f a f a′ ′′， ． 

2.3.8  设
sin 0

( )
ln( ) 0

x x
f x

ax b x
<⎧

= ⎨ +⎩ ≥
在 ( , )−∞ +∞ 内可导，试求常数 a b、 的值． 


