
第 1 章摇 绪摇 摇 论

工程技术人员在分析和设计电路、机械系统、控制系统和其他工程学科中的非线性动力学

系统时,需要吸收和消化大量的非线性分析工具。 本书引入了一些这样的工具,特别是强调了

用李雅普诺夫(Lyapunov)方法进行非线性系统稳定性分析,并从输入 输出和无源透视方面对

反馈系统的稳定性给予特别关注。 我们还提出了用于检测和分析“自由冶振荡的工具,包括描

述函数法。 此外还引入了扰动理论的渐近工具,包括一般扰动和奇异扰动。 最后,我们介绍了

一些非线性反馈控制工具,包括线性化、增益定序法、积分控制、反馈线性化、滑模控制、李雅普

诺夫再设计、反步法(backstepping)、基于无源性的控制和高增益观测器。

1郾 1摇 非线性模型和非线性现象

我们将处理由有限个耦合一阶常微分方程

建模的动力学系统,其中, x摇·i 表示 xi 对时间变量 t 的导数,u1,u2,…,up 指输入变量。 x1,x2,
…,xn 称为状态变量,表示动力学系统对其过去状态的记忆。 通常用向量符号以紧凑的形式

写出这组方程。 定义

把 n 个一阶微分方程重写为一个 n 维一阶向量微分方程:

(1郾 1)

式(1郾 1)称为状态方程,x 称为状态,u 称为输入。 有时,把另一个方程

(1郾 2)

与式(1郾 1)联立,定义一个 q 维输出向量 y,该向量包含了与动力学系统分析有关的变量,如一

些物理上可测量的变量或一些需要以特殊方式表现的变量。 我们把式(1郾 2)称为输出方程,



把方程(1郾 1)和方程(1郾 2)统称为状态空间模型,或简称为状态模型。 有限维物理系统的数学

模型并不总是以状态模型的形式出现,但我们总可以通过仔细选择状态变量,以这种方式建立

物理系统的模型。 本章后面给出的例题和习题将说明状态模型的多种功能。
本书大部分分析是处理状态方程,无须输入 u 的显式表示,即所谓的无激励状态方程

(1郾 3)

无激励状态方程并不一定意味着系统的输入为零。 可以把输入指定为一个给定时间的函数

u = 酌( t),一个给定状态的反馈函数 u = 酌( x),或同时是时间和状态的函数 u = 酌( t,x)。 把

u = 酌 代入方程(1郾 1)中消去 u 就会产生无激励状态方程。
当函数 f 与 t 没有明显关系时,会出现一个特例,即

(1郾 4)

这种情况下的系统称为自治系统或时不变系统。 自治系统的特点是不随时间原点的移动而改

变,因为时间变量从 t 变化到t = t - a 时不会改变状态方程的右边。 如果系统不是自治的,就
称为非自治系统或时变系统。

处理状态方程的一个重要概念是平衡点的概念。 对于状态空间中的点 x = x*,只要系统

状态从 x*点开始,在将来任何时刻都将保持在 x*点不变,那么这一点就称为方程(1郾 3)的平

衡点。 对于方程(1郾 4)的自治系统,平衡点是方程

的实根。 平衡点可以是孤立的,也就是说在其邻域内不会有另一个平衡点,否则可能有一个平

衡点的连续统(a continuum of equilibrium points)。
对于线性系统,状态模型(1郾 1) ~ (1郾 2)具有如下特殊形式:

我们假设读者熟悉线性系统中基于叠加原理的分析方法。 由于我们是从线性系统进入到非线

性系统,因此将面对更难的情形。 叠加原理不再成立,分析方法将包含更高深的数学理论。 因

为我们已知线性系统的有力分析方法,所以分析非线性系统的第一步通常是将其在某些特定

点上线性化,并分析得到的线性模型。 这是工程惯例,也是常用的方法。 毫无疑问,只要允许,
就应该尽可能通过线性化来分析非线性系统的特性。 然而,仅仅线性化是不够的,我们还必须

开发用于分析非线性系统的方法。 线性化有两个基本限制。 第一,由于线性化是在工作点附

近的近似,因此仅能预测出这一点邻域内非线性系统的“局部冶特性,而不能预测出远离工作

点的“非局部冶特性,当然也就不能预测整个状态空间的“全局冶特性。 第二,非线性系统动力

学远比线性系统动力学丰富,有一些“本质上的非线性冶只有在非线性条件下才能发生,因此

不能由线性模型描述或预测。 下面是几个本质上是非线性现象的例子:

荫 有限逃逸时间摇 非稳定线性系统的状态只有当时间趋于无穷时才会达到无穷,而非线

性系统的状态可以在有限时间内达到无穷。
荫 多孤立平衡点摇 线性系统只有一个孤立平衡点,这样它就只有一个吸引系统状态的稳

态工作点,而与初始状态无关。 非线性系统可以有多个孤立平衡点,其状态可能收敛于

几个稳态工作点之一,收敛于哪个工作点取决于系统的初始状态。
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荫 极限环摇 对于振荡的线性时不变系统,必须在虚轴上有一对特征值,这是在有扰动的条

件下几乎不可能保持的非鲁棒条件。 即使我们能做到,振荡幅度也将取决于初始状态。
在现实生活中,只有非线性系统才能产生稳定振荡,有些非线性系统可以产生频率和幅

度都固定的振荡,而与初始状态无关。 这类振荡就是一个极限环。
荫 分频振荡、倍频振荡或殆周期振荡摇 稳定线性系统的输出信号频率与输入信号频率相同。

而非线性系统在周期信号激励下,可以产生具有输入信号频率的分频或倍频振荡,甚至可

以产生殆周期振荡,其中一个例子就是周期振荡频率之和,而不是每个振荡频率的倍频。
荫 混沌摇 非线性系统的稳态特性可能更为复杂,它既不是平衡点,也不是周期振荡或殆周

期振荡,这种特性通常称为混沌。 有些混沌运动显示出随机性,尽管系统是确定的。
荫 特性的多模式摇 同一非线性系统显示出两种或多种模式是很正常的。 无激励系统可能

有不止一个极限环。 具有周期激励的系统可能会显示倍频、分频或更复杂的稳态特性,
这取决于输入信号的幅度和频率。 甚至可能当激励幅度和频率平滑变化时,也会显示

出不连续的跳跃性能模式。

本书仅讨论前三种现象淤,多平衡点和极限环将在下一章讲到二阶自治系统时介绍,有限

逃逸时间现象将在第 3 章中介绍。

1郾 2摇 示例

1郾 2郾 1摇 单摆方程

图 1郾 1摇 单摆

考虑图 1郾 1 所示的单摆,l 表示摆杆的长度,m 表示摆锤的

质量,假设杆是硬质的且质量为零。 用 兹 表示杆与通过中心点

的竖直轴间的夹角。 单摆在竖直平面内自由摆动,摆锤以半径

为 l 的圆运动。 为了写出单摆的运动方程,先来确定作用在摆

锤上的力。 有一个向下的重力 mg,g 为重力加速度。 还有一个

阻碍运动的摩擦力,假设与摆锤的速度成正比,摩擦系数为 k。
运用牛顿第二运动定律,可写出沿切线方向的运动方程

写沿切线方向的运动方程的好处是方程中不出现杆的张力,因为它在法线方向上。 写中心点

的运动方程也可得到与上式相同的方程。 为得到单摆的状态模型,我们取状态变量 x1 = 兹,
x2 = 兹

摇 ·
,状态方程为

(1郾 5)

(1郾 6)

为求平衡点,设 x摇·1 = x摇·2 = 0 并解方程求 x1 和 x2:
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淤 要阅读有关激励振荡、混沌、分岔及其他重要内容,请参阅文献[70],文献[74],文献[187]和文献[207]。



平衡点位于(n仔,0),n = 0, 依 1, 依 2,…。 从单摆的物理描述看,很显然单摆仅有两个平衡点,
对应于(0,0)和(仔,0),其他平衡点与这两个平衡点重合,平衡点数对应于单摆停在两个平衡

点之一前所进行的全摆动的次数。 例如,如果单摆在停于垂直向下的位置之前进行了 m 次完

全 360毅循环,那么从数学意义上讲,可以说单摆的平衡点为(2m仔,0)。 我们在研究单摆时,将
只关心两个“非平凡的冶平衡点(0,0)和(仔,0),在物理上可看出这两个平衡位置彼此差异很

大。 单摆确实可以停留在平衡点(0,0)上,但在平衡点(仔,0)上几乎不可能保持静止,因为来

自平衡点的一个无穷小的干扰就会使单摆偏离该平衡点。 这两个平衡点的区别在于其稳定性

质,这一点我们将进行深入研究。
有时忽略摩擦阻力有助于研究单摆方程,即设 k = 0,得到的系统

(1郾 7)

(1郾 8)

在某种意义上说是保守系统,即如果给单摆一个初始推力,它就会永远保持无衰减振荡,能量

在动能和势能之间相互转换而无耗散。 当然这是不现实的,但给出了单摆特性,也有助于求出

当摩擦系数 k 很小时单摆方程的近似解。 如果能运用单摆的力矩 T,就可以得到另一种形式

的单摆方程,力矩可看成如下方程的控制输入:

(1郾 9)

(1郾 10)

有趣的是,用与单摆方程相似的方程可对几个毫无关系的物理系统建模。 这样的例子有

与无限长总线连接的同步发电机的模型(见习题 1郾 8),约瑟夫森(Josephson)结电路模型(见
习题 1郾 9)和锁相环模型(见习题 1郾 11),因而单摆方程非常重要。

1郾 2郾 2摇 隧道二极管电路

考虑图 1郾 2淤 所示的隧道二极管电路,隧道二极管的特性为 iR = h( vR),电路中的储能元

件是电容 C 和电感 L,假设它们是线性时不变的,可由方程

对其建模,其中 i 是通过元件的电流,v 是其两端的电压,下标表示特指的元件。 为写出系统的

状态模型,取 x1 = vC,x2 = iL 作为状态变量,u = E 为常数输入。 为写出 x1 的状态方程,需要把

iC 表示为状态变量 x1,x2 和输入 u 的函数,运用基尔霍夫电流定律,流过结点襂的电流的代数

和为零,可写出方程

因此

同样,需要把 vL 表示为状态变量 x1,x2 和输入 u 的函数,运用基尔霍夫电压定律,左边回路中

各元件电压降的代数和为零,可写出方程

4 非线性系统(第三版)

淤 本图以及图 1郾 3 和图 1郾 7 都取自文献[39]。



因此

现在就可以写出电路的状态模型 (1郾 11)

(1郾 12)

设 x摇·1 = x摇·2 = 0 并解方程

求解 x1 和 x2,即可确定系统的平衡点。 因此方程

的根即为平衡点。

图 1郾 2摇 (a)隧道二极管;(b)隧道二极管 vR 鄄iR 特性

图 1郾 3摇 隧道二极管电路的平衡点

图 1郾 3 形象地显示,对于 E 和 R 的某个值,方程有三

个孤立的根,对应于系统的三个孤立平衡点。 平衡点的数

目会随 E 和 R 值的变化而变化。 例如,如果 R 不变而增

大 E,只会得到一个平衡点,只有 Q3 存在。 另一方面,如
果保持 R 不变而减小 E,最后就只有平衡点 Q1。 假设我

们讨论多平衡点的情况,在电路的实验装置中可以观察这

些平衡点中的哪一个呢? 答案取决于平衡点的稳定性质,
第 2 章将再讨论这个问题,并给出答案。 摇

1郾 2郾 3摇 质量 弹簧系统

在图 1郾 4 所示的质量 弹簧机械系统中,在水平面上滑动并通过弹簧连接到竖直表面的物

体 m 受到一个外力 F 的作用。 定义物体距参考点的位移为 y,根据牛顿运动定律,有

其中 F f 是摩擦阻力,Fsp是弹簧的回复力。 设 Fsp只是位移 y 的函数,即 Fsp = g(y),同时假设参

考点位于 g(0) = 0 处,外力 F 由我们设定。 对于不同的 F,F f 和 g,会出现几个有趣的自治和

非自治二阶系统模型。
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图 1郾 4摇 质量 弹簧机械系统

位移相对较小时,弹簧的回复力可用线性函数 g(y) = ky 建模,其中 k 是弹性系数。 但是

当位移较大时,回复力与 y 是非线性关系。 例如,函数

的模型称为软化弹簧,即超过某一特定位移时,较大的位移增量所产生的力的增量较小。 另一

方面,函数

的模型称为硬化弹簧,即当超过某一特定位移时,较小的位移增量所产生的力的增量较大。
阻力 F f 包括静摩擦力、库仑摩擦力和黏滞摩擦力。 当物体静止时,静摩擦力 Fs 与水平面

平行,其大小限制在 依 滋smg,0 < 滋s < 1 是静摩擦系数。 Fs 在其取值范围内无论取何值都保持

物体静止。 当物体开始运动时,一定有一个作用在物体上的力克服由静摩擦引起的运动阻力。
在没有外力,即 F = 0 时,静摩擦力将与弹簧的回复力平衡,并当 | g(y) | 臆滋smg 时保持平衡。
一旦运动开始,作用在与运动相反方向上的阻力 F f,可按照滑动速度的函数 v = y摇· 建立模型。
由库仑摩擦引起的阻力 Fc,其大小为常数 滋kmg,滋k 是动摩擦系数,即

当物体在黏滞介质,如空气或润滑剂中运动时,会有由于黏滞性引起的摩擦力。 这个力通常按照

速度的非线性函数建立模型,即 Fv = h(v),h(0) =0。 当速度较小时,可假设 Fv = cv。 图 1郾 5(a)
和图 1. 5(b)所示分别为库仑摩擦力和库仑摩擦力加线性黏滞摩擦力的例子,图 1郾 5(c)所示

为静摩擦力大于库仑摩擦力时的例子,而图 1郾 5(d)所示的是与图 1郾 5(c)相似的情况,但随着

速度增大,力连续减小,称为斯特里贝克(Stribeck)效应。
对于硬化弹簧,考虑线性黏滞摩擦力和一个周期外力 F =Acos 棕t,可得到达芬(Duffing)方程

(1. 13)

这是研究具有周期激励的非线性系统的经典例子。
对于线性弹簧,考虑静态摩擦力、库仑摩擦力和线性黏滞摩擦力,当外力为零时可得到

其中

当 y摇· = 0 且 | y |臆滋smg / k 时,可由平衡条件 y摇·· = y摇· = 0 得到 浊(y, y摇·)的值。 取 x1 = y,x2 = y摇·,状
态模型为
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(1郾 14)

(1郾 15)

图 1郾 5摇 摩擦力模型示例

注意该状态模型的两个特点。 首先,它有一组平衡点,而不是一个孤立的平衡点;其次,等
式右边的函数是状态变量的不连续函数,这是由于在建立摩擦力模型时的理想化造成的。 人

们希望物理摩擦力由其静态摩擦力平滑地转化到滑动摩擦力,而不是理想情况下的突变淤。
但理想化的不连续简化了分析,例如,当 x2 > 0 时可由线性模型

建立系统模型。 同样,当 x2 < 0 时可由线性模型

建立系统模型。 这样,在每个区域都可以通过线性分析预测系统特性。 这就是一个所谓分段

线性分析的例子,系统在状态空间的不同区域都可用线性模型表示,当从一个区域变化到另一

个区域时只是系数改变而已。

1郾 2郾 4摇 负阻振荡器

图 1郾 6 所示为一类重要电子振荡器的基本电路结构。 假设电感和电容是线性时不变的无

源元件,即 L > 0,C > 0。 电阻是具有 v鄄i 特性为 i = h( v)的有源电路,如图 1. 6 所示,函数
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淤 从静摩擦到滑动摩擦的过渡可由动力学摩擦力模型获得,参见文献[12]和文献[144]。



h(·)满足条件

其中 h忆(v)是 h(v)对 v 的一阶导数。 这样的 v鄄i 特性是可以实现的,例如图 1郾 7 所示的双隧道

二极管电路,隧道二极管特性如图 1郾 2 所示。 运用基尔霍夫电流定律可写出方程:

即

对 t 求一次微分,并两边同乘以 L,得

上式可写成与非线性系统理论中一些大家熟知的公式相一致的形式,为此把时间变量 t 变换

为t = t / CL,v 对 t 的导数与对t 的导数有下述关系:

把 v 对t 的导数记为 v摇·,电路方程可写为

其中 e = L / C,该方程是李纳(Li佴nard)方程

(1郾 16)

的特例,当

时,电路方程的形式为 (1. 17)

该方程称为范德波尔(Van der Pol)方程。 Van der Pol 用该方程研究真空管电路中的振荡,它
是非线性振荡理论的基本例子。 此方程有一个周期解,在唯一的平衡点 v = v摇· = 0 吸引除零解

以外的所有其他解。 为写出电路的状态模型,取 x1 = v,x2 = v摇·,得

(1郾 18)

(1郾 19)

注意,选择电容两端的电压和流过电感的电流作为状态变量,即可获得另一个状态模型。 状态

变量记为 z1 = iL,z2 = vC,则状态模型由下式给出:

由于第一个状态模型是对时间变量t = t / CL的,我们写出对t 的模型

(1郾 20)

(1郾 21)
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对 x 和 z 的状态模型看上去不一样,但它们是同一系统的等效表示。 通过坐标变换

这些模型就能相互获得,由此可看出它们是等效的。 由于既有 x 又有 z 与电路物理变量的关

系,因此不难找出映射 T(·),我们有

这样

其逆映射为

图 1郾 6摇 (a)基本振荡电路;(b)典型的驱动点特性 图 1郾 7摇 双隧道二极管负阻电路

1郾 2郾 5摇 人工神经网络

人工神经网络利用分布式信息处理及其固有的并行计算能力模拟生物结构。 图 1郾 8 所示为

实现神经网络模型的一个电路,称为霍普菲尔德(Hopfield)模型。 该电路基于一个与一些放大器

连接的 RC 网络,放大器的输入 输出特性由 vi = gi(ui)给出,其中 ui 和 vi 是第 i 个放大器的输入

电压和输出电压,函数 gi (·):R寅( - VM,VM)是一个以 - VM 和 VM 为渐近线的 S 状函数,如
图 1郾 9 所示,是连续可微的单调递增函数,当且仅当 ui =0 时,gi(ui) =0。 gi(·)可能的情况有

和

其中,姿 决定 gi(ui)在 ui =0 点的斜率。 这种 S 状输入 输出特性可用运算放大器实现。 电路中每

个放大器都包含一个输出为 - vi 的反相放大器,这就允许选择与给定输入所连接的放大器输出的

符号。 输出 vi 和 - vi 通常由同一运算放大器电路的两个输出端提供,这一对非线性放大器称为

“神经元冶。 电路中每个放大器的输入还有一个 RC 节。 电容 Ci >0 和电阻 籽i >0 表示第 i 个放大器

输入端的所有并联电容和并联电阻。 由基尔霍夫电流定律,在第 i 个放大器输入结点,有
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其中

Tij表示带符号的电导,其大小为 1 / R ij,其符号通过选择第 j 个放大器的正负输出决定,Ii 是一

个恒定的输入电流。 对于含有 n 个放大器的电路,可由 n 个一阶微分方程描述其运动。 为写

出状态方程,选择状态变量为 xi = vi,i = 1,2,…,n,则有

定义

可把状态方程写为 (1. 22)

i = 1,2,…,n。 注意,由于 gi(·)的 S 状特性,函数 hi(·)满足

系统的平衡点就是 n 个联立方程

的根,它们由 S 状特性、线性电阻连接和输入电流决定。 用 ui,i = 1,2,…,n 作为状态变量,可
得到同样的状态模型。

图 1郾 8摇 霍普菲尔德人工神经网络 图 1郾 9摇 霍普菲尔德网络中的典型

放大器输入 输出特性

神经网络的稳定性分析严格取决于是否满足对称条件 Tij = T ji,4郾 2 节将给出一个当

Tij = T ji时的分析示例,而 9郾 5 节将给出一个 Tij屹T ji的分析示例。

1郾 2郾 6摇 自适应控制

考虑由模型

描述的一阶线性系统,u 是输入控制,yp 是测得的输出,我们把这一系统看成设备。 假设希望

01 非线性系统(第三版)



得到一个闭环系统,其输入 输出特性由参考模型

描述,r 是参考输入,且选择的模型用 ym( t)表示闭环系统希望得到的输出,这一目的可由反馈

控制

达到。 假设设备参数 ap 和 kp 已知,kp屹0,且选择控制器参数 兹*
1 和 兹*

2 为

当 ap 和 kp 已知时,可以考虑输入控制器

时变增益 兹1( t)和 兹2( t)运用已有数据,即 r( t ),ym( t ),yp( t )和 u( t )进行在线调节,t < t。
自适应就是使 兹1( t)和 兹2( t)的值逐渐逼近标称值 兹*

1 和兹*
2 ,选择自适应准则应基于稳定性考

虑,一个称为梯度算法淤的准则是运用

其中,酌 是正常数,决定自适应的速度。 这一自适应控制定律假设 kp 的符号是已知的,而且不

失一般性地取为正值。 为写出描述满足自适应控制定律的闭环系统的状态模型,把输出误差

eo 和参数误差 1 和 2 定义为

更为方便。 利用 兹*
1 和 兹*

2 的定义,参考模型可写为

另一方面,设备输出 yp 满足方程

上面两式相减,可得到误差方程

这样,闭环系统就可由下面的非线性非自治三阶状态模型描述:

(1郾 23)

(1郾 24)

(1郾 25)

这里用到方程 i( t) = 兹
摇 ·

i( t),且把 r( t)和 ym( t)写为时间的显函数,以强调系统的非自治特

点,信号 r( t)和 ym( t)是闭环系统的外部驱动输入。
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淤 这一自适应准则将在 8郾 3 节中证明。



如果已知 kp,可得到较为简单的系统模型。 在这种情况下可以取 兹1 = 兹*
1 ,且只有 兹2 需要

在线调节,闭环模型可以简化为

(1郾 26)

(1郾 27)

这里去掉了 2 的下标。 如果控制设计的目的是使设备输出 yp 为零,则取 r( t)以0,因此

ym( t)以0,且闭环模型简化为自治二阶模型:

设 e摇·o = = 0,得到一个代数方程

由此确定系统的平衡点。 对所有 值系统的平衡点都在 eo = 0,即系统在 eo = 0 有一组平衡点,
而没有孤立的平衡点。

这里描述的特殊自适应控制方法称为直接参考模型自适应控制。 “参考模型冶一词源于控

制器的任务与给定的闭环参考模型相匹配,而“直接冶一词用于表示控制器参数直接适合一种

控制方法,该方法能在线估计设备参数 ap 和 kp,并用估计值计算控制器参数淤。 自适应控制

问题能产生一些有趣的非线性模型,我们将用这些模型说明本书中的一些稳定性问题和微扰

技术。

1郾 2郾 7摇 一般非线性问题

在前面的例子中,我们看到的是物理系统建模中的一些典型非线性问题,如非线性电阻、
非线性摩擦力和 S 状非线性等,本节将讨论其他一些典型非线性问题。 图 1郾 10 所示为四个典

型的无记忆非线性问题。 之所以称为无记忆、零记忆或静态,是因为非线性系统在任一时刻的

输出仅由该时刻的输入决定,而与历史输入无关。
图 1郾 10(a)所示的是由符号函数

(1郾 28)

描述的理想中继器,其非线性特性可由机电中继器、晶闸管电路和其他开关器件实现。
图 1郾 10(b)所示的是一个理想的饱和非线性问题。 饱和特性在实际放大器(如电放大器、

磁放大器、气动放大器或液压放大器)、电动机及其他设备中是很普遍的,也常用做限幅器限

定变量的范围。 定义饱和函数

(1郾 29)

表示归一化的饱和非线性特性,并按照 k sat(u / 啄)得到图 1郾 10(b)。
图 1郾 10(c)所示为理想的死区非线性特性,这是典型的电子管和其他一些放大器在输入
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信号较小时的特性。 用于图 1郾 10(b)和图 1. 10(c)中表示饱和特性和死区特性的分段线性函

数是实际中平滑函数的近似,如图 1郾 11 所示。

图 1郾 10摇 典型的无记忆非线性问题

图 1郾 11摇 由分段线性特性(实线)近似的饱和和死区非线性的实际特性(虚线)

图 1郾 10(d)所示是量化非线性特性,是信号模 数转换的典型例子。
我们还常常遇到一些输入 输出特性有记忆的非线性部件,也就是说,任一时刻的输出与

全部历史输入有关,图 1郾 12、图 1郾 15 ( b) 和图 1郾 16 所示为三个迟滞型的此类特性曲线。
图 1郾 12 为迟滞中继。 当输入为较高的负电压时,输出处于低电平 L - 。 随着输入增大,输出保

持在 L - ,直到输入达到 S + 。 当输入高于 S + 时,输出转换到高电平 L + ,并当输入电压继续升

高时保持不变。 现在如果减小输入,输出将保持在 L + ,直到输入超过 S - 。 在这一点输出转换

到低电平 L - ,且当输入为低电压时保持不变。 这种输入 输出特性是可以产生的,例如,图 1郾 13
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所示的运算放大器电路就可以产生这样的输入 输出特性淤。 电路中的运算放大器和二极管

都是理想的,理想运算放大器反相输入端( - )电压等于同相输入端( + )电压,并且两个输入

端的电流均为零。 理想二极管的 v鄄i 特性如图 1郾 14 所示。 当输入电压 u 较高且为负值时,二
极管 D1 和 D3 导通,而 D2 和 D4 截止于。 因为两个放大器的反相输入端都是虚地的,所以通过

R5 和 D3 的电流为零,且 D3 的输出也是虚地的。 因此,输出电压 y = - (R3 / R4)E。 只要流过

D1 的电流为正,这种状态就保持不变,即

当增大输入电压 u 时,输出 y 将保持在(R3 / R4)E,直到输入电压达到 R3R6E / R4R7。 若超过这

个值,二极管 D1 和 D3 将截止,而 D2 和 D4 将导通。 与上面的情况相似,因为两个放大器的反

相输入端都是虚地的,所以通过 R5 和 D4 的电流为零,且 D4 的输入也是虚地的。 因此,输出电

压y = (R2 / R1)E。 只要流过 D2 的电流为正,这种状态就保持不变,即

这样即可得到图 1郾 12 所示的输入 输出特性,其中

在例 2郾 1 中将会看到,对于 1郾 2郾 2 节的隧道二极管电路,当其输入电压远低于电路的动态特性

时,会产生类似的特性。

图 1郾 12摇 迟滞中继 图 1郾 13摇 实现图 1郾 12 迟滞中继的运算放大器电路
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淤

于

该电路选自文献[204]。
要理解为什么当 D3 导通时 D1 也导通,可注意当 D1 导通时 A1 输出端的电压是 Vd,为二极管的导通电压。 由此产

生通过 R5 的电流 Vd / R5,指向 A2。 由于 A2 的输入电流为零,所以流过 R5 的电流也一定流过 D3。 在二极管模型

中,我们忽略了偏置电压 Vd,因此也忽略了流过 R5 和 D3 的电流。



图 1郾 14摇 理想二极管的 v鄄i 特性

摇 摇 另一类迟滞非线性是间隙特性,如图 1郾 15(b)所示,这在

齿轮中是常见的。 为说明间隙特性,图 1郾 15(a)的草图给出了

一对配套齿轮间的一个小缝隙。 假设被驱动的齿轮有较高的

摩擦惯性比,使得当驱动齿轮开始减速时,其表面在 L 处保持

接触。 图 1郾 15(b)为其输入 输出特性,给出从动轮 y 与驱动

轮 u 的角度间的关系。 从图 1郾 15(a)的位置开始,当驱动轮旋

转一个小于 a 的角度时,从动轮不动。 当转动角大于 a 时,在
L 处建立触点,且从动轮按照输入 输出特性的 AoA 段随驱动轮转动。 若驱动轮反方向转动,
在 U 点建立触点前转动的角度为 2a。 在此运动过程中,角度 y 保持不变,得到特性曲线的 AB
段。 触点 U 建立后,从动轮随驱动轮转动,得到特性曲线的 BC 段,直到下一个反方向转动得

到曲线的 CDA 段。 这样,幅度大于 a 的周期输入就产生了图 1郾 15(b)的 ABCD 迟滞循环。 注

意,若输入幅度较大,迟滞循环将是A忆B忆C忆D忆,这类迟滞特性与图 1郾 12 所示的中继迟滞特性的

重要区别是,后者的迟滞循环与其输入幅度无关。
图 1郾 16 是典型的磁性材料的迟滞特性,与间隙相似,其迟滞循环也与输入幅度有关淤。

图 1郾 15摇 间隙非线性

图 1郾 16摇 迟滞非线性

1郾 3摇 习题

1郾 1摇 描述大量物理非线性系统的数学模型是 n 阶微分方程
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淤 建立图 1郾 15(b)和图 1郾 16 所示的迟滞特性模型相当复杂,文献[106],文献[126]和文献[203]给出了各种建模方法。



其中 u 和 y 都是标量变量。 以 u 作为输入,y 作为输出,求状态模型。
1郾 2摇 考虑由 n 阶微分方程

描述的单输入 单输出系统,g2 是其自变量的可微函数。 以 u 作为输入,y 作为输出,求
状态模型。
提示:取 xn = y(n - 1) - g2( t,y,y摇·,…,y(n - 2))u。

1郾 3摇 考虑由 n 阶微分方程

描述的单输入 单输出系统,z 是输入,y 是输出。 通过在输入端添加 m 个串联的积分器扩

展系统的动态范围,并定义 u = z(m)作为扩展系统的输入,如图 1郾 17 所示。 用 y,…,y(n -1)

和 z,…,z(m - 1)作为状态变量,求扩展系统的状态模型。

图 1郾 17摇 习题 1郾 3

1郾 4摇 一个 m 连杆机器人的非线性动力学问题[171,185]可表示为

其中 q 是m 维广义坐标向量,表示结合位置,u 是m 维控制(转动力矩)输入,M(q)是对称惯

性矩阵,对于所有 q沂Rm 都是正定的。 C(q,q摇·) q摇· 用于说明离心力和科里奥利(Coriolis)力。

对于所有 q,q摇·沂Rm,矩阵C 满足M
摇·

-2C 是斜对称矩阵,其中M
摇·

是M(q)对于 t 的全微分。 Dq摇·

用于说明黏滞阻尼,D 是半正定对称矩阵。 g(q)表示重力,由 g(q) = [坠P(q) / 坠q]T 给出,其
中 P(q)是由于重力产生的所有连杆的全部势能。 选择适当的状态变量,求出状态方程。

1郾 5摇 有一个具有软连接的单链路控制机[185],当忽略阻尼时,其非线性动力学方程由下式给出:

其中 q1 和 q2 是角位置,I 和 J 是转动惯量,k 是弹簧系数,M 是总质量,L 是距离,u 是转

动力矩输入。 为该系统选择状态变量,并写出状态方程。
1郾 6摇 一个具有软连接的 m 连杆机器人[185]的非线性动力学方程为:

其中 q1 和 q2 是 m 维广义坐标向量,M(q1)和 J 是对称非奇异惯性矩阵,u 是 m 维控制

输入,h(q,q摇·)表示离心力、科里奥利力和重力,K 是联合( joint)弹簧系数的对角矩阵。
为该系统选择状态变量,并写出状态方程。
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图 1郾 18摇 习题 1郾 7

1郾 7摇 图 1郾 18 所示为两个系统的反馈连接,
传递函数 G( s)表示的是一个线性时不

变系统,z = ( t,y)定义了一个非线性

时变部件。 变量 r,u,y 和 z 是维数相

同的向量, ( t,y)是向量值函数。 以 r
作为输入,y 作为输出,求状态模型。

1郾 8摇 一个与无限长总线( infinite bus)连接

的同步发电机由下式表示[148]:

其中 啄 是用弧度表示的角度,Eq 是电压,P 是机械输入功率,EFD是场电压(输入),D 是

阻尼系数,M 是惯性系数,t 是时间常数,浊1,浊2 和 浊3 是常数参数。
(a) 用 啄, 啄

摇·
和 Eq 作为状态变量,写出状态方程。

(b) 设 P = 0郾 815,EFD = 1郾 22,浊1 = 2郾 0,浊2 = 2郾 7,浊3 = 1郾 7,t = 6郾 6,M = 0郾 0147,D / M =
4,求出所有平衡点。

(c) 假设t 比较大,使 E
摇·

q抑0。 证明假设 Eq 为常数,可简化为单摆方程。

图 1郾 19摇 习题 1郾 9 和习题 1郾 10

1郾 9摇 图 1郾 19 所示的电路中含有一个非线性电

感,电路由与时间相关的电流源驱动。 假

设非线性电感是约瑟夫森结[39],其特性为

iL = I0sin k L,其中 L 是电感的磁通量,I0
和 k 是常数。
(a) 用 L 和 vC 作为状态变量,求状态

方程。
(b) 选择 iL 和 vC 作为状态变量会更容易吗?

1郾 10摇 图 1郾 19 所示的电路中含有一个非线性电感,电路由与时间相关的电流源驱动。 假设非

线性电感的特性为 iL = L L + 滋 3
L,其中 L 是电感的磁通量,L 和 滋 是正常数。

(a) 用 L 和 vC 作为状态变量,求状态方程。
(b) 当 is = 0 时,求所有平衡点。

1郾 11摇 锁相环[64] 可由图 1郾 20 的方框图表示。 设{A,B,C}是标量,是严格正则传递函数

(strictly proper transfer function)G( s)的一个最小实现。 假设 A 的所有特征值都具有负

实部,G(0)屹0,且 兹i 为常数。 设 z 是{A,B,C}实现的状态。
(a) 证明该闭环系统可由如下状态方程表示:

(b) 求系统的所有平衡点。
(c) 证明当 G( s) = 1 / (t s + 1)时,该闭环模型与单摆方程的模型一致。

1郾 12摇 考虑图 1郾 21 所示的质量 弹簧系统,假设弹簧是线性的,非线性黏滞阻尼由 c1 y摇· + c2 y摇· | y摇· |
描述。 求描述系统运动的状态方程。
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图 1郾 20摇 习题 1郾 11 图 1郾 21摇 习题 1郾 12

1郾 13摇 图 1郾 22 的结构是一个机械系统的例子[7],其摩擦力在某一区域可以为负。 一个由线性

弹簧固定的物体 m,在传动带上以速度 v0 做匀速运动,弹簧的弹性系数为 k1 和 k2。 由

传动带施加的摩擦力 h(v)是相对速度 v = v0 - y摇· 的函数。 假设当 | v | > 0 时,h( v)是光

滑函数。 除摩擦力外,假设还有一个线性黏滞摩擦力正比于 y摇·。
(a) 写出物体 m 的运动方程。
(b) 只分析 | y摇· | << v0 的区域,可通过 h(v0) - y摇·h忆(v0)用泰勒级数逼近 h(v),利用该近

似降价系统模型。
(c) 考虑到 1郾 2郾 3 节讨论的摩擦力模型,描述哪种摩擦力特性 h(v)会使系统具有负摩擦力?

1郾 14摇 图 1郾 23 所示为一个坡度为 兹 的道路上运动的车辆,v 是车的速度,M 是其质量,F 是由

发动机产生的牵引力。 假设摩擦力有库仑摩擦力和线性黏滞摩擦力,拉力正比于 v2。
把 F 看成控制输入,兹 作为扰动输入,求系统的状态模型。

图 1郾 22摇 习题 1郾 13 图 1郾 23摇 习题 1郾 14

1郾 15摇 考虑图 1郾 24 所示的倒摆[110]。 单摆的支点装在一个沿水平方向运动的小车上,小车由

电机驱动,电机在小车上施加水平方向的力 F。 图中还给出了单摆的受力分析:重心的

力 mg,水平方向的反作用力 H,以及作用于支点的竖直方向的反作用力 V。 写出单摆

重心在水平方向和竖直方向上的牛顿定律,有

取对重心的力矩可得到转矩方程

而小车在水平方向上的牛顿定律为
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