
第 1 章摇 预 备 知 识

假设函数 f(x) = cos(x),则它的导数 f 忆(x) = - sin(x),不定积分为 F(x) = sin(x) + C。 在

微积分学中可以学到这些公式,前者确定函数曲线 y = f(x)在点(x0,f(x0))的斜率 m = f 忆(x0),
后者可计算出函数曲线在 a臆x臆b 范围下的面积。

曲线 y 在点(p / 2,0)的斜率 m = f 忆(p / 2) = -1,通过它可找到在这一点的切线[见图 1. 1(a)]:

通过积分方法可以计算曲线 y 在 0臆x臆p / 2 范围下的面积为[见图 1. 1(b)]:

这是在微积分学中需要用到的一些结果。

图1.1摇 (a) 函数曲线 y = cos(x)在点(p / 2,0)的切线;(b) 函数曲线 y = cos(x)在区间[0,p / 2]下的区域

1. 1摇 微积分回顾

本书假定读者具有大学本科的微积分知识,即熟悉极限、连续性、求导、积分、序列和级数等

微积分知识。 下面回顾了本书中引用的微积分知识。

1. 1. 1摇 极限和连续性

定义 1. 1摇 设 f(x)为定义在包含 x = x0 的开区间上的函数,可能在 x = x0 处无定义。 如果对于

任意给定的 >0,总存在 啄 >0,使得当 0 < | x - x0 | < 啄 时有 | f(x) - L | < ,则称函数 f 在 x = x0

处具有极限 L,表示为

(1)

当采用 h 增量表达式 x = x0 + h 时,上式可以表示为

(2)
银



定义 1. 2摇 设 f(x)为定义在包含 x = x0 的开区间上的函数,如果

(3)

则称函数 f 在点 x = x0 处连续。
如果函数 f 在所有 x沂S 上连续,则称函数 f 在集合 S 上连续。 符号 Cn(S)表示函数 f 自

身和它的前 n 阶导数在集合 S 上连续的所有函数 f 的集合。 当 S 为区间[a,b]时,则可以用

符号 Cn[a,b]来表示。 例如,若有函数 f(x) = x4 / 3,其定义域为[ - 1,1],则显然f(x)和 f 忆(x)
= (4 / 3)x1 / 3在区间[ -1,1]上连续,但 f 义(x) = (4 / 9)x -2 / 3在 x =0 处不连续。 银

定义 1. 3 摇 设 { xn }肄
n = 1 为一个无限序列。 如果对于任意给定的 > 0,总存在一个正整数

N = N( ),使得当 n > N 时有 | xn - L | < ,则称序列{xn}肄
n = 1具有极限 L,记为

(4)
银

当序列有极限时,则称其为收敛序列。 另一个通常使用的表示形式为“当 n寅肄 时有

xn寅L冶。 上式等价于

(5)

这样,可将序列{ n}肄
n = 1 = {xn - L}肄

n = 1看成一个误差序列。 下列定理与连续性和收敛序列有关。

定理 1. 1摇 设 f(x)为定义在实数集合 S 上的函数,且 x0沂S,则下列命题是等价的:
(a) 函数 f 在 x0 处连续。
(b) 如果 lim

n寅肄
xn = x0,则 lim

n寅肄
f(xn) = f(x0)。

(6)

定理 1. 2(中值定理) 摇 若 f沂C[a,b],且 L 为 f(a)与 f(b)之间的任意值,则存在 c沂(a,b),使
得 f(c) = L。

图 1. 2摇 将中值定理运用在函数 f(x) = cos(x -
1)上,区间分别为[0,1]和[1,2 . 5]

例 1. 1摇 函数 f(x) = cos(x - 1)在区间[0,1]内连

续,且常量 L = 0. 8沂( cos(0),cos(1))。 函

数f(x) = 0. 8 在区间 [ 0, 1 ] 的 解 为 c1 =
0郾 356499。 同样,函数 f( x)在区间[1,2. 5]
内连续,且 L = 0. 8沂( cos(2. 5),cos(1))。
函数 f(x) = 0. 8 在区间[1,2. 5]的解为 c2 =
1. 643502。 这两种情况如图 1. 2 所示。 姻

定理 1. 3(连续函数的极值定理) 摇 设 f沂C[ a,
b],则存在下界 M1 和上界 M2,以及 x1,x2沂
[a,b],满足

当 x沂[a,b]时,M1 = f(x1)臆f(x)臆f(x2) =M2 (7)
有时也可以将其表示为

(8)

1. 1. 2摇 可微函数

定义 1. 4摇 设 f(x)在一个包含 x0 的开区间内有定义。 如果
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(9)

存在,则称函数 f 在点 x0 处可微。 如果此极限存在,则记为 f 忆(x0),并称之为 f 在点 x0 处

的导数。 也可以采用 h 增量表达式来表示此极限:

(10)

如果函数在集合 S 上的每一点都存在导数,则称函数在集合 S 上可微。 要注意的是,
数 m = f 忆(x0)是函数曲线 y = f(x)在点(x0,f(x0))的切线斜率。 银

图 1. 3摇 将极值定理运用在函数 f(x) = 35 +
59. 5x - 66. 5x2 + 15x3上,区间为[0,3]

定理 1. 4摇 如果函数 f(x)在点 x = x0 处可微,则

f(x)在点 x = x0 处连续。

根据定理 1. 3,如果函数 f 在闭区间[a,b]内
可微,则函数 f 的极值在闭区间的端点,或在开区

间(a,b)的临界点,即在 f 忆(x) = 0 的解处取得。

例 1. 2摇 函数 f( x) = 15x3 - 66. 5x2 + 59. 5x + 35
在区间[0,3]内可微。 f 忆( x) = 45x2 - 123x
+ 59. 5 = 0 的解为 x1 = 0. 54955 和 x2 =
2郾 40601。 如图 1. 3 所示,函数 f 在区间[0,
3]内的极小值和极大值分别为

和
姻

定理 1. 5[罗尔(Rolle)定理] 摇 设 f沂C[a,b],且对于所有 x沂(a,b),存在导数 f 忆( x),如果

f(a) = f(b) = 0,则至少存在一点 c沂(a,b),满足 f 忆(c) = 0。

定理 1. 6(均值定理) 摇 如果 f沂C[a,b],且对于所有 x沂(a,b),存在导数f 忆(x),则至少存在一

点 c沂(a,b),使得下式成立:

(11)

均值定理的几何意义是:函数曲线 y = f(x)至少存在一点(c,f(c)),其中 c沂(a,b),该点上

的切线斜率等于过点(a,f(a))和点(b,f(b))的割线的斜率。

例 1. 3摇 函数 f(x) = sin(x)在闭区间[0. 1,2. 1]内连续,且在开区间(0. 1,2. 1)内可微,则根据

均值定理,至少存在 c,满足

f 忆(c) = cos(c) = 0. 381688 在区间(0. 1,2. 1)上的解为 c = 1. 179174。 函数曲线 f(x)、割线

y = 0. 381688x + 0. 099833 和切线 y = 0. 381688x + 0. 474215 如图 1. 4 所示。 姻

定理 1. 7(广义罗尔定理) 摇 设 f沂C[a,b],f 忆(x),f 义(x),…,f(n)(x)在开区间(a,b)内存在,且 x0,
x1,…,xn沂[a,b]。 如果当 j = 0,1,…,n 时有 f(xj) = 0,则至少存在一点 c沂(a,b),满足

f (n)(c) =0。
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图 1. 4摇 将均值定理运用于函数 f(x) = sin(x)上,区间为[0. 1,2. 1]

1. 1. 3摇 积分

定理 1. 8(第一基本定理) 摇 如果函数 f 在区间[a,b]内连续,且函数 F 是 f 在区间[a,b]内的任

一积分函数,则

(12)

定理 1. 9(第二基本定理) 摇 如果函数 f 在区间[a,b]内连续,且 x沂(a,b),则

(13)

例 1. 4摇 函数 f(x) = cos(x)在区间[0,p / 2]内满足定理 1. 9 的假设,则根据定理的结论可得

姻

定理 1. 10(积分均值定理) 摇 若 f沂C[a,b],则至少存在一点 c沂(a,b),满足

f(c)是函数 f 在区间[a,b]内的平均值。

例 1. 5摇 函数 f(x) = sin(x) + 1
3 sin(3x)在区间[0,2. 5]内满足定理 1. 10 的假设。 函数 f(x)的一

个积分函数为 F(x) = - cos(x) - 1
9 cos(3x),则函数 f(x)在区间[0,2. 5]内的平均值为

方程 f(c) = 0. 749496 在区间[0,2. 5]内有 3 个解:c1 = 0. 440566,c2 = 1. 268010 和 c3 =
1郾 873583。 长为 b - a = 2. 5,高为 f( cj) = 0. 749496 的矩形区域面积为 f( cj) ( b - a) =
1郾 873740。 此矩形区域面积值与函数 f(x)在区间[0,2. 5]内的积分值相同。 两者区域的

比较如图 1. 5 所示。 姻

定理 1. 11(加权积分均值定理) 摇 若 f,g沂C[a,b],且当 x沂[a,b]时有 g(x)逸0,则至少存在一

点 c沂(a,b),满足
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图 1. 5摇 将积分均值定理运用在 f(x) = sin(x)
+ 1

3 sin ( 3 x ) 上 ,区间为 [ 0 ,2 . 5 ]

(14)

例 1. 6摇 函数 f(x) = sin(x)和函数 g(x) = x2 在

区间[0,p / 2]内满足定理 1. 11 的假设,则至

少存在一点 c,满足

或 c = arcsin(0. 883631) = 1. 08356。 姻

1. 1. 4摇 级数

定义 1. 5摇 设有序列{an}肄
n =1,则移肄

n =1an 为一个无穷级数,且第 n 个部分和为 Sn = 移n
k =1ak。 无穷

级数收敛当且仅当序列{Sn}肄
n =1收敛于极限 S,可表示为

(15)

如果级数不收敛,则称之为级数发散。 银

例 1. 7摇 已知无穷序列{an}肄
n = 1 = 1

n(n + 1{ })
肄

n = 1
,则第 n 个部分和为

因此,无穷级数的和为

姻

定理 1. 12(泰勒定理) 摇 若函数 f沂Cn + 1 [a,b],且 x0沂[a,b],则对任意 x沂(a,b),都存在c =
c(x)(c 依赖于 x)位于 x0 和 x 之间,满足

(16)
其中

(17)

且

(18)

例 1. 8摇 函数 f(x) = sin(x)满足定理 1. 12 的假设,则通过将函数 f(x)在 x = 0 处的各阶导数值

代入式(17),可得到在 x0 = 0 处 n = 9 的 n 阶泰勒多项式 Pn(x):
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函数 f 和 P9 在区间[0,2p]内的图形表示如图 1. 6 所示。 姻

图 1. 6摇 函数 f(x) = sin(x)和泰勒多项式 P9(x) = x - x3 / 3! + x5 / 5! - x7 / 7! + x9 / 9!的图形表示

推论 1. 1摇 如果 Pn(x)是定理 1. 12 中的 n 阶泰勒多项式,则

(19)

1. 1. 5摇 多项式求值

设 n 阶多项式 P(x)有如下形式:

(20)

霍纳(Horner)方法淤或综合除法是计算多项式的一种方法,可将其看成一种嵌套乘法。 例如,
一个 5 阶多项式可改写为如下嵌套乘法的形式:

定理 1. 13(用于多项式计算的霍纳方法) 摇 设 P(x)是按式(20)给出的多项式,且 x = c 是用于

计算 P(c)的数。
设 bn = an,并计算

(21)

则 b0 = P(c)。 进一步考虑,如果

(22)
则

(23)

其中 Q0(x)是 n - 1 阶多项式的商,R0 = b0 = P(c)是余数。
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证明:在式(23)中,用式(22)的右边替换 Q0(x),用 b0 替换 R0,则可得到

(24)

通过比较式(20)和式(24)中 xk 的系数,可以确定 bk 的值,如表 1. 1 所示。

表 1. 1摇 用于霍纳方法的系数 bk

将 x = c 替换入式(22),由于 R0 = b0,很容易得出结论 P(c) = b0,如下所示:
(25)

荫

借助于计算机,可以很容易地实现式(21)中计算 bk 的递归公式。 一个简单的算法如下:

当手工计算霍纳方法时,将 P(x)的系数写在一行,在 ak 所处的列下方计算 bk = ak + cbk + 1则更

方便。 这一处理过程如表 1. 2 所示。

表 1. 2摇 用于综合除法过程的霍纳表

例 1. 9摇 利用综合除法(霍纳方法)求 P(3),其中多项式

因此,P(3) = 17。 姻

1. 1. 6摇 习题

1. (a) 求解 L = limn寅肄 (4n + 1) / (2n + 1),确定{ n} = {L - xn}并求解 limn寅肄 n。
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(b) 求解 L = limn寅肄 (2n2 + 6n - 1) / (4n2 + 2n + 1),确定{ n} = {L - xn}并求解 limn寅肄 n。
2. 设{xn}肄

n = 1是满足 limn寅肄 xn = 2 的序列。
(a) 求解式 limn寅肄 sin(xn)。
(b) 求解 limn寅肄 ln(x2

n)。
3. 根据中值定理,求解下列函数在指定区间内满足值 L 的数 c。

(a) f(x) = - x2 + 2x + 3,区间为[ - 1,0],L = 2。

(b) f(x) = x2 - 5x - 2,区间为[6,8],L = 3。
4. 根据极值定理,求解下列函数在指定区间内的上界和下界。

(a) f(x) = x2 - 3x + 1,区间为[ - 1,2]。
(b) f(x) = cos2(x) - sin(x),区间为[0,2p]。

5. 根据罗尔定理,求解下列函数在指定区间内的 c 值。
(a) f(x) = x4 - 4x2,区间为[ - 2,2]。
(b) f(x) = sin(x) + sin(2x),区间为[0,2p]。

6. 根据均值定理,求解下列函数在指定区间内的 c 值。

(a) f(x) = x,区间为[0,4]。

(b) f(x) = x2

x + 1,区间为[0,1]。

7. 给定区间[0,3],将广义罗尔定理应用于函数 f(x) = x(x - 1)(x - 3)。
8. 将第一基本定理应用于下列指定区间内的函数。

(a) f(x) = xex,区间为[0,2]。

(b) f(x) = 3x
x2 + 1

,区间为[ - 1,1]。

9. 将第二基本定理应用于下列函数。
(a) 摇 摇 摇 摇 (b)

10. 根据积分均值定理,求解下列函数在指定区间内的 c 值。
(a) f(x) = 6x2,区间为[ - 3,4]。
(b) f(x) = xcos(x),区间为[0,3p / 2]。

11. 求解下列序列或级数的和。

(a) 摇 摇 摇 摇 (b) 摇 摇 摇 摇 (c) 摇 摇 摇 摇 (d)

12. 求解下列函数在 x0 处的 4 阶泰勒多项式。

(a) f(x) = x,x0 = 1
(b) f(x) = x5 + 4x2 + 3x + 1,x0 = 0
(c) f(x) = cos(x),x0 = 0

13. 设 f(x) = sin(x),且 P(x) = x - x3 / 3! + x5 / 5! - x7 / 7! + x9 / 9!。 证明 P(k) (0) = f(k) (0),k =
1,2,…,9。

14. 利用综合除法(霍纳方法)求解 P(c)。
(a)
(b)
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15. 求解中心位于原点,半径在 1 到 3 之间的所有圆的平均面积。
16. 设多项式 P(x)在区间[a,b]内有 n 个实根,证明 P(n -1)(x)在区间[a,b]内至少有 1 个实根。
17. 设 f,f 忆和 f 义在区间[a,b]内有定义,且 f(a) = f(b) = 0,当 c沂(a,b)时有 f( c) > 0。 证明存

在数 d沂(a,b),满足 f 义(d) < 0。

1. 2摇 二进制数

在日常生活中,人们通常使用十进制数进行计算,但大多数计算机内部通常采用二进制数。
虽然从表面上看,计算机的通信(输入、输出操作)是基于十进制数的,但这并不表示计算机内

部采用的是十进制数。 事实上,计算机首先将输入的十进制数转换成二进制数,然后进行二进

制运算,最后将答案再转换成十进制数显示出来。 可以通过下述实验对此进行验证。 例如,某
计算机的最高精度为 9 位十进制数,则计算下述公式的结果为

(1)

式(1)将数 1
10进行 100000 次累加,而它的算术精确值应当是 10000。 通过上述分析,说明

计算机的计算过程存在明显误差。 本节最后将具体描述当计算机将十进制小数 1
10 转换成二进

制数时,误差是如何产生的。

1. 2. 1摇 二进制数

大多数数学计算都采用十进制数。 例如,十进制数 1563 的展开式为

通常,若 N 为一个正整数,则存在数 a0,a1,…,ak,使得 N 的十进制扩展表达式为

其中数 ak 的取值范围为{0,1,…,8,9},则 N 的十进制表示为

摇 摇 (十进制) (2)
如果已知该数为十进制数,则可以表示为

例如,1563 = 156310。
若用 2 的幂表示,则十进制数 1563 可以表示为:

(3)

可以通过如下计算进行验证:

通常,若 N 为一个正整数,则存在数 b0,b1,…,bJ,使得 N 的二进制扩展表达式为

(4)
其中数 b j 为 0 或 1,则 N 的二进制表示为

摇 摇 (二进制) (5)
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利用上式可将式(3)表示为

批注摇 2 作为下标总出现在二进制数的末尾,以便读者区分十进制数和二进制数。 因此,111 表

示数一百一十一,而 1112 表示数七。
通常,由于 2 的幂的增长小于 10 的幂的增长,因此数 N 的二进制表示位数远大于它的十进

制表示位数。
通过式(4)可以得到一个计算 N 的二进制表示的有效算法。 将式(4)的两边同除以 2 可得

(6)

这样,N 除以 2 的余数是 b0。 下面来计算 b1。 如果式(6)表示为 N / 2 = Q0 + b0 / 2,则有

(7)
将式(7)的两边同除以 2 可得

这样,Q0 除以 2 的余数是 b1。 将这个计算过程持续下去,可分别得到商序列{Qk}和余数序列

{bk}。 当找到整数 J,满足 QJ = 0 时,计算过程停止。 这些序列符合下式:

(8)

例 1. 10摇 完成 1563 = 110000110112 的计算过程。
根据式(8),从 N = 1536 开始,构造商序列和余数序列:

则 1563 的二进制表示为

姻

1. 2. 2摇 序列与级数

当有理数表示成小数形式时,可能需要无穷多的位数。 下面是一个常见的例子:

(9)
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其中的符号 3 表示数 3 重复无穷次,形成无穷循环小数。 式(9)的基为 10,而且从数学意义上

讲,式(9)是式(10)的一种简化表示。

(10)

如果只显示有限位数,则可得到 1
3 的近似值。 例如, 1

3 抑0. 333 = 333 / 1000。 近似值的误差为

1
3000。 根据式(10),可验证 1

3 = 0. 333 + 1
3000。

理解式(10)的扩展表示是非常重要的。 一种基本方法是在两边都乘以 10,再相减,如下所示:

这样可以得到 S = 3
9 = 1

3 。 在许多有关微积分的书中都可以找到证明两个无穷级数的差别的

相关定理。 下面将介绍一些基本概念,更详细的内容可参见与微积分相关的教材。

定义 1. 6摇 无穷级数

(11)

称为比率为 r 的几何级数, 其中 c屹0,且 r屹0。 银

定理 1. 14(几何级数) 摇 几何级数有如下性质:

如果 | r | < 1,则 移
肄

n = 0
crn = c

1 - r (12)

如果 | r | > 1,则级数发散 (13)

证明:有限几何级数的和可以表示为

(14)

为了建立式(12),可以看到

(15)

这样,当 n寅肄时,根据式(14)和式(15)可得

根据 1. 1 节的式(15),可以证明式(12)成立。
如果 | r |逸1,则序列{ rn + 1}不收敛,因此式(14)中的序列{Sn}不存在极限。 这样,可以证明

式(13)成立。 荫

根据定理 1. 14 中的式(12),可以得到一个将无穷循环小数转换成分数的有效方法。

例 1. 11摇

姻
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1. 2. 3摇 二进制分数

二进制(基数为 2)分数可以表示为 2 的负幂之和。 如果 R 是一个实数,且 0 < R < 1,则存

在 d1,d2,…,dn,…,满足

(16)
其中 d j沂{0,1}。 式(16)右边的值通常可以表示成二进制分数形式,如下所示:

(17)

许多实数的二进制表示有无穷位。 分数 7
10 的十进制表示为 0. 7,但它的二进制表示有无

穷位:

(18)

式(18)中的二进制小数表示有无穷位,由 0110 这 4 个数重复循环构成。
现在可以开发一个求二进制表示的有效算法。 如果式(16)的两边都乘以 2,则结果为

(19)
式(19)右边的括号中的值是一个小于 1 的正数。 因此 d1 是 2R 的整数部分,即 d1 = int(2R)。
继续上述步骤,可得到式(19)的小数部分,表示为

(20)

其中 frac(2R)是实数 2R 的小数部分。 在式(20)两边乘以 2,可以得到

(21)

根据式(21)的整数部分可以得到 d2 = int(2F1)。
如果继续上述过程,无限执行下去(如果 R 是一个无限不重复的二进制表示),则可以递归

地得到序列{dk}和{Fk}:

(22)

其中 d1 = int(2R),且 F1 = frac(2R)。 通过下列收敛的几何级数:

可描述出 R 的二进制小数表示。

例 1. 12摇 通过式(22)可计算出式(18)中
7
10 的二进制小数表示。 设 R = 7

10 = 0. 7,则摇 摇
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注意,2F2 = 1. 6 = 2F6。当 k = 2,3,4,…时,可得到模式 dk = dk + 4 和 Fk = Fk + 4,因此有
7
10 = 0. 1 01102。 姻

通过几何级数可以找到二进制有理数的十进制形式。

例 1. 13摇 求解二进制有理数 0. 012 的十进制形式。 根据展开式有

姻

1. 2. 4摇 二进制移位

可以通过移位操作,简化求解无穷循环的二进制有理数的过程。 例如,S 为

(23)
在式(23)的两边乘以 25,将小数点右移 5 位,得到 32S,即

(24)
同样,在式(23)两边乘以 210,将小数点右移 10 位,得到 1024S,即

(25)
式(25)的左右两边减去式(24)的左右两边,可以得到 992S = 110002,或根据 110002 = 24 得到

992S = 24,因此 S = 8 / 124。

1. 2. 5摇 科学计数法

将十进制小数点移位并乘以 10 的幂,是表示实数的标准方法之一,通常称之为科学计数

法。 例如,

在化学领域中,阿伏伽德罗(Avogadro)数是一个重要的常量,可表示为 6. 02252 伊 1023。 它是单

个分子的克原子重量下的原子个数。 在计算机科学中,1K =1. 024 伊 103。

1. 2. 6摇 机器数

计算机使用规格化浮点二进制数表示实数。 这意味着实数 x 的算术值并没有实际存放在

计算机中,计算机中实际存放的是 x 的近似值,
(26)

其中数 q 称为尾数,它是一个有限的二进制数,满足不等式 1 / 2臆q < 1。 整数 n 称为阶码。
在计算机中,只使用了实数系统的一小部分子集。 典型的子集一般只包含式(26)表示的

一部分。 二进制数的个数受 q 和 n 的严格限制。 例如,考虑下述正实数集合中的所有实数:
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(27)
其中,d1 = 1,而 d2,d3 和 d4 为 0 或 1,而且 n沂{ - 3, - 2, - 1,0,1,2,3,4}。 在式(27)中,尾数

和阶码各有 8 种选择,可以产生 64 个数的集合:
(28)

这 64 个数的十进制形式如表 1. 3 所示。 当式(27)中的尾数和阶码受限时,计算机只能选用有

限的数存储实数 x 的近似值。

表 1. 3摇 尾数为 4 比特(bit),阶码为 n = -3, -2,…,3,4 的二进制数集合的十进制表示

如果计算机的尾数为 4 比特,如何计算( 1
10 + 1

5 ) + 1
6 ? 假定计算机将实数四舍五入为

表 1. 3 中的二进制数,读者可根据表 1. 3 查找各个实数所对应的最佳近似值。

(29)

计算机必须确定如何存储数 1. 001112 伊 2 - 2。 若数被四舍五入为 0. 10102 伊 2 - 1,则下一步是

(30)

计算机必须确定如何存储数 0. 111112 伊 2 - 1。 由于假定数被四舍五入,则数被存储为

0. 100002 伊 20。 因此,加法问题的计算机解为

(31)

计算机的计算误差为

(32)

如果用 7
15的百分比来表示误差,则误差为 7. 14% 。

1. 2. 7摇 计算机精度

为了精确地存储数值,计算机必须使用二进制浮点数。 其中,要表示 7 位十进制数,至少需

要 24 比特的尾数;如果使用 32 比特的尾数,则可以存储 9 位十进制数。 现在重新考虑在本节

开始的式(1)中遇到的困难,即计算机累加 1
10出现的误差。
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设式(26)中的尾数 q 的位数为 32。 根据条件 1
2 臆q,可得到第一个数 d1 = 1。 因此,q 有如

下形式:
(33)

当把小数部分用二进制形式表示时,通常是无限循环小数。 例如,表达式

(34)

当使用 32 位尾数时,计算机对数进行截断后的内在近似值为

(35)

式(35)中近似值的误差,即式(35)与式(34)的差值为

(36)

由于式(36)的存在,计算机对式(1)中的 1
10进行 100000 次累加后,必然存在误差。 误差大

于 100000 伊 2. 328306437 伊 10 - 11 = 2. 328306437 伊 10 - 6。 实际上,在计算过程中还存在着更大

的误差。 原因是部分和可能随时会被四舍五入,而且随着和的增加, 1
10 的后一个加数远小于逐

渐增加的累加和,它在计算中的影响会被舍弃。 这样,各种误差带来的组合效应使得实际产生

的误差为 10000 - 9999. 99447 = 5. 53 伊 10 - 3。

1. 2. 8摇 计算机浮点数

计算机采用整数模式和浮点模式来表示数。 整数模式主要用来进行整数计算,在数值分析

中的作用有限,而科学工程应用中主要采用浮点数。 必须要明确如下事实:在式(26)的任何计

算机实现中,尾数 q 的位数是有限的,而且阶码 n 的范围也肯定是有限的。
在以 32 位表示单精度实数的计算机中,阶码用 8 位表示,尾数用 24 位表示,因此可以表示

的实数范围是

2. 938736E - 39摇 到摇 1. 701412E + 38
即 2 - 128到 2127,有 6 位十进制数值精度,例如,2 - 23 = 1. 2 伊 10 - 7。

在以 48 位表示单精度实数的计算机中,阶码用 8 位表示,尾数用 40 位表示,因此可以表示

的实数范围是

2. 9387358771E - 39摇 到摇 1. 7014118346E + 38
即 2 - 128到 2127,有 11 位十进制数值精度,例如,2 - 39 = 1. 8 伊 10 - 12。

对于以 64 位表示双精度实数的计算机,可能会用 11 位表示阶码,用 53 位表示尾数,因此

可以表示的实数范围是

5. 562684646268003E - 309摇 到摇 8. 988465674311580E + 307
即 2 - 1024到 21023,有 16 位十进制数值精度,例如,2 - 52 = 2. 2 伊 10 - 16。

1. 2. 9摇 习题

1. 利用计算机求解下列表达式。 提示:目的是让计算机重复执行减法计算,不要借助于乘法

计算。
(a) 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b)
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2. 利用式(4)和式(5),将下列二进制数转换成十进制形式。
(a) 101012 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 1110002

(c) 111111102 摇 摇 摇 (d) 10000001112

3. 利用式(16)和式(17),将下列二进制小数转换成十进制形式。
(a) 0. 110112 摇 摇 (b) 0. 101012

(c) 0. 10101012 摇 摇 (d) 0. 1101101102

4. 将下列二进制数转换成十进制形式。
(a) 1. 01101012 摇 摇 (b) 11. 00100100012

5. 习题 4 中的数是 2和p的近似值。 求解近似值的误差,即计算下列值:

(a) 2 - 1. 01101012 摇 摇 摇 (利用 2 = 1. 41421356237309…)
(b) p - 11. 00100100012 摇 (利用p = 3. 14159265358979…)

6. 参照例 1. 10,将下列十进制数转换成二进制形式。
(a) 23摇 摇 摇 摇 摇 (b) 87摇 摇 摇 摇 (c) 378摇 摇 摇 摇 (d) 2388

7. 参照例 1. 12,将下列十进制数转换成如 0. d1d2…dn2形式的二进制小数。
(a) 7 / 16摇 摇 摇 摇 (b) 13 / 16摇 摇 摇 (c) 23 / 32摇 摇 摇 摇 (d) 75 / 128

8. 参照例 1. 12,将下列十进制数转换成二进制无限循环小数。
(a) 1 / 10摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 1 / 3摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (c) 1 / 7

9. 求解下列具有 7 位有效数字的二进制近似值的误差 R - 0. d1d2d3d4d5d6d72。
(a) 1 / 10抑0. 00011002 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 1 / 7抑0. 00100102

10. 证明二进制展开式 1 / 7 = 0. 0012 与
1
7 = 1

8 + 1
64 + 1

512 +…等价。 利用定理 1. 14 来建立这个

展开式。

11. 证明二进制展开式 1 / 5 = 0. 00112 与
1
5 = 3

16 + 3
256 + 3

4096 + …等价。 利用定理 1. 14 来建立

这个展开式。
12. 证明对于任意的数 2 - N,其中 N 是正整数,可以表示为 N 位十进制数,即 2 - N =0. d1d2d3…dN。

提示:1 / 2 =0. 5,1 / 4 =0. 25,…。
13. 根据表 1. 3 来判断当用有 4 位尾数的计算机执行下列计算时,会得到什么结果。

(a) 摇 摇 摇 (b)

(c) 摇 摇 摇 (d)

14. 证明当将本节的式(8)中所有的 2 替换为 3 时,可得到一个求解正整数的三进制表示形式

的方法,并求解下列整数的三进制表示形式。
(a) 10摇 摇 摇 摇 摇 摇 (b) 23摇 摇 摇 摇 摇 摇 (c) 421摇 摇 摇 摇 摇 摇 (d) 1784

15. 证明当将本节的式(22)中所有的 2 替换为 3 时,可得到一个求解正数 R(0 < R < 1)的三进

制表示形式的方法,并求解下列正数的三进制表示形式。
(a) 1 / 3摇 摇 摇 (b) 1 / 2 (c) 1 / 10摇 摇 摇 (d) 11 / 27

16. 证明当将本节的式(8)中所有的 2 替换为 5 时,可得到一个求解正整数的五进制表示形式

的方法,并求解下列整数的五进制表示形式。
(a) 10摇 摇 (b) 35摇 摇 (c) 721 (d) 734
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17. 证明当将本节的式(22)中所有的 2 替换为 5 时,可得到一个求解正数 R(0 < R < 1)的五进

制表示形式的方法,并求解下列正数的五进制表示形式。
(a) 1 / 3 (b) 1 / 2 (c) 1 / 10 (d) 154 / 625

1. 3摇 误差分析

读者将从数值分析的练习中学习到非常重要的一点,即认识到计算结果并不确切地等于数

学结果,因为存在不少隐含方法会破坏数值结果的精度。 对这一点的理解将有助于研究人员实

现和开发正确的数值算法。

定义 1. 7 摇 设 p摇 是 p 的近似值,则绝对误差是 Ep = | p - p摇 | ,简称误差。 相对误差是 Rp =
| p - p摇 | / | p | ,其中 p屹0。 银

误差仅仅是真实值与近似值之间的差,而相对误差在很大程度上取决于真实值。

例 1. 14摇 找出下面 3 种情况下的误差和相对误差。 设 x = 3. 141592,x摇 = 3. 14,则误差为

(1a)
相对误差为

设 y = 1000000,y摇 = 999996,则误差为

(1b)
相对误差为

设 z = 0. 000012, z摇 = 0. 000009,则误差为

(1c)
相对误差为

姻

在式(1a)中,Ex 和 Rx 之间没有太大差别,都可以用来判别 x摇 的精度。 在式(1b)中,y 值的

数量级为 106,误差 Ey 很大,相对误差很小。 在这种情况下,可以认为 y摇 是 y 的好的近似值。 在

式(1c)中,z 值的数量级为 10 - 6,误差 Ez 是 3 种情况中最小的,但相对误差是最大的。 如果用

百分数形式来表示,相对误差为 25% ,这样 z摇 是 z 的不良近似值。 当 | p | 远离 1 时(大于或小

于),相对误差 Rp 比误差 Ep 能更好地表示近似值的精确程度。 由于相对误差直接处理尾数,所
以浮点表示主要采用相对误差。

定义 1. 8摇 如果 d 是满足下列不等式的最大正整数,则称数 p摇 近似 p 时具有 d 位有效数字。

(2)

银

例 1. 15摇 判断例 1. 14 中近似值的有效数字。
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(3a) 如果 x = 3. 141592,x摇 = 3. 14,则 | x - x摇 | / | x | = 0. 000507 < 10 - 2 / 2。 因此, x摇 近似 x 时

具有 3 位有效数字。
(3b) 如果 y = 1000000,y摇 = 999996,则 | y - y摇 | / | y | = 0. 000004 < 10 - 5 / 2。 因此,y摇 近似 y 时

具有 6 位有效数字。
(3c) 如果 z = 0. 000012, z摇 = 0. 000009,则 | z - z摇 | / | z | = 0. 25 < 10 - 0 / 2。 因此, z摇 近似 z 时具

有 1 位有效数字。 姻

1. 3. 1摇 截断误差

截断误差通常指的是,用一个基本表达式替换一个相当复杂的算术表达式时所引入的误差。
这个术语从用截断泰勒级数替换一个复杂表达式的技术中衍生而来。 例如,无穷泰勒级数摇

可以用它的前 5 项 1 + x2 + x4

2! + x6

3! + x8

4!来替代,这样就可以求数值积分的近似值。

例 1. 16摇 设有 蘩 1 / 2

0 ex2dx = 0. 544987104184 = p,当用截断泰勒级数 P8(x) = 1 + x2 + x4

2! + x6

3! + x8

4!
替代被积函数 f(x) = ex2时,确定积分近似值的精度。

解:替换后的积分近似值为

因为

图 1. 7摇 y = f(x) = ex2,y = P8(x)的函数曲线图

以及当0臆x臆 1
2 时曲线下的区域面积

近似值 p摇 近似真实值 p = 0. 544987104184 时

有 6 位有效数字。 y = f(x) = ex2,y = P8(x)的

曲线图以及当 0臆x臆 1
2 时曲线下的区域面

积如图 1. 7 所示。 姻

1. 3. 2摇 舍入误差

计算机表示的实数受限于尾数的固定精度,
因此有时并不能确切地表示真实值,这一类型的

误差称为舍入误差。 在上一节中,计算机对存储

的实数 1
10 = 0. 0 00112 进行了截断,对实际存储在

计算机中的数的最后一位进行了四舍五入。 综上所述,由于计算机硬件只支持有限位机器数的

运算,导致舍入误差在计算中被引入和传播。

81 数值方法(MATLAB 版)(第四版)


