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从理论上得到了行星运动的规律，英国天文学家亚当斯使用微分方程发现了海王星的位置。

这些都使数学家深信微分方程在认识自然、改造自然方面的巨大力量。 

在很长一段时间里，人们都致力于寻找微分方程的解析解。然而，即使是常微分方程，

也只有少数简单的常微分方程可以得到解析解，这些微分方程主要有 y(n)= f(x)型、可分离

变量的微分方程、一阶线性微分方程和常系数线性微分方程。 

微分方程的应用十分广泛，几乎渗透到自然、社会、生产、生活的每一个学科和领域。 

在应用微分方程的过程中，人们发现，不一定非得要得到方程的通解才能解决问题，

有时只需找出方程满足定解条件的解，即便无法求得定解条件的解析解，也可以利用数值

计算方法，借助计算机寻求微分方程的数值解。 

本章先介绍微分方程的基本概念，然后再围绕寻找常微分方程的解析解展开，着重介

绍微分方程的基本知识和求解方法。 

8.1 基本概念 

在中学数学里，曾学习过各种各样的方程，如线性方程、二次方程、高次方程、指数

方程、对数方程、三角方程等，当然也学习过方程组。 

利用方程或方程组解决实际问题，一般需经过下面的步骤： 

①设置未知变量；②建立方程或方程组；③求出未知变量的值。 

这样所求得的未知变量的值也叫方程或方程组的解。 

在现实生活中，也有许多的问题不仅只限于未知变量，例如，物体在重力作用下自由

下落，要寻求下落高度随时间变化的规律；火箭在发动机推动下的空间飞行，要寻求它飞

行的轨道；等等。先考察两个简单的例子。 

引例 8.1.1(几何问题) 已知曲线在任一点 ( , )x y 处的切线的斜率是该点横坐标的倒

数，且曲线过点 (1 , 2) ，求曲线方程。 

解 由导数的几何意义知曲线在任意一点 ( , )x y 处的切线的斜率是 y。再由题设，得 

1
y

x
  ，

1
2

x
y


  

这是一个已知导函数求原函数的问题，根据不定积分的定义，得 

1
d lny x x C

x
    

再根据
1

2
x

y

 ，得 2C  ，故所求曲线为 ln 2y x  。 

案例 8.1.1(人口问题) 18 世纪末，英国人马尔萨斯(Malthus)在研究了百余年的人口

统计资料后认为，人口自然增长的过程中，净相对增长率是常数。 

按照 Malthus 的人口理论，设 ( )N t 是时刻 t 的人口总数，b 和 d 分别是出生率与死亡率，

则人口的净相对增长率 r b d  为常数；另一方面， ( )N t 是时刻 t 的增长率，
( )

( )

N t

N t


是时刻



路
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t 的相对增长率

这是一个简单

不难验证

即 ( ) ertN t  和

引例 8.1.

此外，不论是

于方程及其解

定义 8.1.

课堂练习

(1) y

下面再来

案例 8.1.

试给出在任意

解 根据

另一方面

得到电压 C (u t

不难验证

(1)条

案例 8.1

路。在并联电

试建立 ( )u t 所

解 根据

Ri

率，因此有

单的微分方程模

证：对固定常数

和 ( ) ertN t C 都

1 和案例 8.1.1

是引例 8.1.1 的

解的概念，从而

.1 (1)含有未

(2)使微分

习 8.1.1 指出

2e xy  ；    

来考察两个电学

.2(RC 电路) 

意一时刻 t ，电

据基尔霍夫电流

Ci 

面，根据电流与

C

d

d
i C

) 所满足的微分

C
C

d 1

d

u
u

t RC


证， C 0( ) eu t u

条件： C (0)u 

.3(RLC 电路)

电路中，各支路

所满足的微分方

据电阻、电感、

R

( )u t

R
 ， ( )u t

工

( )

( )

N t

N t




模型，常称为

数 r 和任意常数

(e ) ert r 

都满足方程 (N 

1 建立的方程中

的计算，还是案

而诱导出下面的

未知函数的导数

分方程左右两边

微分方程 y 

  (2) 21
e

2
xy  ；

学的例子。 

 如图 8.1.1 所

电容的电压 C (u t

流定律(KCL)，

R 0i  。 

与电压的关系：

Cd

d

u

t
， C

R

u
i

R
  

分方程 

C 0 ， C (0)u 

e
t

RC


满足： 

0u ； 

) 如图 8.1.2

路的电压都是

方程。 

电容与电流、

Ld
)

d

i
L

t
 ， Ci 
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r ， ( )N t r 

Malthus 模型。

数 C ，有 

ert ， ( e )rtC r 

( ) ( )t r N t 。

中，所含的不再

案例 8.1.1 的验

的定义。 

数(或微分)的

边成为恒等式

2e x 的解： 

    (3) y 

所示是一个 RC

)t 相对于时间

，得 

： 

0u  

(2)方程

所示是 RLC

同一值，设为

、电压的关系

d ( )

d

u t
C

t
  

( )N t  

。 

( e )rtr C  

再是未知变量

验证，所得到的

方程叫作微分

的函数叫作微

21
e

2
x C ；  

C 串联电路，无

t 的变化规律

程： Cd 1

d

u
u

t RC


并联电

为 ( )u t ，

可知 

量，而是未知函

的都是确定的函

分方程。 

微分方程的解。

    (4)
1

2
y C

无电源且假设

。 

C 0u  。 

图 8.1.1 RC 串

图 8.1.2 RLC 并

函数的导数。

函数，类似

 

2e xC 。 

C 0(0)u u ，

 

串联电路 

 

并联电路 
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另一方面，由基尔霍夫定律之 KCL，得 

R L C si i i i    

两边对 t 求导，得 

R L C si i i i      ， 

即 s

( ) ( ) d ( )
( )

d

u t u t u t
C i

R L t


    ，从而得 ( )u t 所满足的微分方程为 

s

1 1
( ) ( ) ( )C u t u t u t i

R L
      

不难看出，引例 8.1.1 和案例 8.1.1、案例 8.1.2 建立的方程： 

1
y

x
  ， ( ) ( )N t r N t  ， C

C

d 1
0

d

u
u

t RC
   

所含未知函数的导数的最高阶数都是 1，而案例 8.1.3 所建立的方程： 

s

1 1
( ) ( ) ( )Cu t u t u t i

R L
      

所含未知函数的导数的最高阶数是 2，从而引出下面的概念。 

定义 8.1.2 微分方程中未知函数的导数(或微分)的最高阶数叫作微分方程的阶。 

课堂练习 8.1.2 指出下列微分方程的阶： 

(1) 3 2 2( )y x y   ；  (2) 3 sin 3y xy y x    ； (3)
3

2 2
3

d d

dd

s s
t s

tt
  。 

上面所讨论的微分方程，其中的未知函数都只含有一个自变量，这样的微分方程又叫

作常微分方程。未知函数含多个自变量的微分方程叫作偏微分方程。本章只讨论常微分方

程。 

引例 8.1.1 和案例 8.1.2 中的未知函数 

ln 2y x   和 C 0( ) e
t

RCu t u


  

除满足方程外，还分别满足条件 

1
2

x
y


  和 C 0(0)u u  

这样的条件常称为初始条件；这样的解称为特解。此外， lny x C  和 ( ) ertN t C 不仅分

别是一阶方程 

1
y

x
   和 ( ) ( )N t r N t   

的解，而且还含有 1 个任意常数，这样的解常称为通解。 

总结上面讨论，可诱导出更一般的通解、特解概念。 

定义 8.1.3 (1) n阶微分方程含 n个独立任意常数的解叫作通解。 

(2)由初始条件确定出通解中的任意常数所得到的解叫作特解。 
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课堂练习 8.1.3 指出微分方程 0y y   的通解： 

(1) exy  ；      (2) exy C ； (3) exy C  ； (D) eCxy   。 

习 题 8.1 

1. 指出下列微分方程的阶： 

(1) 3 2 1y y y    ；   (2) 2 cos 2xy y x   ；   (3)
5

2 2
5

d d

dd

s s
t s

tt
  。 

2. 验证 1 2e ex xy C C   是方程 0y y   的通解，并求其满足 (0) 2y  、 (0) 0y  的特解。 

8.2 y(n)= f(x)型方程的求解 

先看一个引例。 

引例 8.2.1 讨论方程 ( )y f x  的解的数学表示。 

讨论 前面已经介绍过，如果 ( )f x 已知，那么 

( )y f x   

是一个已知导函数求原函数的问题，也是一个简单的一阶微分方程。 

(1)如果 ( )f x 连续，那么根据不定积分的定义，得 

( )dy f x x   

注意，积分中含积分常数，即解中含有一个任意常数，所以它是一阶方程 ( )y f x  的通解。 

(2)更进一步，若 y 满足初始条件
0

0x x
y y


 ，则由牛顿—莱布尼兹公式得解 

0
0 ( )d

x

x
y y f t t    

注意，这个解是由条件
0

0x x
y y


 确定的，所以是方程 ( )y f x  的特解。 

总结上面讨论，有下面的结论。 

方程 ( )y f x  的 

(1)通解为 ( )dy f x x  ； 

(2)满足初始条件
0

0x x
y y


 的特解为

0
0 ( )d

x

x
y y f t t   。 

例 8.2.1 求方程 2 siny x x   的通解。 

解 方程属 ( )y f x  型，由上面的通解公式得通解 

2(2 sin )d cosy x x x x x C      

课堂练习 8.2.1 求方程 4 25 3 2 1y x x x     的通解。 
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例 8.2.2 求方程 2e 3 2xy x    满足 (0) 1y  的特解。 

解 方程属 ( )y f x  型，由上面的特解公式取 0 0x  、 0 1y  ，从而得特解 

2

0
1 (e 3 2)d

x ty t t    3

0
1 ( 2 )

xte t t    3e 2x x x    

例 8.2.2 也可先求得通解 
2(e 3 2)dxy x x   3e 2x x x C     

再代入初始条件 (0) 1y  解得 0C  。从而得特解 3e 2xy x x   。 

课堂练习 8.2.2 求方程 e 2sin 3cosxy x x    满足 (0) 0y  的特解。 

类似于 ( )y f x  求通解的方式，将 ( ) ( )ny f x 恒等变形为 

( 1)( ) ( )ny f x    

再根据 ( )y f x  的通解 ( )dy f x x  ，得 

( 1) ( )dny f x x    

递推上述过程，在进行 n次积分后，便可得到方程 ( ) ( )ny f x 的通解。 

注意， n次积分过程中，每次积分的积分常数不能用相同的字母，而是要在不同次的

积分中加不同的积分常数。如第 k次积分加积分常数 kC ( 1 , ,k n  )，这样所求得的通解

中才会含有 n个独立的任意常数。 

例 8.2.3 求方程 212 6y x x    的通解。 

解 方程恒等变形为 2( ) 12 6y x x    ，从而 

2 3 2
1(12 6 )d 4 3y x x x x x C       

故所求通解 
3 2 4 3

1 1 2(4 3 )dy x x C x x x C x C        

课堂练习 8.2.3 求方程 y 12 6x  的通解。 

例 8.2.4 求方程 (3) e 24xy   满足 (0) 0y  ， (0)y  (0)y 1 的特解。 

解 方程恒等变形为 ( )y  e 24x  ，从而 

y (e 24)dx x  1e 24x x C    

由 (0)y 1 得 1 0C  ，于是有 ( )y  e 24x x  ，从而 

2
2(e 24 )d e 12x xy x x x C       

由 (0)y 1 得 2 0C  ，于是有 

2e 12xy x   ， 2 3(e 12 )d e 4x xy x x x C      

最后由 (0) 0y  得 1C   ，即所求特解为 3e 4 1xy x    

课堂练习 8.2.4 求方程 (3) e cosxy x  满足 (0) 1y  ， (0)y  (0)y 0 的特解。 
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习 题 8.2 

1. 求下列方程的通解： 

(1) y 3sin 6x  ； (2) (3) 2e cosxy x  。 

2. 求方程 y 12 4x  满足 (0) 1y  ， (0) 0y  的特解。 

8.3 可分离变量的方程的求解 

先看一个引例。 

引例 8.3.1 考察方程 

2y x  、 2y xy  、 2y x y    

(1) 2y x  是已知导函数求原函数的问题，其通解为 

22 dy x x x C    

(2) 2y xy  和 2y x y   ，因为等式右边包含有未知函数 y ，不能用 

2 dy xy x  、 (2 )dy x y x   

得到通解。 

(3)用
d

d

y

x
替换 y，三个方程可恒等变形为 

d
2

d

y
x

x
 、

d
2

d

y
xy

x
 、

d
2

d

y
x y

x
   

或 d 2 dy x x 、
d

2 d
y

x x
y
 、 d (2 ) dy x y x   

其中前两个方程可以将变量 x和变量 y 分离到等号两边，而第 3 个方程则不行。 

(4)对能分离变量的等式两边积分，得 

d 2 dy x x  、
d

2 d
y

x x
y
   

即 2
1 2y C x C   、 2

1 2ln y C x C    

分别令 2 1C C C  、 2 1eC C ，得 

2y x C  、
2

exy C  

显然， 2y x C  是 2y x  的解，
2

exy C 是 2y xy  的解，它们又都含有一个任意常

数，因此是相应的一阶方程的通解。 

引例 8.3.1(4)启发了我们，能将变量 x和变量 y 分离到等号两边的微分方程是可以求得

解析解的。我们将这样的微分方程称为可分离变量的微分方程，这样求通解的方法称为分
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离变量法。 

不难看出，方程 2y x  采用直接积分法和分离变量法都能得到同样的通解 

2y x C   

而分离变量法中等式两边积分分别加积分常数的作法则显得多余。因此，此后采用分离变

量法在等式两边积分时，可采用等效办法，即只在自变量 x所在的一边加积分常数。 

此外，由 2
1 2ln y C x C   和 2 1eC CC  得到的通解

2

exy C 中的 0C  ，事实上，对全

体实数C ，
2

exy C 都满足方程 2y xy  。为了规避这一矛盾，就必须对采用分离变量法进

行积分时的积分常数扩充至复数范围，并且也不必刻意追求形如
2

exy C 的显式通解，而

改用隐函数形式的通解，即形如 
2ln y x C   

的通解，并称之为隐式通解。 

一般形如 

( ) ( )y f x g y   

的微分方程，采用下面的步骤。 

(1)替换—用
d

d

y

x
替换方程中的 y。 

(2)分离变量—
1

d ( )d
( )

y f x x
g y

 。 

(3)两边积分—
1

d ( )d
( )

y f x x
g y

  。 

即可得到其隐式通解。因此， 

( ) ( )y f x g y   

是可分离变量的微分方程的一般形式，上述步骤(1)、(2)、(3)是分离变量法的一般步骤。 

下面通过具体的例子来体验上述求解过程。 

例 8.3.1 求下面方程的通解： 

(1) 2 2(3 2 1)y x x y    ； (2) 2(1 2 ) 1x y x y    。 

解 用
d

d

y

x
替换 y，得 

(1) 2 2d
(3 2 1)

d

y
x x y

x
   ； (2) 2d

(1 2 ) 1
d

y
x x y

x
   。 

分离变量，得 

(1) 2
2

1
d (3 2 1)dy x x x

y
   ； (2)

2

1 1
d 2 d

1
y x

xy

   
 

。 

两边积分，得 

(1) 2 2d (3 2 1)dy y x x x     ； (2)
2

1 1
d 2 d

1
y x

xy

   
 

  。 



工科应用数学 

 

196 

即得其隐式通解： 

(1) 3 21
x x x C

y
     ； (2) arcsin ln 2y x x C   。 

其中C 为任意常数。 

课堂练习 8.3.1 求下列方程的通解： 

(1) (2 3)y x y   ； (2) 2(1 2 )x y x y   ； 

(3) 2(2 1) 1y x y    ； (4) 2 2(2 1) (1 )x y x y    。 

例 8.3.2 求下面方程的通解： 

(1) cos 2 d (sin cos ) d 0y x x x x y   ； (2) d 2 d 0x y y x  。 

解 两个方程都是以微分形式出现的微分方程，直接将含 x和含 y 的式子分离到等式

两边，得 

(1)
1 cos 2

d d (cos sin )d
cos sin

x
y x x x x

y x x
  


，(2)

1 2
d dy x

y x
  。 

再两边积分，得 

(1)
1

d (cos sin )dy x x x
y

   ；  (2)
1 2

d dy x
y x

   。 

故得其隐式通解： 

(1) ln sin cosy x x C   ；  (2) ln 2 lny x C   。 

其中C 为任意常数。 

课堂练习 8.3.2 求下面方程的通解： 

(1) d ( 2) dx y x y x  ；  (2) 2d (1 2 ) d 0x y x y x   。 

例 8.3.3 求下列方程满足初始条件的特解： 

(1) 2 2(2 3)x y x x y    ， (1) 1y  ； (2) 2e d d 0x y y x  ， (0) 1y  。 

解 用
d

d

y

x
替换 y，得 

(1) 2 2d
(2 3)

d

y
x x x y

x
   ； (2) 2e d d 0x y y x  。 

分离变量，得 

(1)
2

1 3
d 2 1 dy x x

y x
    
 

； (2) 21
d e dxy x

y
  。 

两边积分，得 

(1)
2

1 3
d 2 1 dy x x

y x
    
   ； (2) 21

d e dxy x
y

   。 

故得其隐式通解： 

(1) 21
3lnx x x C

y
     ； (2)

2e
ln

2

x

y C


  。 
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将 (1) 1y  、 (0) 1y  代入通解，得 

(1) 1C   ； (2)
1

2
C   。 

故所求特解：(1) 21
3ln 1x x x

y
     ； (2)

2e 1
ln

2

x

y
 

 。 

课堂练习 8.3.3 求下面方程满足初始条件的特解： 

(1) 32y xy  ， (1) 1y  ； (2) 2e x yy   ， (0) 0y  。 

习 题 8.3 

1. 求下面方程的通解： 

(1) 4 3(5 4 3)y x x y    ； (2) 4 3(4 3 2 )xy x x x y    ； 

(3) 2 4(3 2 2 1)e yx y x x x     ； (4) 2 2(1 )x y x y  。 

2. 求下面方程满足给定初始条件的特解： 

(1) (4 3)y x y   ， (1) 1y  ； (2) 2( 1)xy x y   ， (1) ey  。 

8.4 线性微分方程的解的结构 

在中学数学里，一次函数 y ax b  称为线性函数，三元一次方程 

ax by cz d    

称为三元线性方程。不难看出，线性即一次，线性方程也就是未知变量都是一次的方程。 

借助代数方程中的“线性”概念，如果微分方程中的未知函数及其各阶导数都是一次

幂，那么该微分方程就称为线性微分方程。用数学语言描述即为下面定义。 

定义 8.4.1 形如 

( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )n

na x y a x y a x y f x    ( 1n≥ ) 

的微分方程称为线性微分方程。其中 

(1) ( ) 0f x  时，称为齐次线性微分方程； 

(2) ( )f x 不恒为 0 时，称为非齐次线性微分方程； 

(3) ( )na x 不恒为 0 时，称为 n阶线性微分方程。 

下面考察线性微分方程的解的结构。 

假设 *y y 是线性微分方程 

( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )n

na x y a x y a x y f x     

的一个解， y y 是其对应的齐次方程 

( )
1 0( ) ( ) ( ) 0n

na x y a x y a x y     



工科应用数学 

 

198 

的解，那么根据微分方程解的定义，有 
( )

1 0( )( *) ( )( *) ( ) * ( )n
na x y a x y a x y f x    ， 

                   ( )
1 0( )( ) ( )( ) ( ) 0n

na x y a x y a x y     

两式相加，注意导数的加法遵循线性规则： ( ) ( ) ( )( ) k k ku v u v   ，于是有 

( )
1 0( )( * ) ( )( * ) ( )( * ) ( )n

na x y y a x y y a x y y f x        

此即说明 *y y y  是方程 

( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )n

na x y a x y a x y f x     

的解。于是，若 y y 是 n阶线性微分方程 

( )
1 0( ) ( ) ( ) 0n

na x y a x y a x y     

的通解，那么根据通解的定义， y 应含有 n个独立的任意常数，从而 

*y y y   

也含有 n个独立的任意常数。因此， *y y y  是 n阶非齐次线性微分方程的通解。 

总结上面讨论，可得线性微分方程的解的结构如下。 

定理 8.4.1 若 *y y 是微分方程 

( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )n

na x y a x y a x y f x     

的一个解， y y 是其对应齐次方程的通解，则 

*y y y   

是方程 ( )
1 0( ) ( ) ( ) ( )n

na x y a x y a x y f x    的通解。 

例 8.4.1 验证 1y   是方程 1y y   的解， exy C (C 为任意常数)是其对应齐次方程 

0y y    

的解，并写出方程 1y y   的通解。 

解 将 1y   代入方程 1y y   ，得 

左边= ( 1) ( 1) 1    =右边 

即 1y   是方程 1y y   的解。将 exy C 代入方程 0y y   ，得 

左边= ( e ) ex xC C  e e 0x xC C   =右边 

即 exy C 是方程 0y y   的解。再由定理 8.4.1 可知，方程 1y y   的通解为 

1 exy C    

课堂练习 8.4.1 若 y x 是 1y y x    的一个解， exy C 是其对应齐次方程

0y y   的解，试写出方程 1y y x    的通解。 
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习 题 8.4 

1. 验证 2y   是方程 2xy y   的解，y Cx 是其对应齐次方程 0xy y   的解，并写

出方程 2xy y   的通解。 

2. 验证 1y  是方程 y 3 2 2y y   的解， 2
1 2e ex xy C C  是其对应齐次方程 y

3 2 0y y   的解，并写出 y 3 2 2y y   的通解。 

8.5 一阶线性微分方程的求解 

微分方程 

1 0( ) ( ) ( )a x y a x y f x    

如果是一阶的，那么 1( )a x 就不能恒为零，方程两边同除以 1( )a x 便可恒等变形为 

( ) ( )y P x y Q x    

此即为一阶线性微分方程的标准形式。 

 

8.5.1 齐次形式 

当 ( ) 0Q x  时，方程 

( ) 0y P x y    

可视为可分离变量的方程，采用分离变量法。 

(1)用
d

d

y

x
替换方程中的 y：

d
( )

d

y
P x y

x
  。 

(2)分离变量：
1

d ( )dy P x x
y

  。 

(3)两边积分：
1

d ( )dy P x x
y

   。 

从而得隐式通解： 

1ln ( )dy P x x C    

注意，此时 ( )dP x x 已不含积分常数，其积分常数已含于 1C 之中。 

令 1eCC  ，则得显式解
( )d

e
P x x

y C
 (此时在实数范围内的 0C  )。 

不难验证，对任意实数C ， 

( )d
e

P x x
y C

  

都适合一阶方程 ( ) 0y P x y   ，且含有一个任意常数，所以是通解。 
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综上所述，有下面的结论： 

( ) 0y P x y   的通解为
( )d

e
P x x

y C


(注意：积分常数不要带入通解公式)。 

例 8.5.1 求下列方程的通解： 

(1) 0x y y   ； (2) 2 2(1 ) 0x y x y   。 

解 方程化成标准形式： 

(1)
1

0y y
x

   ； (2)
2

2 0
1

x
y y

x

 
     

。 

与 ( ) 0y P x y   比较，得 

(1)
1

( )P x
x

 ； (2)
2

2
( )

1

x
P x

x
 


。 

代入通解公式
( )d

e
P x x

y C
 得通解 

(1)
1

d
e

x
xy C

 lne xC 
1

ln
e x C

C
x

  ； 

(2)
2 2

2 2

1 1
d d

1 1e e
x x

x x
x xy C C

 
 

   
2

1
(1 )d

1e
x

xC

 arctanex xC  。 

课堂练习 8.5.1 求下列方程的通解： 

(1) 2(1 2 ) 0x y x x y     ； (2) 2 4(1 )x y x y  。 

8.5.2 非齐次形式 

在了解了如何求一阶齐次线性微分方程的通解 y 之后，根据线性微分方程的解的结构

之定理 8.4.1，如果能找到非齐次线性微分方程的某个解 *y ，那么便能得到其非齐次线性

微分方程的通解 

*y y y   

1. 观察得出 *y 情形 

例 8.5.2 求方程 2 2y y   的通解。 

解 对应的齐次方程： 

2 0y y   ， ( ) 2P x    

齐次方程的通解 

( )d
e

P x x
y C


2d 2e e

x xC C
    

另一方面，注意方程 2 2y y   的右边是常数，而常数的导数为 0，若取 

y k ( k为常数) 

代入方程，即得 1k   。通过这样的观察分析可知： * 1y   是 2 2y y   的一个解。 

故方程 2 2y y   的通解为 *y y y  21 e xC   。 
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例 8.5.3 求方程 xy y e   的通解。 

解 对应的齐次方程： 

0y y   ， ( ) 1P x   

齐次方程的通解 

( )
e

P x dx
y C


1d

e e
x xC C

    

另一方面，注意方程 exy y   的右边是 e x ，其任意阶导数也都为 e x ，若取 

exy k ( k为常数) 

代入方程，得
1

2
k  。即

1
* e

2
xy  是 exy y   的一个解。 

故方程 exy y   的通解 *y y y 
1

e e
2

x xC   。 

课堂练习 8.5.2 求下列方程的通解： 

(1) 2 4y y   ； (2) 2 exy y   。 

2. 常数变易求 *y 情形 

观察得出非齐次线性微分方程的特解 *y 的方法并不总是可行的。下面介绍一种通过计

算找出特解 *y 的方法—常数变易法。 

注意，一阶线性微分方程 

( ) ( )y P x y Q x    

对应的齐次方程为 ( ) 0y P x y   ，通解为 

( )d
e

P x x
y C

  

让 y 中的常数C 变易为 ( )C x ，并假设 

( )d
* ( )e

P x x
y C x

  

是 ( ) ( )y P x y Q x   的解，代入方程，得 

 ( )d ( ) d
( )e ( )e ( ) d

P x x P x x
C x C x P x x

     
( )d

( ) ( )e ( )
P x x

P x C x Q x
   ， 

( )d
( ) ( )e

P x x
C x Q x   ，

( )d
( ) ( )e d

P x x
C x Q x x   

故
( )d ( )d

* e ( )e d
P x x P x x

y Q x x
   。 

总结上述过程和结论，得常数变易法求 ( ) ( )y P x y Q x   的通解的步骤： 

(1)求对应齐次方程 ( ) 0y P x y   的通解 y ； 

(2)将 y 中的积分常数C 变易为 ( )C x 后代入非齐次方程，建立 ( )C x 的微分方程并求出

( )C x ； 

(3)得出 *y 及非齐次方程的通解 *y y y  。 

例 8.5.4 求方程 2exxy y x   的通解。 

解 对应的齐次方程为 0xy y   ，其标准形式： 
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1
0y y

x
     
 

，
1

( )P x
x

   

齐次方程的通解
1

d( )d lne e e
xP x x xxy C C C Cx

     。 

另一方面，让常数C 变易为 ( )C x ，并假设 

* ( )y C x x   

是非齐次方程的解，代入方程，得 
2( ( ) ( ) 1) ( ) exx C x x C x C x x x       ， 

( ) exC x  ， ( ) e xC x   

即 * exy x 。故方程的通解 *y y y  e xx Cx  。 

课堂练习 8.5.3 用常数变易法求方程 2 cosxy y x x   的通解。 

*3. 公式求通解情形 
由常数变易法的讨论过程不难看出， ( )C x 满足方程： 

( )d
( ) ( )e

P x x
C x Q x    

这是一个已知导函数求原函数的问题，两边积分即得 

( )d
( ) ( )e d

P x x
C x Q x x C   

其中所有积分都不带积分常数，其积分常数都已含于C 中。注意 

( )d
* ( )e

P x x
y C x

  

是一阶方程 ( ) ( )y P x y Q x   的解，它又含有 1 个任意常数C ，所以是通解。于是有 

方程 ( ) ( )y P x y Q x   的通解为 

           
( ) ( ) d

e ( ( )e d )
P x dx P x x

y Q x x C
   。 

*例 8.5.5 求方程 exxy y   满足 (1) 0y  的特解。 

解 方程的标准形式： 

1 ex

y y
x x

   ，
1

( )P x
x

 ，
e

( )
x

Q x
x

  

代入通解公式，得 
1 1

d d ln ln

1
ln

e e
e ( e d ) e ( e d )

e 1 1
e ( d ) ( e d ) (e )

x xx x x xx x

x
x xx

y x C x C
x x

x x C x C C
x x x

     

      

 

 
 

再由 (1) 0y  ，得 eC   ，故所求特解为
e ex

y
x


 。 

*课堂练习 8.5.4 用公式法求方程 cosxy y x   满足 (π) 0y  的特解。 
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习 题 8.5 

1. 求下列方程的通解： 

(1) 2(1 2 3 )y x x y    ； (2) 2(1 3 2 )xy x x y    。 

2. 求方程 2 2(1 )x y x y   满足 (1) 0y  的特解。 

3. 求下列方程的通解： 

(1) 2 4y y   ； (2) 2 3exy y   。 

4. 求方程 2 2y y   满足 (0) 0y  的特解。 

8.6 常系数线性微分方程的求解 

n阶线性微分方程 
( )

1 0( ) ( ) ( ) ( )n
na x y a x y a x y f x     

如果所有系数 ( )ka x 都为常数，那么就称为 n阶常系数线性微分方程。 

本节仅介绍 n=1 或 2 的情形。 

8.6.1 齐次形式 

1. 一阶齐次的通解 

一阶常系数齐次线性微分方程的一般形式为 

0a y b y   ( a、b为实常数， 0a  ) 

其标准形式为 0
b

y y
a

   ，由 ( )
b

P x
a

 及通解公式
( )d

e
P x x

y C
 得通解 

d
e e

b b
x x

a ay C C
    

不难看出，通解中与方程有关的元素仅有
b

a
 ，它正好是方程 

0ar b   

的根，如果将 0ar b  称为 0a y b y   的特征方程，那么便可简单地由特征方程的特征根

确定出 0a y b y   的通解。 

总结上面讨论，有一阶常系数齐次线性微分方程 

0a y b y   ( a、b为实常数， 0a  ) 

的通解的求法如下。 

(1)将 y替换为 r 、 y 替换为 1，建立特征方程： 0a r b  。 

(2)解方程求得特征根： 1

b
r r

a
   。 
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(3)由特征根即得齐次方程 0a y b y   的通解 1er xy C 。 

例 8.6.1 求下列方程的通解： 

(1) 2 0y y   ； (2) 2 0y y   。 

解 特征方程为 

(1) 2 0r   ； (2) 2 1 0r   。 

特征根：(1) 2r   ，(2)
1

2
r  ；对应齐次方程的通解： 

(1) 2e xy C  ，(2)
1

2e
x

y C 。 

课堂练习 8.6.1 求下列方程的通解： 

(1) 2 0y y   ； (2) 3 2 0y y   。 

2. 二阶齐次的通解 

二阶常系数齐次线性微分方程的一般形式为 

0a y b y c y    ( , ,a b c 为实常数， 0a  ) 

和一阶类似，二阶常系数齐次线性微分方程也可由特征根得到其通解，方法如下： 

(1)将 y替换为 2r 、 y替换为 r 、 y 替换为 1，建立特征方程 

2 0a r b r c    

(2)解特征方程求得特征根。 

(3)由特征根得到齐次方程的通解(其关系见表 8.6.1)。 

表 8.6.1 特征根与通解的关系 

特征方程 2 0a r b r c    

的根的分布 

微分方程 ay 0b y cy    

的通解 

有两个不相等的实根 1r 和 2r  1 2

1 2e er x r xy C C   

有两个相等的实根 1 2r r r   1 2( ) er xy C x C   

有共轭复根 r i    1 2e ( sin cos )xy C x C x     

备注：其中 1C 、 2C 是独立的任意实常数， 、  为实数 

 

下面利用通解的定义，仅证明不相等特征根情形，其他情形类推。 

【证明】 将 1 2

1 2e er x r xy C C  代入方程 0a y b y cy    ，得 

左边

1 2 1 2 1 2

1 2

2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

2 2
1 1 1 2 2 2

( ) ( )

( e e ) ( e e ) ( e e )

e ( ) e ( )

r x r x r x r x r x r x

r x r x

a y b y c y

a C r C r b C r C r c C C

C a r b r c C a r b r c

   

     

         

 

注意 1r 和 2r 是特征根，即 

2
1 1 0ar br c   ，

2
2 2 0ar br c    
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从而 左边 1 2

1 2e 0 e 0 0r x r xC C     右边 

此即说明 1 2

1 2e er x r xy C C  是方程 0a y b y cy    的解。 

另一方面， y 显然包含有两个独立的任意常数，根据通解的定义可知 

1 2

1 2e er x r xy C C   

是二阶微分方程 0a y b y cy    的通解。 

利用表 8.6.1，便可由代数方程确定出二阶常系数齐次线性微分方程的通解。 

例 8.6.2 求下列方程的通解： 

(1) 3 2 0y y y    ； (2) 6 9 0y y y    。 

解 特征方程为 

(1) 2 3 2 0r r   ； (2) 2 6 9 0r r   。 

解方程求得特征根： 

(1) 1 1r  、 2 2r  ； (2) 1 2 3r r  。 

由表 8.6.1，得方程的通解： 

(1) 2
1 2e ex xy C C  ； (2) 3

1 2( ) e xy C x C  。 

课堂练习 8.6.2 求下列微分方程的通解： 

(1) 2 0y y y    ； (2) 4 4 0y y y    。 

*例 8.6.3 求方程 2 2 0y y y    的通解。 

解 特征方程为 
2 2 2 0r r    

由求根公式及 1i   得特征根
2 4

1
2

r i
 

   ，属共轭复根 1  、 1  的情形，由表

8-1 得方程的通解： 

1 2e ( sin cos )xy C x C x   

*课堂练习 8.6.3 求方程 2 2 0y y y    的通解。 

8.6.2 非齐次形式 

由上面的讨论不难看出，常系数齐次线性微分方程的求解可转变为对代数特征方程的

求解，这样不仅避开了繁杂的积分计算，也使求解过程变得更加简单和直接。 

根据线性微分方程解的结构，如果能用观察、常数变易等方法求得非齐次的一个解 *y ，

那么便能简便地得到非齐次的通解 

*y y y   

例 8.6.4 求下列方程的通解： 

(1) 2y y   ； (2) 2e xy y   。 


