
第３章 控制系统的时域分析

内容提要：本章主要介绍线性定常系统的稳定性、稳定判据及稳态误差，阐述一阶、二阶系统
的时域响应，并简要介绍高阶系统的瞬态响应。最后介绍如何用ＭＡＴＬＡＢ和Ｓｉｍｕｌｉｎｋ进行瞬
态响应分析。

知识要点：系统稳定的充分必要条件，Ｒｏｕｔｈ判据，误差与稳态误差的定义，静态误差系数及
系统的型号，线性定常一阶、二阶系统的时域响应及动态性能的计算，高阶系统的主导极点、偶极
子及高阶系统的降阶。

教学建议：本章的重点是熟练掌握稳定性的定义和稳定判据，熟练计算系统的稳态误差，牢
固掌握一阶、二阶系统的数学模型和典型响应特点，熟练计算一阶系统、二阶欠阻尼系统的动态
性能，了解附加零极点对动态性能的影响，正确理解主导极点的概念，会估算高阶系统动态特性。
建议学时数为６～８学时。

工程中的控制系统总是在时域中运行的。当系统输入某些典型信号时，利用拉普拉斯变
换中的终值定理就可以了解当时间ｔ→∞时系统的输出情况；但更重要的是，需要了解加入输
入信号后其输出随时间变化的情况，我们希望系统响应是稳、准、快。另外，我们也希望从动
力学的观点来分析研究各类系统随时间变化的运动规律。以上就是控制系统时域分析所要
解决的问题。

时域分析法是根据系统的微分方程（或传递函数），以拉普拉斯变换作为数学工具，对给定输
入信号求控制系统的时间响应。然后，通过响应来评价系统的性能。在控制理论发展初期，时域
分析只限于阶次较低的简单系统。随着计算机技术的不断发展，目前很多复杂系统都可以在时
域直接分析，使时域分析法在现代控制理论中得到了广泛应用。

３１ 线性定常系统的时域响应

对单输入单输出ｎ阶线性定常系统，可用一个ｎ阶常系数线性微分方程来描述。即
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式中，ｒ（ｔ）为输入信号；ｃ（ｔ）为输出信号；ａ０，ａ１，…，ａｎ；ｂ０，ｂ１，…，ｂｍ是由系统本身结构和参数决定
的系数。

系统在输入信号ｒ（ｔ）作用下，输出ｃ（ｔ）随时间变化的规律，即式（３１）微分方程的解，就是系
统的时域响应。

由线性微分方程理论知，方程式的解由两部分组成，即

ｃ（ｔ）＝ｃ１（ｔ）＋ｃ２（ｔ） （３２）
式中，ｃ１（ｔ）对应齐次微分方程的通解；ｃ２（ｔ）对应非齐次微分方程的一个特解。

齐次微分方程的通解ｃ１（ｔ）由相应的特征方程的特征根决定。特征方程为
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Ｄ（ｓ）＝ａ０ｓｎ＋ａ１ｓｎ－１＋…＋ａｎ－１ｓ＋ａｎ＝０ （３３）
如果式（３３）有ｎ个不相等的特征根，即ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ，则齐次微分方程的通解为

ｃ１（ｔ）＝ｋ１ｅｐ１ｔ＋ｋ２ｅｐ２ｔ＋…＋ｋｎｅｐｎｔ （３４）
式中，ｋ１，ｋ２，…，ｋｎ为由系统的结构、参数及初始条件决定的系数。

对于重根或共轭复根，其对应的响应为ｋｉｔｅｐｉｔ或ｋｉｅαｉｔｃｏｓ（ωｉｔ＋θ）。
齐次微分方程的通解ｃ１（ｔ）与系统结构、参数及初始条件有关，而与输入信号无关，是系统响

应的过渡过程分量，称为暂态响应或动态响应或自由分量。而非齐次微分方程的特解通常是系
统的稳态解，它是在输入信号作用下系统的强迫分量，取决于系统结构、参数及输入信号的形式，
称为稳态分量。

从系统时域响应的两部分看，稳态分量（特解）是系统在时间ｔ→∞时系统的输出，衡量其好
坏是稳态性能指标———稳态误差。系统响应的暂态分量是指从ｔ＝０开始到进入稳态之前的这
一段过程，采用动态性能指标（瞬态响应指标），如稳定性、快速性、平稳性等来衡量。

３２ 控制系统时域响应的性能指标

评价一个系统的优劣，总是用一定的性能指标来衡量的。性能指标可以在时域里提出，也可
以在频域里提出。时域内的指标比较直观，通常采用时域响应曲线上的一些特征点来衡量。显
然，只有当控制系统稳定时，研究系统的性能指标才有意义。

３２１ 稳态性能指标

稳态响应过程是时间ｔ→∞时系统的输出状态。采用稳态误差ｅｓｓ来衡量，其定义为：在输入
信号作用下，当时间ｔ→∞时，系统输出响应的期望值与实际值之差。即

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｔ→∞
［ｒ（ｔ）－ｃ（ｔ）］ （３５）

稳态误差ｅｓｓ反映控制系统复现或跟踪输入信号的能力或抗干扰能力。

图３１ 系统瞬态响应指标

３２２ 动态性能指标

动态过程是系统从初始状态到接近稳态的响应过
程，即过渡过程。为便于分析和比较，通常动态性能指标
是以系统对单位阶跃输入的瞬态响应形式给出的，如
图３１所示。

（１）上升时间ｔｒ：从零时刻首次到达稳态值的时间，
即阶跃响应曲线从ｔ＝０开始第一次上升到稳态值所需要
的时间。有些系统没有超调，理论上到达稳态值的时间
需要无穷大，因此，也将上升时间ｔｒ定义为响应曲线从稳
态值的１０％上升到稳态值的９０％所需的时间。

（２）峰值时间ｔｐ：从零时刻到达峰值的时间，即阶跃响应曲线从ｔ＝０开始上升到第一个峰值
所需要的时间。

（３）最大超调量Ｍｐ：阶跃响应曲线的最大峰值与稳态值的差与稳态值之比的百分数，即

Ｍｐ＝
ｃ（ｔｐ）－ｃ（∞）
ｃ（∞） ×１００％ （３６）

（４）调整时间ｔｓ：阶跃响应曲线进入允许的误差带Δ（一般取稳态值附近±５％或±２％作为
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误差带）并不再超出该误差带的最小时间，称为调整时间（或过渡过程时间或调节时间）。
（５）振荡次数Ｎ：在调整时间ｔｓ内响应曲线振荡的次数Ｎ。
以上各性能指标中，上升时间ｔｒ、峰值时间ｔｐ和调整时间ｔｓ反映系统的快速性；而最大超调

量Ｍｐ和振荡次数Ｎ则反映系统的平稳性。

３３ 线性定常系统的稳定性

稳定性是控制系统的重要性能，是系统正常工作的首要条件。因此，分析系统的稳定性，研
究系统稳定的条件，是控制理论的重要组成部分。控制理论对于判别线性定常系统是否稳定提
供了多种方法，其中常用的有：求根法、代数判据（Ｒｏｕｔｈ与Ｈｕｒｗｉｔｚ判据）、Ｎｙｑｕｉｓｔ稳定判据和
李雅普诺夫稳定判据等。这些内容对于分析和设计系统都是十分重要的。

３３１ 稳定性的概念

任何一个系统在受到扰动作用后，会偏离原来的平衡状态，产生初始偏差，而当扰动消除后，
经过一段时间，这个系统又能逐渐回到原来的平衡状态，则称系统是稳定的。否则，称这个系统
是不稳定的。上述定义表明，系统的稳定性反映在扰动消失后过渡过程的性质上。这样，在扰动
消失的时刻，系统与平衡状态的偏差可以看作系统的初始偏差（初始状态）。因此，控制系统的稳
定性也可定义为：若控制系统在足够小的初始偏差的作用下，其过渡过程随时间的推移逐渐衰减
并趋于零，即具有恢复原平衡状态的能力，则称这个系统稳定。否则，称这个系统不稳定。

需要强调指出的是：
（１）稳定性是控制系统自身的固有特性，它取决于系统本身的结构和参数，而与输入信号无

关；对于纯线性系统来说，系统的稳定性与初始偏差也无关，如果系统是稳定的，就叫做大范围稳
定的系统。但这种纯线性系统在实际中并不存在，人们所研究的系统大多是经过“小偏差”线性
化处理后得到的线性系统，因此用线性化方程来研究系统的稳定性时，就只限于讨论初始偏差不
超过某一范围时的稳定性，称为“小偏差”稳定性。由于实际系统在发生等幅振荡时的幅值一般
并不很大，因此，这种“小偏差”稳定性仍有一定的实际意义。以下讨论的问题都是线性定常系统
的稳定性问题，这种稳定性当然是指大范围的稳定性，但当考虑其所对应的实际系统时，则要求
初始偏差所引起的系统中诸信号的变化均不超出其线性化范围。

（２）控制理论中所讨论的稳定性都是指自由响应（零输入响应）下的稳定性，即讨论系统输
入为零，初始偏差不为零时的稳定性，也就是讨论自由响应是收敛的还是发散的。

３３２ 线性定常系统稳定的充分必要条件

设线性系统具有一个平衡点。对该平衡点而言，当输入信号为零时，系统的输出信号也为
零。当扰动信号作用于系统时，系统的输出就产生了偏差。如果扰动信号消失的时刻为ｔ＝０－，
则此系统的输出ｃ（０－）及其各阶导数ｃ（ｉ）（０－）（ｉ＝１，２，…，ｎ）便是系统输出ｃ（ｔ）的初始偏差（或
初始状态），而输出ｃ（ｔ）本身就是控制系统在初始偏差影响下的过渡过程。若系统稳定，则输出
ｃ（ｔ）就能以足够精确的程度恢复到原平衡工作点，即随着时间的推移，ｃ（ｔ）趋近于零；若系统不稳
定，则输出ｃ（ｔ）就不可能回到原平衡点。

通过以上的分析，可以求得线性定常系统稳定的充分必要条件。
设ｎ阶线性定常系统的微分方程为
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对式（３７）进行拉普拉斯变换，得

Ｃ（ｓ）＝Ｍ
（ｓ）

Ｄ（ｓ）Ｒ
（ｓ）＋Ｎ

（ｓ）
Ｄ（ｓ）

（３８）

式中，Ｄ（ｓ）＝ａ０ｓｎ＋ａ１ｓｎ－１＋…＋ａｎ－１ｓ＋ａｎ；Ｍ（ｓ）＝ｂ０ｓｍ＋ｂ１ｓｍ－１＋…＋ｂｍ－１ｓ＋ｂｍ；Ｎ（ｓ）为与初始
状态条件ｃ（ｉ）（０－）（其中ｉ＝０，１，２，…，ｎ－１）有关的多项式。

为了研究系统在输入作用前的初始状态下的时间响应，可在式（３８）中取Ｒ（ｓ）＝０，得到在
初始状态影响下系统的时间响应（即零输入响应）为

Ｃ（ｓ）＝Ｎ
（ｓ）
Ｄ（ｓ）

若ｐｉ为系统特征方程Ｄ（ｓ）＝０的根（即系统传递函数的极点，ｉ＝１，２，…，ｎ），ｐｉ可以为单极
点、重极点、实极点或复极点。则系统输出的拉普拉斯变换为
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∏
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２
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ｑ
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ｓ－ｐｉ＋∑

ｒ
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Ｂｋｓ＋Ｃｋ
ｓ２＋２ζｋωｋｓ＋ω

２
ｋ

式中，ｑ＋２ｒ＝ｎ，Ａｉ，Ｂｋ，Ｃｋ为待定系数。
对上式进行拉普拉斯反变换，得系统的零输入响应为

ｃ（ｔ）＝∑
ｑ

ｉ＝１
Ａｉｅｐｉｔ＋∑

ｒ

ｋ＝１
Ｂｋｅ－ζｋωｋｔｃｏｓ（ωｋ １－ζ

２槡 ｋｔ）＋∑
ｒ

ｋ＝１

Ｃｋ－Ｂｋζｋωｋ
ωｋ １－ζ

２槡 ｋ

ｅ－ζｋωｋｔｓｉｎ（ωｋ １－ζ
２槡 ｋｔ）

（３９）
由上式表明，若系统所有特征根ｐｉ的实部均为负值，即

Ｒｅ［ｐｉ］＜０
则零输入响应（暂态响应）最终将衰减到零，即

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｃ（ｔ）＝０

此时系统就是稳定的。反之，若特征根中有一个或多个根具有正实部时，则暂态响应将随时间的
推移而发散，即

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｃ（ｔ）＝∞

这样的系统就是不稳定的。
若特征根中有一个或一个以上零实部根，而其余特征根具有负实部，则暂态响应趋于常数或

趋于等幅振荡，系统为临界稳定。
上述结论对于任何初始状态（只要不超出系统的线性工作范围）都是成立的，而且当系统的

特征根具有相同值时，也是成立的。可以看出，式（３７）右端各项参数不影响系统的稳定性，因
为它只反映了系统与外界作用的关系，而不影响系统本身固有的特性———稳定性。

综上所述，系统稳定的充分必要条件是系统特征根的实部均小于零，或系统的特征根均在根
平面的左半平面。

根据稳定的充分必要条件判别系统的稳定性，需要求出系统的全部特征根，但当系统阶数较
·５５·



高时，求解特征方程将会遇到较大困难，计算工作将相当难。于是人们希望寻求一种不必直接求
解出特征根，而间接判断系统稳定与否的方法，这样就产生了一系列稳定性判据，其中最主要的
一个判据就是１８８４年由Ｅ．Ｊ．Ｒｏｕｔｈ提出的判据，称之为劳斯判据。１８９５年，Ａ．Ｈｕｒｗｉｔｚ又提出
了根据特征方程系数来判别系统稳定性的另一方法，称为赫尔维茨判据。

３３３ 劳斯判据（Ｒｏｕｔｈ判据）

劳斯判据是一种代数判据，它不但能提供线性定常系统稳定性的信息，而且还能指出在ｓ平
面虚轴上和右半平面特征根的个数。

劳斯判据是基于系统特征方程式的根与系数的关系而建立的。设ｎ阶系统的特征方程为

Ｄ（ｓ）＝ａ０ｓｎ＋ａ１ｓｎ－１＋…＋ａｎ－１ｓ＋ａｎ

＝ａ０（ｓ－ｐ１）（ｓ－ｐ２）…（ｓ－ｐｎ）＝０ （３１０）

式中，ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ为系统的特征根。
由根与系数的关系可求得

ａ１
ａ０＝－

（ｐ１＋ｐ２＋…＋ｐｎ）

ａ２
ａ０＝

（ｐ１ｐ２＋ｐ１ｐ３＋…＋ｐｎ－１ｐｎ）

ａ３
ａ０＝－

（ｐ１ｐ２ｐ３＋ｐ１ｐ２ｐ４＋…＋ｐｎ－２ｐｎ－１ｐｎ）


ａｎ
ａ０＝

（－１）ｎ（ｐ１ｐ２…ｐｎ

烍

烌

烎
）

（３１１）

从式（３１１）可知，欲使全部特征根ｐ１，ｐ２，…，ｐｎ均具有负实部（即系统稳定），首先必须满足
以下两个条件。

（１）特征方程的各项系数ａ０，ａ１，…，ａｎ均不为零。因为若有一个系数为零，则必然出现实部
为零或实部有正有负的特征根才能满足式 （３１１），此时系统对应为临界稳定（根在虚轴上）或不
稳定（根的实部为正）。

（２）特征方程的各项系数的符号都相同，才能满足式（３１１）。
换言之，系统稳定的必要条件是特征方程的所有系数ａ０，ａ１，…，ａｎ均大于零，或同号且不缺项。
上述两个条件可归结为系统稳定的必要条件，所有系数均大于零，即ａｉ＞０。
将式（３１０）的系数排成下面的行和列，即为劳斯阵列（劳斯表）

ｓｎ ａ０ ａ２ ａ４ ａ６ …

ｓｎ－１ ａ１ ａ３ ａ５ ａ７ …

ｓｎ－２ ｂ１ ｂ２ ｂ３ ｂ４ …

ｓｎ－３ ｃ１ ｃ２ ｃ３ ｃ４ …

… … …

ｓ２ ｆ１ ｆ２

ｓ１ ｇ１

ｓ０ ｈ１
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表中各元素根据下列公式计算

ｂ１＝

ａ０ ａ２
ａ１ ａ３
－ａ１

，ｂ２＝

ａ０ ａ４
ａ１ ａ５
－ａ１

，ｂ３＝

ａ０ ａ６
ａ１ ａ７
－ａ１

，…

ｃ１＝

ａ１ ａ３
ｂ１ ｂ２
－ｂ１

，ｃ２＝

ａ１ ａ５
ｂ１ ｂ３
－ｂ１

，ｃ３＝

ａ１ ａ７
ｂ１ ｂ４
－ｂ１

，…

系数ｂ的计算，一直进行到其余的ｂ值都等于零时为止，用同样的方法计算ｃ，ｄ，…，ｆ，ｇ，ｈ等各
行的系数。这种过程一直进行到第ｎ＋１行被算完为止。需要指出，在展开的阵列中，为了简化
其后的数值计算，可用一个正数去除或乘某一整行，不会改变稳定性结论。

线性系统稳定的充分且必要条件是劳斯表中第一列所有元素均大于零。若劳斯表中第一列
元素有正有负，则系统不稳定，且特征方程式（３１０）中实部为正的特征根个数等于劳斯表中第
一列的元素符号改变的次数。

【例３１】 已知三阶系统特征方程为
ａ０ｓ３＋ａ１ｓ２＋ａ２ｓ＋ａ３＝０

列劳斯表为

ｓ３ ａ０ ａ２ ０
ｓ２ ａ１ ａ３ ０

ｓ１ ａ１ａ２－ａ０ａ３ａ１ ０

ｓ０ ａ３ ０
故得出三阶系统稳定的充分必要条件为各系数大于零，且ａ１ａ２＞ａ０ａ３。

【例３２】 已知系统特征方程
ｓ４＋６ｓ３＋１２ｓ２＋１１ｓ＋６＝０

方程无缺项，且系数大于零，满足系统稳定的必要条件。
列劳斯表为

ｓ４ １ １２ ６
ｓ３ ６ １１

ｓ２
１ １２
６ １１
－６ ＝６１６ ６

ｓ１ ４５５
６１

ｓ０ ６
劳斯表中第一列元素大于零，系统是稳定的，即所有特征根均在ｓ平面的左半平面。

【例３３】 系统特征方程为
ｓ５＋３ｓ４＋２ｓ３＋ｓ２＋５ｓ＋６＝０

各项系数均大于零。
列劳斯表为

·７５·



ｓ５ １ ２ ５
ｓ４ ３ １ ６

ｓ３ ５
３ ３

ｓ２ －２２５ ６ （改变符号一次）

ｓ２ －１１ １５ 该行乘（ ）５２
ｓ１ ５８

１１
（改变符号一次）

ｓ０ １５
劳斯表中第一列各元素符号不完全一致，系统不稳定。第一列元素符号改变两次，因此系统有两
个右半平面的根。

【例３４】 系统特征方程

ｓ３－４ｓ２＋６＝０
它有一个系数为负的，由劳斯判据知系统不稳定。但究竟有几个右半平面的根，仍需列劳斯表为

ｓ３ １ ０
ｓ２ －４ ６
ｓ１ １５
ｓ０ ６

劳斯表中第一列元素符号改变两次，系统有两个右半平面的根。
有两种特殊情况需要说明。
（１）劳斯表中某一行的第一个元素为零，而该行其他元素并不为零，则在计算下一行的元素

时，该元素必将趋于无穷大，以致劳斯表的计算无法进行。为了克服这一困难，可用一个无穷小
正数ε来代替第一列的零元素，使劳斯表可继续下去。当ε→０时，若ε上面的元素和ε下面的元
素符号相反，则表示第一列元素的符号改变了一次。

【例３５】 系统的特征方程为

ｓ４＋３ｓ３＋ｓ２＋３ｓ＋１＝０
所有系数均大于零，列劳斯表为

ｓ４ １ １ １
ｓ３ ３ ３
ｓ２ ０≈ε １

ｓ１ ３－３ε
ｓ０ １

考察劳斯表中第一列的元素，ε→０时，３－３ε
为一负数，因此，劳斯表中第一列元素的符号改变

了两次，系统是不稳定的，且有两个右半平面的根。
（２）劳斯表中某一行的元素全为零，则表示在ｓ平面内存在一些大小相等、符号相反的实根

或共轭虚根，系统是不稳定的。
为了将劳斯表继续列下去，则可用该零行的上一行的各元素构成辅助多项式Ｐ（ｓ），并利用

这个多项式的导数的各项系数来代替全零一行的各元素，使劳斯表可继续下去。
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大小相等、符号相反的实根或共轭虚根可以由辅助方程Ｐ（ｓ）＝０求出。
【例３６】 系统特征方程

ｓ３＋１０ｓ２＋１６ｓ＋１６０＝０
列劳斯表为

ｓ３ １ １６
ｓ２ １０ １６０ 辅助多项式Ｐ（ｓ）＝１０ｓ２＋１６０
ｓ１ ０ ０ Ｐ′（ｓ）＝２０ｓ＋０
ｓ１ ２０ ０
ｓ０ １６０

劳斯表中第一列元素符号没有改变，系统没有右半平面的根，但由Ｐ（ｓ）＝０求得
１０ｓ２＋１６０＝０
ｓ１，２＝±ｊ４

即系统有一对共轭虚根，系统处于临界稳定，从工程角度来看，临界稳定属于不稳定系统。
【例３７】 系统的特征方程为

ｓ５＋２ｓ４＋３ｓ３＋６ｓ２－４ｓ－８＝０
列劳斯表为

ｓ５ １ ３ －４
ｓ４ ２ ６ －８ Ｐ（ｓ）＝２ｓ４＋６ｓ２－８
ｓ３ ０ ０ ０ Ｐ′（ｓ）＝８ｓ３＋１２ｓ
ｓ３ ８ １２ ０
ｓ２ ３ －８
ｓ１ ３３３
ｓ０ －８

劳斯表中第一列元素符号改变一次，系统不稳定，且有一个右半平面的根，由Ｐ（ｓ）＝０得
２ｓ４＋６ｓ２－８＝０

ｓ１，２＝±１，ｓ３，４＝±ｊ２

３３４ 赫尔维茨判据（Ｈｕｒｗｉｔｚ判据）

该判据也是根据特征方程的系数来判别系统的稳定性。设系统的特征方程式为
ａ０ｓｎ＋ａ１ｓｎ－１＋ａ２ｓｎ－２＋…＋ａｎ－１ｓ＋ａｎ＝０ （３１２）

以特征方程式的各项系数组成如下赫尔维茨行列式

Δ＝

ａ１ ａ０ ０ ０ ０ ０ …

ａ３ ａ２ ａ１ ａ０ ０ ０ …

ａ５ ａ４ ａ３ ａ２ ａ１ ａ０ …

ａ７ ａ６ ａ５ ａ４ ａ３ ａ２ …


     ａｎ

赫尔维茨判据指出，系统稳定的充分必要条件是在ａ０＞０的情况下，上述行列式的各阶主子
式Δｉ均大于零，即

Δ１＝ａ１＞０

Δ２＝
ａ１ ａ０
ａ３ ａ２

＝ａ１ａ２－ａ０ａ３＞０
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Δ３＝
ａ１ ａ０ ０
ａ３ ａ２ ａ１
ａ５ ａ４ ａ３

＞０



Δｎ＝Δ＞０
【例３８】 系统的特征方程为

ａ０ｓ３＋ａ１ｓ２＋ａ２ｓ＋ａ３＝０ （ａ０＞０）
列出赫尔维茨行列式Δ为

Δ＝
ａ１ ａ０ ０
ａ３ ａ２ ａ１
０ ０ ａ３

由赫尔维茨判据，该系统稳定的充分必要条件是

Δ１＝ａ１＞０

Δ２＝
ａ１ ａ０
ａ３ ａ２

＝ａ１ａ２－ａ０ａ３＞０

Δ３＝Δ＝ａ３Δ２＞０
或写成系统稳定的充分必要条件为

ａ０＞０ ａ１＞０ ａ２＞０ ａ３＞０
ａ１ａ２－ａ０ａ３＞０

【例３９】 二阶系统的特征方程为
ａ０ｓ２＋ａ１ｓ＋ａ２＝０

列出赫尔维茨行列式Δ为

Δ＝
ａ１ ａ０
０ ａ２

由Ｈｕｒｗｉｔｚ判据，系统稳定的充分必要条件为
ａ０＞０ ａ１＞０ ａ１ａ２＞０

即二阶系统稳定的充分必要条件是特征方程式的所有系数均大于零。

３３５ 系统参数对稳定性的影响

应用代数判据不仅可以判断系统的稳定性，还可以用来分析系统参数对系统稳定性的影响。

图３２ 系统结构图

【例３１０】 系统结构图如图３２所示，试确定系统
稳定时Ｋ的取值范围。

【解】 系统的闭环传递函数
Ｃ（ｓ）
Ｒ（ｓ）＝

Ｋ
ｓ３＋６ｓ２＋５ｓ＋Ｋ

其特征方程式为
Ｄ（ｓ）＝ｓ３＋６ｓ２＋５ｓ＋Ｋ＝０

列劳斯表为
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ｓ３ １ ５
ｓ２ ６ Ｋ

ｓ１ ３０－Ｋ６ ０

ｓ０ Ｋ
按劳斯判据，要使系统稳定，应有Ｋ＞０，且３０－Ｋ＞０，故系统稳定Ｋ的取值范围为０＜Ｋ＜３０。

【例３１１】 系统结构图如图３３所示，试分析参数Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３和Ｔ对系统稳定性的影响。
【解】 系统的闭环传递函数

Ｃ（ｓ）
Ｒ（ｓ）＝

Ｋ１Ｋ２Ｋ３
Ｔｓ３＋ｓ２＋Ｋ１Ｋ２Ｋ３

特征方程为

Ｄ（ｓ）＝Ｔｓ３＋ｓ２＋Ｋ１Ｋ２Ｋ３＝０
由于特征方程缺项，由劳斯判据知，不论Ｋ１，Ｋ２，Ｋ３和Ｔ取何值系统总是不稳定的，称为结

构不稳定系统。欲使系统稳定，必须改变系统的结构。如在原系统的前向通道中引入一比例微
分环节，如图３４所示。变结构后系统的闭环传递函数为

Ｃ（ｓ）
Ｒ（ｓ）＝

Ｋ１Ｋ２Ｋ３（τｓ＋１）
ｓ２（Ｔｓ＋１）＋Ｋ１Ｋ２Ｋ３（τｓ＋１）

图３３ 系统结构图 图３４ 引入比例微分环节

特征方程为

Ｄ（ｓ１）＝Ｔｓ３＋ｓ２＋Ｋ１Ｋ２Ｋ３τｓ＋Ｋ１Ｋ２Ｋ３＝０
列劳斯表为

ｓ３ Ｔ Ｋ１Ｋ２Ｋ３τ
ｓ２ １ Ｋ１Ｋ２Ｋ３
ｓ１ Ｋ１Ｋ２Ｋ３τ－Ｋ１Ｋ２Ｋ３Ｔ
ｓ０ Ｋ１Ｋ２Ｋ３

系统稳定的充分必要条件为

Ｔ＞０，τ＞０，Ｋ１Ｋ２Ｋ３＞０及τ＞Ｔ
即对于结构不稳定系统，改变系统结构后，只要适当选配参数就可使系统稳定。

３３６ 相对稳定性和稳定裕量

劳斯判据或赫尔维茨判据可以判定系统稳定与不稳定，即判定系统的绝对稳定性。如果一
个系统负实部的特征根非常靠近虚轴，尽管系统满足稳定条件，但动态过程将具有过大的超调量
或过于缓慢的响应，甚至会由于系统内部参数变化，使特征根转移到ｓ平面的右半平面，导致系
统不稳定。为此，需研究系统的相对稳定性，即系统的特征根在ｓ平面的左半平面且与虚轴有一
定的距离，称之为稳定裕量。

为了能应用上述的代数判据，通常将ｓ平面的虚轴左移一个距离δ，得新的复平面ｓ１，即令

ｓ１＝ｓ＋δ或ｓ＝ｓ１－δ，得到以ｓ１为变量的新特征方程式Ｄ（ｓ１）＝０，再利用代数判据判别新特征方
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程式的稳定性，若新特征方程式的所有根均在ｓ１平面的左半平面，则说明原系统不但稳定，而且
所有特征根均位于ｓ＝－δ直线的左侧，δ称为系统的稳定裕量。

【例３１２】 检验特征方程式
２ｓ３＋１０ｓ２＋１３ｓ＋４＝０

是否有根在ｓ右半平面，以及有几个根在ｓ＝－１直线的右边。
【解】 列劳斯表为

ｓ３ ２ １３
ｓ２ １０ ４
ｓ１ １２２
ｓ０ ４

由劳斯判据知系统稳定，所有特征根均在ｓ的左半平面。令ｓ＝ｓ１－１代入Ｄ（ｓ），得ｓ１的特征
方程式为

Ｄ（ｓ１）＝２ｓ３１＋４ｓ２１－ｓ１－１＝０
列劳斯表为

ｓ３１ ２ －１
ｓ２１ ４ －１

ｓ１１ －１２
ｓ０１ －１

劳斯表中第一列元素符号改变一次，表示系统有一个根在ｓ１右半平面，也就是有一个根在ｓ＝－１
直线的右边（虚轴的左边），系统的稳定裕量不到１。

３４ 系统的稳态误差

３４１ 误差及稳态误差的定义

控制系统的稳态误差，是系统控制精度的一种度量，称为稳态性能指标。一个控制系统，只
有在满足要求的控制精度前提下，才有实际工程意义。

系统的误差ｅ（ｔ）一般定义为被控量的希望值与实际值之差。即
误差ｅ（ｔ）＝被控量的希望值－被控量的实际值

对于如图３５所示的反馈控制系统，常用的误差定义有两种。
１输入端定义
把系统的输入信号ｒ（ｔ）作为被控量的希望值，而把主反馈信号ｂ（ｔ）（通常是被控量的测量

值）作为被控量的实际值，定义误差为
ｅ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－ｂ（ｔ） （３１３）

这种定义下的误差在实际系统中是可以测量的，且具有一定的物理含义。通常该误差信号
也称为控制系统的偏差信号。
２输出端定义
设被控量的希望值为ｃｒ（ｔ）（与给定信号ｒ（ｔ）具有一定关系），被控量的实际值为ｃ（ｔ），定义

误差
ｅ′（ｔ）＝ｃｒ（ｔ）－ｃ（ｔ） （３１４）
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这种定义在性能指标中经常使用，但实际中有时无法测量，因而一般只有数学意义。
当图３５中反馈为单位反馈时，即Ｈ（ｓ）＝１时，上述两种定义可统一为

ｅ（ｔ）＝ｅ′（ｔ）＝ｒ（ｔ）－ｂ（ｔ） （３１５）
对于非单位反馈系统，可等效变换为如图３６所示的单位反馈控制系统。其中，ｒ′（ｔ）表示

等效单位反馈系统的输入信号，也就是输出量的希望值ｃｒ（ｔ），从输出端定义的误差为
ｅ′（ｔ）＝ｒ′（ｔ）－ｂ（ｔ） （３１６）

而从输入端定义的误差为

ｅ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－ｂ（ｔ）
误差的拉普拉斯表达式为

Ｅ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｂ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｈ（ｓ）Ｃ（ｓ） （３１７）
则

１
Ｈ（ｓ）Ｅ

（ｓ）＝ １
Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ）－Ｃ（ｓ）

＝Ｒ′（ｓ）－Ｃ（ｓ）＝Ｅ′（ｓ）

图３５ 反馈控制系统 图３６ 等效单位反馈控制系统

由此可见，对于非单位反馈控制系统，输入端定义的误差ｅ（ｔ）可以直接（Ｈ（ｓ）＝１）或间接地
表示输出端定义的误差ｅ′（ｔ）。本书无特殊说明，均采用误差的输入端定义式。

误差响应ｅ（ｔ）与系统输出响应ｃ（ｔ）一样，也包含暂态分量和稳态分量两部分，对于一个稳定
系统，暂态分量随着时间的推移逐渐消失，而我们主要关心的是控制系统平稳以后的误差，即系
统误差响应的稳态分量———稳态误差，记为ｅｓｓ。

定义 系统的稳态误差为稳定系统误差响应ｅ（ｔ）的终值。当时间ｔ趋于无穷时，ｅ（ｔ）的极限
存在，则稳态误差为

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ） （３１８）

３４２ 稳态误差分析

根据误差和稳态误差的定义，系统误差ｅ（ｔ）的像函数
Ｅ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｂ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｅ（ｓ）

Ｅ（ｓ）＝ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ） （３１９）

定义 Φｅｒ（ｓ）＝Ｅ
（ｓ）
Ｒ（ｓ）＝

１
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

（３２０）

为系统对输入信号的误差传递函数。
由拉普拉斯变换的终值定理，系统的稳态误差为

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ（ｔ）＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓＥ（ｓ） （３２１）

代入Ｅ（ｓ）表达式得
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ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ） （３２２）

从式（３２２）得出两点结论：
（１）稳态误差与系统输入信号ｒ（ｔ）的形式有关；
（２）稳态误差与系统的结构及参数有关。

３４３ 稳态误差的计算

对于线性系统，响应具有叠加性，不同输入信号作用于系统产生的误差等于每一个输入信号
单独作用时产生的误差的叠加。对于如图３７所示的系统，给定信号ｒ（ｔ）和扰动信号ｎ（ｔ）同时
作用于系统。

（１）给定信号ｒ（ｔ）单独作用下，误差ｅｒ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－ｂ（ｔ），则
Ｅｒ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｂ（ｓ）＝Ｒ（ｓ）－Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｅｒ（ｓ）

Ｅｒ（ｓ）＝ １
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ） （３２３）

稳态误差ｅｓｓｒ为

ｅｓｓｒ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＥｒ（ｓ）＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ） （３２４）

（２）扰动信号单独作用下，误差ｅｎ（ｔ）＝－ｂ（ｔ），则
Ｅｎ（ｓ）＝－Ｂ（ｓ）＝－Ｈ（ｓ）Ｃ（ｓ）

＝－Ｈ（ｓ） Ｇ２（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ）

＝－ Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ） （３２５）

稳态误差

ｅｓｓｎ（ｓ）＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＥｎ（ｓ）＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓ －Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ） （３２６）

定义

Φｅｎ（ｓ）＝Ｅｎ
（ｓ）

Ｎ（ｓ）＝－
Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）

１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
为系统对扰动信号的误差传递函数。

控制系统在给定信号ｒ（ｔ）和扰动信号ｎ（ｔ）同时作用下的稳态误差ｅｓｓ为
ｅｓｓ＝ｅｓｓｒ＋ｅｓｓｎ＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓＥｒ（ｓ）＋ｌｉｍ

ｓ→０
ｓＥｎ（ｓ）

＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ［ΦｅｒＲ（ｓ）＋Φｅｎ（ｓ）Ｎ（ｓ）］ （３２７）

【例３１３】 系统结构图如图３８所示，当输入ｒ（ｔ）＝４ｔ时，求系统的稳态误差ｅｓｓ。

图３７ 控制系统结构图 图３８ 例３１３图

【解】 系统只有在稳定的条件下计算稳态误差才有意义，所以应先判别系统的稳定性。
系统的特征方程为
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Ｄ（ｓ）＝４ｓ３＋５ｓ２＋ｓ＋Ｋ＝０
列劳斯表为

ｓ３ ４ １
ｓ２ ５ Ｋ

ｓ１ ５－４Ｋ５ ０

ｓ０ Ｋ

由劳斯判据知，系统稳定条件为０＜Ｋ＜５４
。

系统的误差函数为

Ｅ（ｓ）＝ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ）＝ｓ
（ｓ＋１）（４ｓ＋１）
４ｓ３＋５ｓ２＋ｓ＋Ｋ

·４
ｓ２

由终值定理求得稳态误差

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＥ（ｓ）＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓｓ
（ｓ＋１）（４ｓ＋１）
４ｓ３＋５ｓ２＋ｓ＋Ｋ

·４
ｓ２＝

４
Ｋ

计算表明，稳态误差的大小与系统的放大倍数Ｋ有关，即Ｋ越大，稳态误差ｅｓｓ越小。要减
小稳态误差，则应增大倍数Ｋ，而从稳定性分析却得出，使系统稳定的Ｋ不能大于５／４，表明系统
的稳态精度和稳定性对放大倍数的要求常常是矛盾的。

３４４ 应用静态误差系数计算给定信号作用下的稳态误差

从稳态误差的表达式可知，系统的稳态误差不仅与输入信号ｒ（ｔ）的形式有关，而且与系统开
环传递函数Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）有关。
１系统的类型
系统的开环传递函数Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）可表示为

Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝Ｋ
（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）

ｓν（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）
（３２８）

式中，Ｋ 为开环增益（开环放大倍数）；τｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）和Ｔｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）为时间常数；

ν为积分环节个数（开环系统在坐标原点的重极点数）。
系统常按开环传递函数中所含有的积分环节个数ν来分类。把ν＝０，１，２，…的系统，分别

称为０型、Ⅰ型、Ⅱ型等系统。开环传递函数中的其他零、极点，对系统的类型没有影响。
典型输入信号作用下，系统的稳态误差可用误差系数表示。

２静态位置误差系数Ｋｐ
当系统的输入为单位阶跃信号ｒ（ｔ）＝１（ｔ）时，由式（３２２）得

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

·１
ｓ＝

１
１＋ｌｉｍ

ｓ→０
Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝

１
１＋Ｋｐ

式中，Ｋｐ＝ｌｉｍ
ｓ→０
Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ），定义为系统静态位置误差系数。

对于０型系统

Ｋｐ＝ｌｉｍ
ｓ→０

Ｋ（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）
（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）＝Ｋ

ｅｓｓ＝ １
１＋Ｋｐ＝

１
１＋Ｋ

对于Ⅰ型或高于Ⅰ型以上系统有
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Ｋｐ＝ｌｉｍ
ｓ→０

Ｋ（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）
ｓｖ（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）＝∞

ｅｓｓ＝０
由上面分析可以看出：
（１）Ｋｐ的大小反映了系统在阶跃输入下消除误差的能力，Ｋｐ越大，稳态误差越小；
（２）０型系统对阶跃输入引起的稳态误差为一常值，其大小与Ｋ有关，Ｋ越大，ｅｓｓ越小，但总

有差，所以把０型系统常称为有差系统；
（３）在阶跃输入时，若要求系统稳态误差为零，则系统至少为Ⅰ型或高于Ⅰ型的系统。
３静态速度误差系数Ｋｖ

当系统的输入为单位斜坡信号时，ｒ（ｔ）＝ｔ·１（ｔ），即Ｒ（ｓ）＝１ｓ２
，则由式（３２２）得

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

·１
ｓ２＝

１
ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＧ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝

１
Ｋｖ

式中，Ｋｖ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＧ（ｓ）Ｈ（ｓ），定义为系统静态速度误差系数。

对于０型系统

Ｋｖ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＫ
（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）
（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）＝０

ｅｓｓ＝１Ｋｖ＝∞

对于Ⅰ型系统

Ｋｖ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＫ

（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）
ｓ（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）＝Ｋ

ｅｓｓ＝１Ｋｖ＝
１
Ｋ

对于Ⅱ型或Ⅱ型以上系统

Ｋｖ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＫ

（τ１ｓ＋１）（τ２ｓ＋１）…（τｍｓ＋１）
ｓｖ（Ｔ１ｓ＋１）（Ｔ２ｓ＋１）…（Ｔｎｓ＋１）＝∞

ｅｓｓ＝０
由上述结果可得：
（１）Ｋｖ的大小反映了系统跟踪斜坡输入信号的能力，Ｋｖ越大，系统稳态误差越小；
（２）０型系统在稳态时，无法跟踪斜坡输入信号；
（３）Ⅰ型系统在稳态时，输出与输入在速度上相等，但有一个与Ｋ成反比的常值位置误差；
（４）Ⅱ型或Ⅱ型以上系统在稳态时，可完全跟踪斜坡信号。
４静态加速度误差系数Ｋａ

当系统输入为单位加速度信号时，即ｒ（ｔ）＝１２ｔ
２·１（ｔ），Ｒ（ｓ）＝１ｓ３

，则系统稳态误差为

ｅｓｓ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｒ

（ｓ）

＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ １
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

·１
ｓ３＝

１
ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ２Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝

１
Ｋａ

式中，Ｋａ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ２Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ），定义为系统静态加速度误差系数。

对于０型系统，Ｋａ＝０，ｅｓｓ＝∞；
对于Ⅰ型系统，Ｋａ＝０，ｅｓｓ＝∞；
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对于Ⅱ型系统，Ｋａ＝Ｋ，ｅｓｓ＝１Ｋ
；

对于Ⅲ型或Ⅲ型以上系统，Ｋａ＝∞，ｅｓｓ＝０。
上述分析表明：
（１）Ｋａ的大小反映了系统跟踪加速度输入信号的能力，Ｋａ越大，系统跟踪精度越高；
（２）Ⅱ型以下的系统输出不能跟踪加速度输入信号，在跟踪过程中误差越来越大，稳态时达

到无限大；
（３）Ⅱ型系统能跟踪加速度输入，但有一常值误差，其大小与Ｋ成反比；
（４）要想准确跟踪加速度输入，系统应为Ⅲ型或高于Ⅲ型的系统。
表３１概括了０型、Ⅰ型和Ⅱ型系统在各种输入作用下的稳态误差。在对角线以上，稳态误

差为０；在对角线以下，稳态误差则为无穷大。
表３１ 各种输入下各种类型系统的稳态误差

输 入 形 式
稳 态 误 差

０型系统 Ⅰ型系统 Ⅱ型系统

单位阶跃 １
１＋Ｋｐ ０ ０

单位斜坡 ∞ １
Ｋｖ ０

单位加速度 ∞ ∞ １
Ｋａ

静态误差系数Ｋｐ，Ｋｖ，Ｋａ反映了系统消除稳态误差的能力，系统型号越高，消除稳态误差的
能力越强，但仅通过增加积分环节提高型号，易导致系统结构不稳定。

注意，稳态误差系数法仅适用于给定信号１（ｔ），ｔ·１（ｔ），１２ｔ
２·１（ｔ），…，１ｎｔ

ｎ·１（ｔ）作用下求

稳态误差。另外，上述稳态误差中的Ｋ必须是系统的开环增益（或开环放大倍数）。
当系统输入信号为几种典型输入信号的线性组合时，即

ｒ（ｔ）＝Ｒ０·１（ｔ）＋Ｒ１·ｔ＋１２Ｒ２
·ｔ２

可利用叠加原理求出系统的总稳态误差，得

ｅｓｓ＝ Ｒ０
１＋Ｋｐ＋

Ｒ１
Ｋｖ＋

Ｒ２
Ｋａ

【例３１４】 系统结构如图３９所示，求当输入信号ｒ（ｔ）＝２ｔ＋ｔ２时系统的稳态误差ｅｓｓ。
【解】 系统的开环传递函数为

Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝ ２０
（ｓ＋１）

ｓ２（０１ｓ＋１）

图３９ 例３１４图

首先判别系统的稳定性。由开环传递函数知，闭
环特征方程为

Ｄ（ｓ）＝０１ｓ３＋ｓ２＋２０ｓ＋２０＝０
根据劳斯判据知闭环系统稳定。

其次，求稳态误差ｅｓｓ，因为系统为Ⅱ型系统，根据
线性系统的齐次性和叠加性，有

ｒ１（ｔ）＝２ｔ时，Ｋｖ＝∞ ｅｓｓ１＝２Ｋｖ＝０
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ｒ２（ｔ）＝ｔ２时，Ｋａ＝２０ ｅｓｓ２＝２Ｋａ＝０１

故系统的稳态误差ｅｓｓ＝ｅｓｓ１＋ｅｓｓ２＝０１。

３４５ 扰动信号作用下的稳态误差与系统结构的关系

扰动信号ｎ（ｔ）作用下的系统结构图如图３１０所示。扰动信号ｎ（ｔ）作用下的误差函数为

Ｅｎ（ｓ）＝－ Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ）

图３１０ 系统结构图

稳态误差为

ｅｓｓｎ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓＥｎ（ｓ）＝ｌｉｍ

ｓ→０
ｓ －Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ）

若ｌｉｍ
ｓ→０
Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）１，则上式可近似为

ｅｓｓｎ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ －１
Ｇ１（ｓ）Ｎ

（ｓ）

由以上可得，扰动信号作用下产生的稳态误差ｅｓｓｎ除了与扰动信号的形式有关外，还与扰动作用
点之前（扰动点与误差点之间）的传递函数的结构及参数有关，但与扰动作用点之后的传递函数
无关。

例如，若Ｇ１（ｓ）＝Ｋ１，Ｇ２（ｓ）＝ Ｋ２
ｓ（Ｔｓ＋１）

，Ｈ（ｓ）＝１，Ｎ（ｓ）＝１ｓ
，则稳态误差

ｅｓｓｎ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ －Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ）＝－１Ｋ１
扰动作用点之前的增益Ｋ１越大，扰动产生的稳态误差越小，而稳态误差与扰动作用点之后

的增益Ｋ２无关。

若Ｇ１（ｓ）＝Ｋ１ｓ
，Ｇ２（ｓ）＝ Ｋ２

Ｔｓ＋１
，Ｈ（ｓ）＝１，Ｎ（ｓ）＝１ｓ

，则扰动信号产生的稳态误差

ｅｓｓｎ＝ｌｉｍ
ｓ→０
ｓ －Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）
１＋Ｇ１（ｓ）Ｇ２（ｓ）Ｈ（ｓ）Ｎ

（ｓ）＝０

比较上述两例可以看出，扰动信号作用下的稳态误差ｅｓｓｎ与扰动信号作用点之后的积分环节
无关，而与误差信号到扰动点之间的前向通道中的积分环节有关，要想消除稳态误差，应在误差
信号到扰动点之间的前向通道中增加积分环节。

３４６ 改善系统稳态精度的途径

从上面稳态误差分析可知，采用以下途径来改善系统的稳态精度。
（１）提高系统的型号或增大系统的开环增益，可以保证系统对给定信号的跟踪能力。但同

时会带来系统稳定性变差，甚至导致系统不稳定。
·８６·



（２）增大误差信号与扰动作用点之间前向通道的开环增益或积分环节的个数，可以降低扰
动信号引起的稳态误差。但同样也有稳定性问题。

（３）采用复合控制，即将反馈控制与扰动信号的前馈或与给定信号的顺馈相结合。关于这
部分内容将在系统校正部分中介绍。

３４７ 系统的动态误差系数

静态误差系数Ｋｐ，Ｋｖ，Ｋａ，表示系统在阶跃信号、斜坡信号和加速度信号作用下，系统消除
稳态误差的能力，但稳态误差相同的系统其误差随时间的变化常常不同。例如

Ｇ１（ｓ）Ｈ１（ｓ）＝ １０
ｓ（ｓ＋１）

Ｇ２（ｓ）Ｈ２（ｓ）＝ １０
ｓ（１０ｓ＋１）

从静态误差系数来看，上述两系统均相同，稳态的角度看不出差异，但两个系统的时间常数
相差较大、阻尼比有较大差别，系统的响应肯定不同，系统的误差响应也不同。另外，当输入信号
为其他形式函数，静态误差系数也无法使用。为此，需要研究误差随时间变化的信息，即系统的
动态误差系数。

对于误差传递函数Φｅ（ｓ），在ｓ＝０的邻域内展开成泰勒级数得

Φｅ（ｓ）＝Ｅ
（ｓ）
Ｒ（ｓ）＝

１
１＋Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）

＝Φｅ（０）＋Φ
·
ｅ（０）ｓ＋１２！Φ

··
ｅ（０）ｓ２＋…＋１ｌ！Φ

（ｌ）
ｅ （０）ｓｌ＋… （３２９）

具体求法为将分子、分母按升幂排列，然后按多项式长除。
误差信号可表示为

Ｅ（ｓ）＝Φｅ（０）Ｒ（ｓ）＋Φ
·
ｅ（０）ｓＲ（ｓ）＋１２！Φ

··
ｅ（０）ｓ２Ｒ（ｓ）＋…＋１ｌ！Φ

（ｌ）
ｅ （０）ｓｌＲ（ｓ）＋… （３３０）

将式（３３０）进行拉普拉斯反变换，得

ｅ（ｔ）＝Φｅ（０）ｒ（ｔ）＋Φ
·
ｅ（０）ｒ

·
（ｔ）＋１２！Φ

··
ｅ（０）ｒ

··
（ｔ）＋…＋１ｌ！Φ

（ｌ）
ｅ （０）ｒ（ｌ）（ｔ）＋…

＝１Ｋ０ｒ
（ｔ）＋１Ｋ１ｒ

·
（ｔ）＋１Ｋ２ｒ

··
（ｔ）＋…＋１Ｋｌｒ

（ｌ）（ｔ）＋… （３３１）

ｒ（ｔ）看成广义位置信号，则ｒ
·（ｔ）为广义速度信号，ｒ

··（ｔ）为广义加速度信号……，于是可定义
式（３３１）中的Ｋ０为动态位置误差系数；Ｋ１为动态速度误差系数；Ｋ２ 为动态加速度误差系数
等。它们可以完整描述系统稳态误差ｅｓｓ（ｔ）随时间变化的规律，动态误差系数越大，系统动态误
差越小。

【例３１５】 设单位反馈系统的开环传递函数为

Ｇ（ｓ）＝ １０
ｓ（２ｓ＋１）

试求：（１）输入为ｒ（ｔ）＝ａ０＋ａ１ｔ＋ａ２ｔ２时系统的动态误差；
（２）输入为ｒ（ｔ）＝ｓｉｎ２ｔ时的稳态误差。
【解】 系统的误差传递函数为

Φｅ（ｓ）＝ １
１＋Ｇ（ｓ）＝

ｓ＋２ｓ２
１０＋ｓ＋２ｓ２＝０１ｓ＋０１９ｓ

２－００３９ｓ３＋…

则动态误差系数为
·９６·


