
第１章　行　列　式

行列式在线性代数中是一个基本工具,研究许多问题时都需要用到它,如线性方程组、矩
阵、矩阵的特征值、二次型等．本章在二阶、三阶行列式定义的基础上,归纳出一般的n阶行列

式的定义,然后讨论行列式的基本性质与计算．为了便于学生能较好地掌握这部分内容,本章

介绍了几种常用的计算n阶行列式的方法,还介绍了用行列式这一工具求解一类非齐次线

性方程组的一种重要方法———克拉默法则,并由此给出了齐次线性方程组有非零解的必要

条件．

１１　行列式的定义

１１１　二阶和三阶行列式

行列式这个概念究竟是如何形成的呢? 这就得从求解方程个数和未知量个数相等的一次

(线性)方程组入手．
在初等代数中,用加、减消元法求解一个二元一次方程组

a１１x１＋a１２x２ ＝b１,

a２１x１＋a２２x２ ＝b２,{ (１１)

的具体步骤是:先从方程组(１１)里消去x２ 而求得x１,这只要将方程组(１１)的第１、第２两个

式子分别乘以a２２ 与－a１２,然后再相加,就得到

(a１１a２２－a１２a２１)x１ ＝a２２b１－a１２b２;
同理,也可从方程组(１１)里消去x１ 而求得x２,这只要将方程组(１１)的第１、第２两个式

子分别乘以－a２１ 与a１１,然后相加,得到

(a１１a２２－a１２a２１)x２ ＝a１１b２－a２１b１,
即

(a１１a２２－a１２a２１)x１ ＝a２２b１－a１２b２,
(a１１a２２－a１２a２１)x２ ＝a１１b２－a２１b１．{

如果未知量x１,x２ 的系数a１１a２２－a１２a２１ ≠０,那么,这个线性方程组(１１)有唯一解:

x１ ＝ a２２b１－a１２b２

a１１a２２－a１２a２１
,　　x２ ＝ a１１b２－a２１b１

a１１a２２－a１２a２１
．

为了便于使用与记忆,我们引入二阶行列式的概念．
如果把线性方程组(１１)中未知量x１,x２ 的系数按原来的位置写成２行２列的数表,并用

两条竖线加以标出,那么,便得到一个二阶行列式,对此除引入字母Δ作为记号外,还规定:

Δ＝
　a１１ a１２　

　a２１ a２２　
＝a１１a２２－a１２a２１, (１２)

式(１２)最右边的式子称为二阶行列式Δ的展开式．
于是,线性方程组(１１)的解可以表示为

１



x１ ＝

　b１ a１２　

　b２ a２２

　a１１ a１２　

　a２１ a２２　

,　　　x２ ＝

a１１ b１　

　a２１ b２　

　a１１ a１２　

　a２１ a２２　

,

若记

Δ１ ＝
　b１ a１２　

　b２ a２２　
＝b１a２２－b２a１２,　Δ２ ＝

　a１１ b１　

　a２１ b２　
＝b２a１１－b１a２１,

则线性方程组(１１)的解可以简洁地表示为

x１ ＝Δ１

Δ
,　　x２ ＝Δ２

Δ． (１３)

由此可见,二阶行列式的引入与二元一次方程组有关,它表示排成２行、２列的４个数在规

定运算下得到的一个数值．
类似地,对于三元一次方程组

a１１x１＋a１２x２＋a１３x３ ＝b１,

a２１x１＋a２２x２＋a２３x３ ＝b２,

a３１x１＋a３２x２＋a３３x３ ＝b３,

ì

î

í

ïï

ïï
(１４)

为了简单地表达它的解,我们引入三阶行列式的概念．三阶行列式就是排成３行、３列的９个数

的一张数表,其展开式规定为

Δ＝

　a１１ a１２ a１３　

　a２１ a２２ a２３　

　a３１ a３２ a３３　

＝ (－１)１＋１a１１

　a２２ a２３　

　a３２ a３３　
＋(－１)１＋２a１２

　a２１ a２３　

　a３１ a３３　
＋(－１)１＋３a１３

　a２１ a２２　

　a３１ a３２　

＝a１１(a２２a３３－a２３a３２)－a１２(a２１a３３－a２３a３１)＋a１３(a２１a３２－a２２a３１)

＝a１１a２２a３３＋a１２a２３a３１＋a１３a２１a３２－a１３a２２a３１－a１１a２３a３２－a１２a２１a３３．
【例１１】　 计算三阶行列式

　 －１ ６ ７　

　４ ０ ９　

　２ １ ５　

．

解 　

　－１ ６ ７　

　　４ ０ ９　

　　２ １ ５　

＝(－１)１＋１×(－１)
　０　９　

　１　５　
＋(－１)１＋２×６

　４　９　

　２　５　
＋(－１)１＋３×７

　４　０　

　２　１　

＝ (－１)×(０×５－９×１)－６×(４×５－９×２)＋７×(４×１－０×２)

＝９－１２＋２８＝２５．
所以,三阶行列式也是在规定运算下的一个数值,它可转化为二阶行列式进一步计算得

到．三阶行列式可以用来表达三元一次方程组(１４)的解．如果方程组(１４)系数行列式

Δ＝

　a１１　a１２　a１３　

　a２１　a２２　a２３　

　a３１　a３２　a３３　

≠０,

那么方程组有唯一解,其解同样可以简洁地表示为

２



x１ ＝Δ１

Δ
,　　x２ ＝Δ２

Δ
,　　x３ ＝Δ３

Δ
, (１５)

其中

Δ１ ＝

　b１　a１２　a１３　

　b２　a２２　a２３　

　b３　a３２　a３３　

,　Δ２ ＝

　a１１　b１　a１３　

　a２１　b２　a２３　

　a３１　b３　a３３　

,　Δ３ ＝

　a１１　a１２　b１　

　a２１　a２２　b２　

　a３１　a３２　b３　

．

在方程组(１４)的解的表达式(１５)中,xi(i＝１,２,３)分母均是方程组(１４)的系数行列

式Δ,xi的分子是将系数行列式Δ中的第i列换成方程组(１４)中的常数项,其余列不动所得到

的行列式,并简记为Δi(i＝１,２,３)．
【例１２】　 解方程组

　 x１＋２x２＋x３ ＝２,

－２x１＋ x２－x３ ＝－１,

　 x１＋３x２－x３ ＝－２．

ì

î

í

ïï

ïï

解 　 方程组的系数行列式为

Δ＝

　１ ２ １　

　 －２ １ －１　

　１ ３ －１　

＝
　１ －１　

　３ －１　
－２

　 －２ －１　

　　１ －１　
＋

　 －２ １　

　　１ ３　
＝－１１≠０,

又计算得

Δ１＝

　２ ２ １　

　－１ １ －１　

　－２ ３ －１　

＝５,　Δ２ ＝

　１ ２ １　

　－２ －１ －１　

　１ －２ －１　

＝－２,　Δ３ ＝

　　１ ２ ２　

　－２ １ －１　

　１ ３ －２　

＝－２３．

　　 所以方程组的解为

x１ ＝Δ１

Δ ＝－ ５
１１

,　x２ ＝Δ２

Δ ＝ ２
１１

,　x３ ＝Δ３

Δ ＝２３
１１．

显然,对于未知数个数等于方程个数的二元、三元线性方程组,当它们的系数行列式不等

于零时,利用行列式这一工具求解十分简便,结果也容易记忆．我们自然联想到:对于未知数个

数等于方程个数的n元(n＞３)线性方程组,是否也有类似的结果?这就需要引入n阶(n＞３)
行列式的定义．

１１２　n阶行列式

在上面的讨论中,是将三阶行列式转化为二阶行列式来计算的．下面,根据此思路给出n
阶行列式的递归法定义．

定义１１　 将n２ 个数aij(i,j＝１,２,,n)排列成n行n列(横的称行,竖的称列),并在左、
右两边各加一条竖线的算式,即

Dn ＝

　a１１ a１２  a１n　

　a２１ a２２  a２n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

３



称为n阶行列式,它代表一个由确定的运算关系所得到的数值．例如,当n＝２时

D２ ＝
　a１１　　a１２　

　a２１　　a２２　
＝a１１a２２－a１２a２１,

当n＞２时,定义为

Dn ＝a１１A１１＋a１２A１２＋＋a１nA１n ＝ ∑
n

j＝１
a１jA１j,

其中,数a１j 为第１行第j列的元素;A１j ＝ (－１)１＋jM１j 称为a１j 的代数余子式;M１j 为由Dn 划

去第１行和第j列后余下元素构成的n－１阶行列式．
从定义１１可以知道一个n阶行列式代表一个数值,并且这个数值由第１行所有元素与其

相应的代数余子式乘积之和得到．我们通常将此定义简称为n阶行列式按第１行展开．
对于一般情况下,Mij 为由Dn 划去第i行和第j列后余下元素构成的n－１阶行列式,即

Mij ＝

　a１１  a１,j－１ a１,j＋１  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　ai－１,１  ai－１,j－１ ai－１,j＋１  ai－１,n　

　ai＋１,１  ai＋１,j－１ ai＋１,j＋１  ai＋１,n　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　an１  an,j－１ an,j＋１  ann　

称为元素aij 的余子式;元素aij 的代数余子式为Aij ＝ (－１)i＋jMij．
例如,四阶行列式

D４ ＝

　５ －１ ９ ３　

　２ ０ ７ －６　

　１ －４ －３ ７　

　８ ４ －２ －９　

中,元素a２３ 的余子式即为划去第２行和第３列元素后的三阶行列式

M２３ ＝

　５ －１ ３　

　１ －４ ７　

　８ ４ －９　

,

元素a２３ 的代数余子式为余子式M２３ 前再加一个符号因子,即

A２３ ＝ (－１)２＋３M２３ ＝－

　５ －１ ３　

　１ －４ ７　

　８ ４ －９　

．

【例１３】　 计算三阶行列式

D３ ＝

　１ －６ ２　

　３ ０ －３　

　 －２ ６ ５　

．

解 　 由定义

D３ ＝１×(－１)１＋１
　０ －３　

　６ 　５　
＋(－６)×(－１)１＋２

　　３ －３　

　 －２ 　５　
＋２×(－１)１＋３

　　３ ０　

　 －２ ６　

４



＝１８＋５４＋３６＝１０８．
【例１４】　 计算四阶行列式

D４ ＝

　２ ０ ０ －４　

　９ －１ ０ １　

　 －２ ６ １ ０　

　６ １０ －２ －５　

．

解 　 由定义

　　　D４ ＝２×(－１)１＋１

　 －１ ０ １　

　６ １ ０　

　１０ －２ －５　

＋(－４)×(－１)１＋４

　９ －１ ０　

　 －２ ６ １　

　６ １０ －２　

＝２×
é

ë

ê
ê
(－１)×(－１)１＋１

　　１ 　０　

　 －２ －５　
＋１×(－１)１＋３

　６ 　１　

　１０ －２　

ù

û

ú
ú ＋

　４×
é

ë

ê
ê
９×(－１)１＋１

　６ 　１　

　１０ －２　
＋(－１)×(－１)１＋２

　 －２ 　１　

　　６ －２　

ù

û

ú
ú

＝２×[５－２２]＋４[９×(－２２)－２]＝－８３４．

通过本例的计算,可以体会到第１行的零元素越多,则由定义按第１行展开时计算越简

便．以后将会看到,一个行列式可以按任意一行或任意一列展开．

１１３　 特殊行列式

下面利用行列式的定义来计算几种特殊的n阶行列式．

１．对角行列式

只有在对角线上有非零元素的行列式称为对角行列式．
【例１５】　 证明对角行列式:

(１)

　λ１ ０  ０ ０　

　０ λ２  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０  λn－１ ０　

　０ ０  ０ λn　

＝λ１λ２λn; (１６)

　　(２)

　０ ０  ０ λ１　

　０ ０  λ２ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ λn－１  ０ ０　

　λn ０  ０ ０　

＝ (－１)
n(n－１)

２ λ１λ２λn． (１７)

　　 其中行列式(１．６)主对角线上的元素是λi(i＝１,２,,n),行列式(１．７)次对角线上的元

素是λi(i＝１,２,,n),其他元素都是零．
证 　 利用n阶行列式的定义逐次降阶展开行列式(１．６)得

５



　λ１ ０  ０ ０　

　０ λ２  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０  λn－１ ０　

　０ ０  ０ λn　

＝λ１(－１)１＋１

　λ２ ０  ０ ０　

　０ λ２  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０  λn－１ ０　

　０ ０  ０ λn　

＝λ１λ２(－１)１＋１

　λ３ ０  ０ ０　

　０ λ４  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０  λn－１ ０　

　０ ０  ０ λn　

＝  ＝λ１λ２λn,

对行列式(１．７),注意到降阶展开时,元素λ１,λ２,,λn 依次在第n,n－１,,２,１列,故有

　　　　

　０ ０  ０ λ１　

　０ ０  λ２ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ λn－１  ０ ０　

　λn ０  ０ ０　

＝λ１(－１)１＋n

　０ ０  ０ λ２　

　０ ０  λ３ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ λn－１  ０ ０　

　λn ０  ０ ０　

　　　　 ＝λ１(－１)１＋nλ２(－１)１＋n－１

　０ ０  ０ λ３　

　０ ０  λ４ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ λn－１  ０ ０　

　λn ０  ０ ０　

　　　　 ＝  ＝ (－１)１＋n(－１)１＋n－１(－１)１＋２×(－１)１＋１λ１λ２λn

　　　　 ＝ (－１)n＋
n(n＋１)

２ λ１λ２λn ＝ (－１)
n(n－１)

２ λ１λ２λn．

用同样的方法可以将式(１７)的结果加以类推,即

　　　

　a１１ a１２  a１,n－１ a１n　

a２１ a２２  a２,n－１ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　an－１,１ an－１,２  ０ ０　

　an１ ０  ０ ０　

＝

　０ ０  ０ a１n　

　０ ０  a２,n－１ a２n　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ an－１,２  an－１,n－１ an－１,n　

　an１ an２  an,n－１ ann　

　　　 ＝ (－１)
n(n－１)

２ a１na２,n－１an－１,２an１． (１８)

２．下(上)三角行列式

对角线以上(下)的元素都为零的行列式称为下(上)三角行列式．

６



　　【例１６】　 试证下三角行列式

Dn ＝

　a１１ ０  ０ ０　

　a２１ a２２  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　an－１,１ an－１,２  an－１,n－１ ０　

　an１ an２  an,n－１ ann　

＝a１１a２２ann． (１９)

证 　 利用n阶行列式的定义,逐次降阶展开,故有

　　　　Dn ＝a１１(－１)１＋１

　a２２ ０  ０　

　a３２ a３３  ０　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an２ an３  ann　

＝  ＝a１１(－１)１＋１×a２２(－１)１＋１ann ＝a１１a２２ann．

３．一个重要的行列式公式

【例１７】　 证明

　a１１ a１２ ０ ０　

　a２１ a２２ ０ ０　

　c１１ c１２ b１１ b１２　

　c２１ c２２ b２１ b２２　

＝
　a１１　a１２　

　a２１　a２２　
×

　b１１　b１２　

　b２１　b２２　
．

证 　 对等式左边行列式按第１行展开,得
　a１１ a１２ ０ ０　

　a２１ a２２ ０ ０　

　c１１ c１２ b１１ b１２　

　c２１ c２２ b２１ b２２　

＝a１１

　a２２ ０ ０　

　c１２ b１１ b１２　

　c２２ b２１ b２２　

－a１２

　a２１ ０ ０　

　c１１ b１１ b１２　

　c２１ b２１ b２２　

＝a１１a２２

　b１１ b１２　

　b２１ b２２　
－a１２a２１

　b１１ b１２　

　b２１ b２２　

＝ (a１１a２２－a１２a２１)
　b１１ b１２　

　b２１ b２２　

＝
　a１１ a１２　

　a２１ a２２　
×

　b１１ b１２　

　b２１ b２２　
,

所以原式成立．
一般地,可以用数学归纳法证明

　a１１  a１s ０  ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　as１  ass ０  ０　

　c１１  c１s b１１  b１t　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　ct１  cts bt１  btt　

＝

　a１１  a１s　

　⋮ ⋮　

　as１  ass　

×

　b１１  b１t　

　⋮ ⋮　

　bt１  btt　

． (１１０)

７



公式(１１０)在行列式的计算与证明中经常使用．

习题１１　

参考答案与提示

１．利用定义计算下列行列式:

(１)１　９
９　７

;　(２)
　２ －１ ５　

　３ １ －２　

　１ ４ ６　

;　(３)
　０ x y　

　 －x ０ z　

　 －y －z ０　

;　(４)
　a b c　

　b c a　

　c a b　

．

２．利用三阶行列式解三元一次方程组:

　x１－２x２＋　x３ ＝１,

２x１＋　x２－　x３ ＝１,

　x１－３x２－４x３ ＝－１０．

ì

î

í

ïï

ïï

３ 写出下列行列式中元素a２３ 的余子式及代数余子式:
　６ ５ －７ ９　

　０ ４ ４ ２　

　１ －３ ８ －５　

　３ ０ ２ ０　

．

４ 写出下列行列式中元素a４３ 的余子式及代数余子式:
　c a －b d　

　b －a ６ c　

　a ２ －８ b　

　d －９ －３ ９　

．

５ 利用定义计算下列行列式:

(１)

　５ ０ ４ ２　

　１ －１ ２ １　

　４ １ ２ ０　

　１ １ １ １　

;　　(２)

　０ ０ ０ ６　

　０ ０ ６ １　

　０ ６ ２ ０　

　６ １ １ １　

;　　(３)

　a１ ０ b１ ０　

　０ c１ ０ d１　

　a２ ０ b２ ０　

　０ c２ ０ d２　

．

６ 计算下列行列式:

(１)

　１ ３ ５ ７　

　１ ３ ５ ０　

　１ ３ ０ ０　

　１ ０ ０ ０　

;　　(２)

　２ ５ ０ ０　

　３ －８ ０ ０　

　７ －４ －５ ６　

　６ ８ ７ －８　

．

１２　 行列式的性质与计算

１２１　 行列式的性质

从行列式的定义出发直接计算行列式是比较麻烦的．为了进一步讨论n阶行列式,简化n
阶行列式的计算,下面介绍n阶行列式的一些基本性质．

将行列式D 的行、列互换后,得到新的行列式DT,DT 称为D 的转置行列式．即,如果
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D ＝

　a１１ a１２  a１n　

　a２１ a２２  a２n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

,

则

DT ＝

　a１１ a２１  an１　

　a１２ a２２  an２　

　⋮ ⋮ ⋮　

　a１n a２n  ann　

．

性质１１　 行列式与它的转置行列式相等,即D ＝DT．
对于二阶行列式可由定义直接验证:

D２ ＝
　a１１ a１２　

　a２１ a２２　
＝a１１a２２－a１２a２１,

DT
２ ＝

　a１１ a２１　

　a１２ a２２　
＝a１１a２２－a２１a１２ ＝D２．

对于n阶行列式则可用数学归纳法予以证明,此处从略．
性质１．１说明了行列式中行、列地位的对称性,凡是对行成立的性质对列也成立．
【例１８】　 验算下列行列式D 与它的转置行列式DT 相等．设

D ＝

　 －２ ３ ２　

　１ －１ ２　

　１ ４ １　

．

解 　D＝

　－２ ３ ２　

　１ －１ ２　

　１ ４ １　

＝－２
　－１ ２　

　　４ １　
－３

　１ ２　

　１ １　
＋２

　１ －１　

　１ 　４　
＝１８＋３＋１０＝３１,

DT ＝

　－２ １ １　

　３ －１ ４　

　２ ２ １　

＝－２
　－１ ４　

　　２ １　
－

　３ ４　

　２ １　
＋

　３ －１　

　２ 　２　
＝１８＋５＋８＝３１．

【例１９】　 证明

D ＝

　a１１ a１２ a１３  a１n　

　０ a２２ a２３  a２n　

　０ ０ a３３  a３n　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０ ０  ann　

＝a１１a２２ann．

证 　 由性质１１得

D ＝DT ＝

　a１１ ０ ０  ０　

　a１２ a２２ ０  ０　

　a１３ a２３ a３３  ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　a１n a２n a３n  ann　

．
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利用下三角行列式公式(１９),可得DT ＝a１１a２２ann,故有D ＝a１１a２２ann．
这个例子说明:上、下三角行列式的值都等于主对角线上元素的乘积．
性质１２　 互换行列式的两行(列),行列式的值改变符号．
对于二阶行列式可直接验证．

D２ ＝
　a１１　a１２　

　a２１　a２２　
＝a１１a２２－a１２a２１,

把两行互换得行列式

　a２１　a２２　

　a１１　a１２　
＝a２１a１２－a２２a１１ ＝－D２．

　　 对于n阶行列式也可用数学归纳法证明,此处从略．
【例１１０】　 若已知

D ＝

　５ －１ ３　

　２ 　２ ２　

　１９６ 　 ２０３ １９９　

＝８,

互换第１行与第３行后,得

D ＝

　１９６ 　 ２０３ １９９　

　２ 　２ ２　

　５ －１ ３　

,

由性质１２一定有:D ＝－D ＝－８．
【例１１１】　 计算

D ＝

　３ －７ ３ －９ １　

　４ －２ ０ ２ －６　

　 －７ １ ４ －６ ３　

　４ －２ ０ ２ －６　

　２ －８ ０ －４ ９　

．

解 　 注意到D 中第２行和第４行是相同的,因此将这相同的２行互换,其结果仍是D,而
由性质１２可知交换２行的结果为－D．因此,D ＝－D,即D ＝０．

推论１１ 如果行列式有２行(列)的对应元素相同,则这个行列式等于零．
性质１３　n阶行列式等于任意一行(列)所有元素与其对应的代数余子式的乘积之和,即

Dn ＝ai１Ai１＋ai２Ai２＋＋ainAin ＝ ∑
n

k＝１
aikAik (i＝１,２,,n),

Dn ＝a１jA１j＋a２jA２j＋＋anjAnj ＝ ∑
n

k＝１
akjAkj (j＝１,２,,n)．

性质１３说明了行列式可按任意一行(列)展开．
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　　【例１１２】　 计算下列行列式

D ＝

　７ ０ ０ ０ ５　

　２ ０ ０ ０ －４　

　３ ４ ９ ２ －６　

　 －２ ６ １ ０ ０　

　８ ４ －３ ０ －５　

．

解 　 注意到第４列有４个零元素,可利用性质１３按第４列展开

D ＝２×(－１)３＋４

　７ ０ ０ ５　

　２ ０ ０ －４　

　 －２ ６ １ ０　

　８ ４ －３ －５　

,

对上面的四阶行列式可按第２行展开

D ＝－２×

é

ë

ê
ê
ê
ê

２×(－１)２＋１

　０ ０ ５　

　６ １ ０　

　４ －３ －５　

－４×(－１)２＋４

　７ ０ ０　

　 －２ ６ １　

　８ ４ －３　

ù

û

ú
ú
ú
ú

,

上述２个三阶行列式都可按第１行展开,最后得D ＝－１６６８．
从上面可看出,行列式不仅可以按第１行展开,它还可以按任意一行(列)展开．只要行列

式的某一行(某一列)的零元素多,按该行(该列)来展开,行列式的计算就简单,并且得到的行

列式都是相等的．
性质１４　n阶行列式中任意一行(列)的元素与另一行(列)的相应元素的代数余子式的

乘积之和等于零,即当i≠k时,有

ak１Ai１＋ak２Ai２＋＋aknAin ＝０．
证 　 在n阶行列式

D ＝

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

← 第i行

← 第k行

中,将第i行的元素都换成第k(i≠k)行的元素,得到另一个行列式

D０ ＝

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

← 第i行

← 第k行

,

显然,D０ 的第i行的代数余子式与D 的第i行的代数余子式是完全一样的．将D０ 按第i行展
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开,得

D０ ＝ak１Ai１＋ak２Ai２＋＋aknAin,
因为D０ 中有两行元素相同,所以D０ ＝０．因此

ak１Ai１＋ak２Ai２＋＋aknAin ＝０　(i≠k),
由性质１３和性质１４得到如下结论:

ak１Ai１＋ak２Ai２＋＋aknAin ＝
Dn, k＝i,

０, k≠i;{ (１１１)

或

a１sA１j＋a２sA２j＋＋ansAnj ＝
Dn,s＝j,

０, s≠j．{ (１１２)

性质１５　 行列式某一行(列)的公因子可以提出来．即
　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　λak１ λak２  λakn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＝λ

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

．

证 　 由性质１３将上式左、右两边的行列式分别按第k行展开,注意到它们的第k行元素

的代数余子式是对应相同的,均为Ak１,Ak２,,Akn．于是

左边 ＝λak１Ak１＋λak２Ak２＋＋λaknAkn ＝λ(ak１Ak１＋ak２Ak２＋＋aknAkn)＝ 右边．
推论１２　 用一个数乘以行列式的某一行(列)就等于用这个数乘以此行列式．
推论１３　 行列式中如果有两行(列)元素对应成比例,则此行列式为零．
性质１６　 如果行列式中某一行(列)的元素都是两数之和,则这个行列式等于两个行列

式的和,而且这两个行列式除这一行(列)外,其余的元素与原来行列式的对应元素相同,即
　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　bk１＋ck１ bk２＋ck２  bkn ＋ckn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＝

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　bk１ bk２  bkn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＋

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ck１ ck２  ckn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

．

证 　 将上述３个行列式分别按第k行展开,且注意到它们的第k行元素的代数余子式都

是相同的．于是有

左边＝ (bk１＋ck１)Ak１＋(bk２＋ck２)Ak２＋＋(bkn ＋ckn)Akn ＝
(bk１Ak１＋bk２Ak２＋＋bknAkn)＋(ck１Ak１＋ck２Ak２＋＋cknAkn)＝ 右边．

【例１１３】　 计算下列行列式:

D ＝

　３ －１ ４ ６　

　０ ２ ７ ８　

　６ －２ ２ １３　

　０ ０ －２ ０　

．

解 　 利用性质１６将行列式D 分解为两个行列式的和
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D ＝

　３ －１ ４ ６　

　０ ２ ７ ８　

　６＋０ －２＋０ ８－６ １２＋１　

　０ ０ －２ ０　

＝

　３ －１ ４ ６　

　０ ２ ７ ８　

　６ －２ ８ １２　

　０ ０ －２ ０　

＋

　３ －１ ４ ６　

　０ ２ ７ ８　

　０ ０ －６ １　

　０ ０ －２ ０　

．

从上式分解成两个行列式的和的右端可知,第１个行列式的第１行与第３行成比例,所以

第１个行列式为零,再把第２个行列式的第３列与第４列进行交换,得

D ＝０＋(－１)

　３ －１ ６ ４　

　０ ２ ８ ７　

　０ ０ １ －６　

　０ ０ ０ －２　

＝１２．

性质１７　 将行列式的某一行(列)的各元素都乘以同一个常数后,再加到另一行(列)的

对应元素上,则行列式的值不变,即
　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＝

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１＋λai１ ak２＋λai２  akn ＋λain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

．

证 　 由性质１６得

右边 ＝

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ak１ ak２  akn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＋

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　λai１ λai２  λain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

,

又由性质１５可得上述第２个行列式

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　λai１ λai２  λain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＝λ

　a１１ a１２  a１n　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　ai１ ai２  ain　

　⋮ ⋮ ⋮　

　an１ an２  ann　

＝０,

所以,右边 ＝ 左边．
上述性质对于简化行列式的计算有很大的作用,在计算n阶行列式时常常用到,其中,性

质１７使用最为频繁．
为方便起见,今后使用下列记号:“λ×○i ”表示将第i行(列)乘以λ;“(○i ,○j )”表示将第
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i行(列)与第j行(列)交换;“○k ＋○i ×λ”表示将第i行(列)乘以λ后加到第k行(列)上．并
把对行的变换写在等号上方,把对列的变换写在等号下方．

由性质１２,１５,１７,可将行列式经行变换时发生的变化情况汇总如下:

(１)若D
　(○i,○j )　

→D,则D ＝－D;

(２)若D
　λ× ○i 　

→D,则D ＝λD(λ≠０);

(３)若D
　 ○k ＋○i×λ　

→D,则D ＝D;
这三个性质最重要也最常用．对行列式的列变换来说,当然有相同的结论．
【例１１４】　 计算下列行列式:

D ＝

　２ １ ４ －１　

　３ １ ２ －３　

　１ ２ ３ －２　

　５ ０ ６ －２　

．

解 　D
(①,②)

－

　１ ２ ４ －１　

　１ ３ ２ －３　

　２ １ ３ －２　

　０ ５ ６ －２　

②＋①×(－１)
③＋①×(－２)

－

　１ ２ ４ －１　

　０ １ －２ －２　

　０ －３ －５ ０　

　０ ５ ６ －２　

③＋②×３
④＋②×(－５)

－

　１ ２ ４ －１　

　０ １ －２ －２　

　０ ０ －１１ －６　

　０ ０ １６ ８　

④＋③×(１６/１１)

－

　１ ２ ４ －１　

　０ １ －２ －２　

　０ ０ －１１ －６　

　０ ０ ０ －８/１１　

＝－１×１×(－１１)× － ８
１１

æ

è
ç

ö

ø
÷＝－８．

１２２　 行列式的计算

一般来说,计算行列式的方法比较灵活,技巧性较强,计算较复杂,但,还是可以总结一些

方法．主要方法有:利用行列式的性质;利用行列式的展开式;利用递推公式和加“边”等方法．
一般地,综合运用这些方法来计算行列式．下面举例说明．

计算数字行列式的基本方法是:利用行列式的性质,把行列式化为上(下)三角行列式,利
用前面的公式(１９),可知这时行列式的值就是主对角线上元素的乘积．

【例１１５】　 计算

D ＝

　３ ６ ０ －７/３　

　２ ５ ８ －４/３　

　１ ３ ６ －１/３　

　 －３ －２ －２ ５/３　

．

解 　 为了避免比较麻烦的分数运算,先对第４列提取公因子１/３,并设法将D化为上三角

行列式．同样,为了计算简便,最好把第１行第１列的元素变成１(或 －１),这个想法可利用行列

式的性质,即将第１行与第３行互换实现．若第１行第１列的元素为零元素,则可通过行(或列)
的变换使之成为非零元素．
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　　D
(①,③)

－１
３

　１ ３ ６ －１　

　２ ５ ８ －４　

　３ ６ ０ －７　

　 －３ －２ －２ ５　

②＋①×(－２)

③＋①×(－３)

④＋①×３

－１
３

　１ ３ ６ －１　

　０ －１ －４ －２　

　０ －３ －１８ －４　

　０ ７ １６ ２　

③＋②×(－３)
④＋②×７

－１
３

　１ ３ ６ －１　

　０ －１ －４ －２　

　０ ０ －６ ２　

　０ ０ －１２ －１２　

④＋③×(－２)

－１
３

　１ ３ ６ －１　

　０ －１ －４ －２　

　０ ０ －６ ２　

　０ ０ ０ －１６　

＝－１
３×１×(－１)×(－６)×(－１６)＝３２．

由【例１１２】可以看出,为使行列式便于计算,可选择零元素最多的行或列,然后按这行或

列展开．当然在展开之前也可利用性质把某一行或列的元素尽量化为零,然后展开．
【例１１６】　 计算

D ＝

　３ １ －１ ２　

　 －５ １ ３ －４　

　２ ０ １ －１　

　１ －５ ３ －３　

．

解 　 注意到D 的第３行零元素有１个,在按第３行展开之前还可化简D．即

　D
①＋③×(－２)

④＋③

　５ １ －１ １　

　 －１１ １ ３ －１　

　０ ０ １ ０　

　 －５ －５ ３ ０　

按第３行展开

１×(－１)３＋３

　５ １ １　

　 －１１ １ －１　

　 －５ －５ ０　

②＋①
　５ １ １　

　 －６ ２ ０　

　 －５ －５ ０　

按第３列展开
１×(－１)１＋３

　 －６ 　２　

　 －５ －５　
＝４０．

【例１１７】　 计算

D４ ＝

　a１ －a１ ０ ０　

　０ a２ －a２ ０　

　０ ０ a３ －a３　

　１ １ １ １　

．

解 　 根据D４ 中元素的规律,可将第４列加至第３列,然后将第３列加至第２列,再将第２
列加至第１列,目的是使D４ 中的零元素增多．

D４
③＋④

　a１ －a１ ０ ０　

　０ a２ －a２ ０　

　０ ０ ０ －a３　

　１ １ ２ １　

②＋③

　a１ －a１ ０ ０　

　０ ０ －a２ ０　

　０ ０ ０ －a３　

　１ ３ ２ １　

①＋②

　０ －a１ ０ ０　

　０ ０ －a２ ０　

　０ ０ ０ －a３　

　４ ３ ２ １　

＝４(－１)４＋１

　 －a１ ０ ０　

　０ －a２ ０　

　０ ０ －a３　

＝４a１a２a３．
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通过上述四阶行列式的计算规律,一般地,可以归纳得到:

Dn＋１ ＝

　a１ －a１ ０  ０ ０　

　０ a２ －a２  ０ ０　

　０ ０ a３  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０ ０  an －an　

　１ １ １  １ １　

＝ (１＋n)a１a２an．

【例１１８】　 计算

D４ ＝

　a １ １ １　

　１ a １ １　

　１ １ a １　

　１ １ １ a　

．

解 　 这个行列式的特点是各列元素的和是相同的,都是a＋３．故可把第２,３,４列同时加

到第１列,提出公因子(a＋３),然后各行减去第１行,得

　　D４
①＋②

①＋③

①＋④

　a＋３ １ １ １　

　a＋３ a １ １　

　a＋３ １ a １　

　a＋３ １ １ a　

＝ (a＋３)

　１ １ １ １　

　１ a １ １　

　１ １ a １　

　１ １ １ a　

②＋①×(－１)

③＋①×(－１)

④＋①×(－１)
(a＋３)

　１ １ １ １　

　０ a－１ ０ ０　

　０ ０ a－１ ０　

　０ ０ ０ a－１　

＝ (a＋３)(a－１)３．

通过上述四阶行列式的计算规律,一般地,可以归纳得到:

Dn ＝

　a １ １  １　

　１ a １  １　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　１ １ １  a　

＝ (a＋n－１)(a－１)n－１．

【例１１９】　 计算

D４ ＝

　１＋a１ １ １ １　

　１ １＋a２ １ １　

　１ １ １＋a３ １　

　１ １ １ １＋a４　

,

其中ai ≠０(i＝１,２,３,４)．
解 　 把D４ 增加１行与１列,变成五阶行列式,且使其值不变,这种方法称为加“边”法,然

后利用行列式的性质进行计算．
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D４ ＝

　１ １ １ １ １　

　０ １＋a１ １ １ １　

　０ １ １＋a２ １ １　

　０ １ １ １＋a３ １　

　０ １ １ １ １＋a４　

②＋①×(－１)

③＋①×(－１)

④＋①×(－１)

⑤＋①×(－１)

　　１ １ １ １ １　

　 －１ a１ ０ ０ ０　

　 －１ ０ a２ ０ ０　

　 －１ ０ ０ a３ ０　

　 －１ ０ ０ ０ a４　

,

再将上述第２个行列式中第２,３,４,５列分别乘以a－１
１ ,a－１

２ ,a－１
３ ,a－１

４ 加到第１列,则有

D４ ＝

　１＋∑
４

i＝１
a－１

i １ １ １ １　

　０ a１ ０ ０ ０　

　０ ０ a２ ０ ０　

　０ ０ ０ a３ ０　

　０ ０ ０ ０ a４　

＝a１a２a３a４ １＋∑
４

i＝１

１
ai

æ

è
ç

ö

ø
÷．

通过上述四阶行列式的计算规律,一般地,可以归纳得到:

　　　　Dn ＝

　１＋a１ １ １  １　

　１ １＋a２ １  １　

　１ １ １＋a３  １　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　１ １ １  １＋an　

＝a１a２an １＋∑
n

i＝１

１
ai

æ

è
ç

ö

ø
÷．

对某些有规律的行列式,有时可用递推公式来计算．
【例１２０】　 计算

D５ ＝

　３ ２ ０ ０ ０　

　１ ３ ２ ０ ０　

　０ １ ３ ２ ０　

　０ ０ １ ３ ２　

　０ ０ ０ １ ３　

．

解 　 观察D５ 中的元素可知D５ 具有某种“规律性”．若将D５ 按第１行展开可得

D５ ＝３

　３ ２ ０ ０　

　１ ３ ２ ０　

　０ １ ３ ２　

　０ ０ １ ３　

－２

　１ ２ ０ ０　

　０ ３ ２ ０　

　０ １ ３ ２　

　０ ０ １ ３　

,

上述右边第２项即为

２

　３ ２ ０　

　１ ３ ２　

　０ １ ３　

,

由此得到递推公式
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D５ ＝３D４－２D３,
反复运用上式可得

　　　　　D５ ＝３(３D３－２D２)－２D３ ＝７D３－６D２ ＝７(３D２－２D１)－６D２

＝１５D２－１４D１ ＝１５
　３　２　

　１　３　
－１４×３＝６３＝２５＋１－１．

通过上述五阶行列式的计算规律,一般地,可以归纳得到:

Dn ＝

　３ ２ ０  ０ ０　

　１ ３ ２  ０ ０　

　０ １ ３  ０ ０　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ ０ ０  ３ ２　

　０ ０ ０  １ ３　

＝２n＋１－１．

【例１２１】　 证明n阶范德蒙行列式

Dn ＝

　１ １ １  １　

　x１ x２ x３  xn　

　x２
１ x２

２ x２
３  x２

n　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　xn－２
１ xn－２

２ xn－２
３  xn－２

n 　

　xn－１
１ xn－１

２ xn－１
３  xn－１

n 　

＝ ∏
１≤j＜i≤n

(xi－xj)． (１１３)

证 　 对其行列式的阶数n用数学归纳法．
第１步,n＝２时,计算二阶范德蒙行列式的值:

　１ １　

　x１ x２　
＝x２－x１,

可见n＝２时,结论成立．
第２步,假设对于n－１阶范德蒙行列式结论成立．我们对n阶范德蒙行列式进行如下计

算:把第n－１行的(－x１)倍加到第n行,再把第n－２行的(－x１)倍加到第n－１行,按照此

方式继续进行,最后把第１行的(－x１)倍加到第２行,得到

　　　Dn ＝

　１ １ １  １　

　０ x２－x１ x３－x１  xn －x１　

　０ x２
２－x１x２ x２

３－x１x３  x２
n －x１xn　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　０ xn－２
２ －x１xn－３

２ xn－２
３ －x１xn－３

３  xn－２
n －x１xn－３

n 　

　０ xn－１
２ －x１xn－２

２ xn－１
３ －x１xn－２

３  xn－１
n －x１xn－１

n 　

＝

　x２－x１ x３－x１  xn －x１　

　x２(x２－x１) x３(x３－x１)  xn(xn －x１)　

　⋮ ⋮ ⋮　

　xn－２
２ (x２－x１) xn－２

３ (x３－x１)  xn－２
n (xn －x１)　
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＝ (x２－x１)(x３－x１)(xn －x１)

　１ １  １　

　x２ x３  xn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　xn－２
２ xn－２

３  xn－２
n 　

＝ (x２－x１)(x３－x１)(xn －x１)Dn－１,
Dn－１ 是一个n－１阶范德蒙行列式,由归纳假设得

Dn－１ ＝

　１ １  １　

　x２ x３  xn　

　⋮ ⋮ ⋮　

　xn－２
２ xn－２

３  xn－２
n 　

＝ ∏
２≤j＜i≤n

(xi－xj),

于是上述n阶范德蒙行列式

Dn ＝ (x２－x１)(x３－x１)(xn －x１)∏
２≤j＜i≤n

(xi－xj)＝ ∏
１≤j＜i≤n

(xi－xj),

根据数学归纳法,对于一切n≥２,式(１１３)成立．
上面简要地介绍了常见的计算行列式的方法,在具体计算之前,应注意观察所给的行列式

是否具有某些特点,然后考虑能否利用这些特点采取相应的方法,以达到简化计算的目的．在
计算以字母做元素的行列式时,更要注意简化．

综上所述,对于n阶行列式的计算,主要归纳为如下５种方法．
(１)对二阶、三阶行列式按定义展开,直接计算．
(２)对特殊的行列式,如上(下)三角行列式,其值为主对角线元素的乘积．
(３)利用n阶行列式定义,按某一行(或列)的展开式展开,即

Dn ＝ai１Ai１＋ai２Ai２＋＋ainAin ＝ ∑
n

k＝１
aikAik(i＝１,２,,n),

或

Dn ＝a１jA１j＋a２jA２j＋＋anjAnj ＝ ∑
n

k＝１
akjAkj(j＝１,２,,n),

将行列式化成低一阶行列式,反复使用,直至降到三阶或二阶行列式,然后直接计算．
(４)利用性质１７使行列式中产生足够多的零或化成上三角行列式,或降阶展开,这些是

计算n阶数字行列式常用的“化零降阶”法．
(５)观察n阶行列式所具有的特点,首先计算四阶、五阶行列式,根据情况利用行列式的

性质、行列式的展开式、递推公式,以及加“边”等方法,或者综合运用上述方法来进行计算,然
后利用归纳法进行推广,来计算其n阶行列式．这是计算一般n阶行列式常用的最佳方法．

习题１２　

参考答案与提示

１．计算下列行列式:

(１)
　１ ２ ３　

　９９ ２０１ ２９８　

　４ ５ ６　

;　　(２)
　２３４ ４２０ １８６　

　９７ ２２０ １０４　

　 －４０ ２０ ２１　

;　　(３)
　x y x＋y　

　y x＋y x　

　x＋y x y　

;
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(４)

　０ １ １ １　

　１ ０ １ １　

　１ １ ０ １　

　１ １ １ ０　

;　　(５)

　１ a b a　

　a ０ a b　

　b a １ a　

　a b a ０　

;　　(６)

　a b b b　

　a b a b　

　b a b a　

　b b b a　

．

２．证明下列等式:

(１)

　a１ b１ a１x＋b１y＋c１　

　a２ b２ a２x＋b２y＋c２　

　a３ b３ a３x＋b３y＋c３　

＝

　a１ b１ c１　

　a２ b２ c２　

　a３ b３ c３　

;

(２)
　a２ ab b２　

　１ １ １　

　２a a＋b ２b　

＝ (b－a)３;

(３)

　１ １ １ １　

　x１ x２ x３ x４　

　x２
１ x２

２ x２
３ x２

４　

　x３
１ x３

２ x３
３ x３

４　

＝ (x２－x１)(x３－x１)(x４－x１)(x３－x２)(x４－x２)(x４－x３);

(上述行列式称为四阶范德蒙行列式)

(４)

　a２ (a＋１)２ (a＋２)２ (a＋３)２　

　b２ (b＋１)２ (b＋２)２ (b＋３)２　

　c２ (c＋１)２ (c＋２)２ (c＋３)２　

　d２ (d＋１)２ (d＋２)２ (d＋３)２　

＝０．

３．计算下列行列式:

(１)

　１/３ －５/２ ２/５ ３/２　

　３ －１２ ２１/５ １５　

　２/３ －９/２ ４/５ ５/２　

　 －１/７ ２/７ －１/７ ３/７　

;

(２)

　１＋a １ １ １　

　１ １－a １ １　

　１ １ １＋b １　

　１ １ １ １－b　

,　 其中ab≠０;

(３)Dn ＝

　x a a  a　

　 －a x a  a　

　 －a －a x  a　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　 －a －a －a  x　

;　(４)Dn ＝

　１ ２ ２  ２ ２　

　２ ２ ２  ２ ２　

　２ ２ ３  ２ ２　

　⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮　

　２ ２ ２  n－１ ２　

　２ ２ ２  ２ n　

．

１３　 克拉默法则及其应用

１３１　 克拉默法则

n阶行列式的概念是二阶、三阶行列式的推广,而二阶、三阶行列式来源于解线性方程组,
０２


