
 

第 2 章 

离散信源和离散熵 

2.1  信源的数学模型及分类 

信息是对事物运动状态或存在方式的不确定性的描述，信息的外在表现形式是消息，

由消息承载并以消息的形式传输。那么，作为消息的产生者和发送者，信源的最本质特征

是具有不确定性，所以可以用随机变量（Random Variable）来描述信源。在概率论中，随

机变量被定义成在基本事件空间上的单值实函数
[1]
。但是该定义有些晦涩难懂。透彻地理

解该定义需要有测度论基础，再加上这个定义对于理解信源和信息并没有太多帮助，因此

对于初学者来说，只需要把随机变量理解成按照某种概率分布取某些值的变量即可。基于

此，本书将不加区分地交替使用随机变量和信源这两个术语。 

随机变量可以划分为离散型随机变量和连续型随机变量两种类型，其概率分布如下。 

1．离散型随机变量 
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2．连续型随机变量 
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可见，离散型随机变量可以取有限个或无限可列个值，或者说其值域是有限集或无限

可列集；连续型随机变量取无限不可列个值，其值域是不可列集。常见的可列集包括自然

数、整数和有理数，不可列集包括无理数和实数。 

对信源可以从不同的角度加以分类。 

（1）根据随机变量的类型可以把信源划分为离散信源和连续信源，分别对应于离散型

随机变量和连续型随机变量。 

（2）从产生消息的维数可以把信源划分为一维信源和多维信源。一维信源又称单符号

信源，N维信源又称 N维符号序列信源，其输出的消息要用 N维随机矢量 X=(X1, X2,� , XN)

来描述。 

（3）对于 N维信源而言，如果输出符号 X1，X2，X3，�，XN之间不相互依赖，是统
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计独立的，即 P(X1, X2,� , XN)= P(X1)P(X2)�P(XN)成立，则称该信源为无记忆信源；反之，

则称为有记忆信源。 

例 2-1：一维离散信源 X的 N次无记忆扩展信源。 

设在 N 维随机矢量 X=(X1, X2,� , XN)中，每个变量 Xi 都独立同分布（Independent 

Identical Distribution，IID）于一维离散信源 X，假设 X的概率分布如式（2-1）所示，另

记 X为 X
N，则 X

N的概率分布为 
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，则称 X
N为一维离散信源 X的 N次无记忆扩展信源。        

■

 

（4）如果 N维信源输出的随机矢量 X=(X1, X2,� , XN)的各维概率分布不随时间的推移

而改变，则称该信源为平稳信源；反之，则称为非平稳信源。 

（5）更为一般地，在工程中常见的时间和取值都连续的信号，如语音、热噪声等，称

这类信源为随机波形信源，简称波形信源。波形信源要由随机过程加以描述，在数字通

信中，要通过采样（时间离散化）和量化（取值离散化）把波形信源转化成离散信源进

行处理。 

本书第 2～5章讨论离散信源，第 6章讨论连续信源和波形信源。 

2.2  离散熵 

按照由简单到复杂的顺序，我们首先讨论一维离散信源的信息度量问题。为简洁起见，

以下假设一维离散信源 X取有限值，其概率分布为 
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即对于任意一个基本事件 X=ai，其概率 P(X=ai)=P(ai)。下面来考察事件 X=ai包含的信息量，

我们首先要思考一个问题：事件 X=ai的信息量和其概率 P(ai)之间存在什么关系？或者更简

明地说：某个事件发生的概率越大，其所包含的信息量越大；还是某个事件发生的概率越

小，其所蕴含的信息量越大？搞明白这个问题才能理解如何度量信息。 

来看一个具体例子：设袋子里有 100个大小相同的球，包括 1个红色球和 99个黑色

球，随机地抓取 1个球，以 X=a1和 X=a2分别表示抓到黑色球和红色球，则 X的概率分布为 

X a1 a2

P(X) 0.010.99
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对于 X=a1和 X=a2这两个事件，哪个事件包含的信息量更大呢？相信绝大多数人都会选择

X=a2，也就是说小概率事件包含着更丰富的信息。这是符合直观感受的，在一次随机实验

中，某个事件发生的概率越小，那么该事件一旦发生，就越让人感觉惊讶和不可思议；反

之，对于发生概率很大的事件，比如上面实验中抽到黑色球，该事件的发生并不会让人感

觉意外，只会感觉这是很平常的事情，这种事情的发生不会让人诧异。还有一个非常能够

说明问题的例子就是，新闻界的一句名言“狗咬人不是新闻，人咬狗才是新闻”。因此，

粗略地说，一个事件包含的信息量应该与该事件发生的概率成反比，或者说信息对概率具

有递减性。 

除递减性之外，信息对概率还应该满足可加性，即两个独立事件 E1和 E2同时发生所

包含的信息量 I(E1∩E2)应该等于这两个事件各自信息量的和 I(E1)+I(E2)。此外，在学习概

率时我们知道，在所有事件中，有两个特殊事件，一个是对应着空集∅的不可能事件，其

概率为 0；另一个是对应着全集的必然事件，其概率为 1。基于人们的习惯，我们认为不

可能事件的信息量为无穷大，必然事件的信息量为 0。综上所述，基于信息对概率的递减

性和可加性的要求，以及不可能事件信息量为无穷大，必然事件信息量为 0等特征，人们

提出信息量的对数形式的定义如下。 

定义 2-1：称离散信源 X 的某个事件 X=ai包含的信息量为该事件的自信息量，记为

I(X=ai)，其计算公式为 
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在式（2-4）中，对数可以取不同的底，如果 b=2，则信息的单位为 bit（比特）；如果

b=e，则信息的单位为 nat（奈特）；如果 b=10，则信息的单位为 Hatley（哈特莱）。本书

中绝大多数时候都以 2为底，因此为了行文简洁，在对数符号中略去底 b，默认底为 2。 

I(X=ai)度量了事件 X=ai包含的信息量，那么 X 的信息量又该如何度量呢？一个很自

然的想法就是采用概率中经常使用的统计平均的处理方法，即把所有基本事件 X=ai 的自

信息量的期望作为 X的信息量的度量。 

定义 2-2：称离散信源 X的基本事件 X=ai包含的自信息量的期望为 X的信息熵或离散

熵，简称熵，记为 H(X)，其计算公式为 
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（ 信源符号） （2-5） 

熵 H(X)的单位是 bit/信源符号，含义是信源 X 所有符号的平均信息量。式（2-5）是

香农 1948年发表的论文中给出的，后来 Feinstein等人证明，在要求信息满足对概率的递

减性和可加性的条件下，信息熵的表达式是唯一的，只能如式（2-5）所示，这个结论被

称为熵函数形式的唯一性，也被称为熵的公理化结构。本书略去对熵函数唯一性的证明，

感兴趣的读者请参阅参考文献［2，4］。熵本身是统计热力学中的一个概念，用来描述

分子热运动的混乱程度，因此被称为热熵。香农把这种混乱性的含义借用过来描述信源

的平均不确定性。 

式（2-5）隐含着熵的一个性质，即熵只与信源的概率分布 P(ai)有关，与信源发出的

符号 ai无关，也就是说，无论信源发出的是 a1, a2,�，还是 b1, b2,�，只要二者具有相同
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的概率分布，这两个信源的熵就是相同的。 

可以从以下几个方面理解熵的物理意义。 

（1）熵 H(X)是单个随机变量 X的信息测度。 

H(X)度量了单个随机变量 X的信息量，后面还会讨论联合熵、条件熵、平均互信息，

这些信息量分别描述了不同情况的信息测度。 

（2）熵描述了信源的先验不确定性。 

就通信而言，先验和后验分别表示通信发生前和发生后。熵是信源本身的性质，只与

信源本身的概率分布有关，与通信与否没有关系，因此熵描述信源的先验不确定性。如果

一个信源向信宿传输了一系列符号，则这个符号序列的信息量（后验信息量）应该是各个

符号自信息量的和，而不是信源的熵，请参考本章习题第 2题。 

（3）熵描述了信源输出符号的平均信息量。 

由定义 2-2可见，熵是自信息量的统计平均。 

（4）熵 H(X)是描述信源 X所需的最少的比特数。 

这是熵很重要的一个意义。信源编码是经典信息论的主要研究内容之一，其主要作用

就是进行数据压缩，也就是用尽可能少的比特去描述信源。此物理意义告诉我们熵是数据

压缩的下限。如果用少于熵的比特去描述信源，则不可避免地会发生失真；如果比特数大

于熵，则通过合理的编码设计还可以进一步压缩。让我们通过一个例子来说明。 

例 2-2：信源 X的概率空间为 

X 1 2 3 4 5 6 7 8 

P(X) 1/2 1/4 1/8 1/16 1/64 1/64 1/64 1/64 

该信源的熵等于 

H(X)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
log log log log log log log log

2 2 4 4 8 8 16 16 64 64 64 64 64 64 64 64

⎡ ⎤
= − + + + + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

= 2bit/信源符号 

为该信源给出两种编码方案如下。 

编码方案 1：1→0 0 0；2→0 0 1；3→0 1 0；4→0 1 1；5→1 0 0；6→1 0 1；7→1 1 0；

8→1 1 1； 

编码方案 2：1→0；2→1 0；3→1 1 0；4→1 1 1 0；5→1 1 1 1 0 0；6→1 1 1 1 0 1；7→1 

1 1 1 1 0；8→1 1 1 1 1 1； 

定义平均码长为各符号码长的统计平均，则对于编码方案 1，平均码长等于
1
L = 3bit；

对于方案 2，平均码长等于
2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 3 4 6 6 6

2 4 8 16 64 64 64 64
L = × + × + × + × + × + × + × + ×  

6 2bit= 。方案 1是我们在学习数字电路时非常常见的一种编码方式，用 3bit描述 8种状

态，属于等长编码。方案 2给出的编码比较奇怪，为各符号分配了不同长度的比特串，属

于变长编码。通过对平均码长的计算我们发现，方案 2 实现了在统计平均意义下用 2bit

描述 8种状态，且平均码长等于信源的熵，因此编码方案 2对信源进行了最大限度压缩。

在第 3章还将重点讨论等长码和变长码。                                     ■ 
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为了进一步体会熵的含义，我们再看一个例子。 

例 2-3：4个信源 X、Y、Z、W的概率分布为 
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这 4 个信源的熵分别为：H(X)=0.08，H(Y)=0.971，H(Z)=1，H(W)=2.32。通过对这 4

个信源的比较发现，在符号个数相同的条件下，等概分布比不等概分布的不确定性大；在

等概分布的前提下，可能的取值越多，不确定性越大，这也符合我们的直观感受。比较 X

和 Z，显然 Z的结果更难猜中；比较 Z和 W，显然 W的结果更难猜中，这也验证了熵是

对信源不确定性的度量。                                              ■ 

2.3  离散熵的性质 

由离散熵的定义式（2-5）可知，熵仅与信源的消息数和概率分布有关，如果消息数 n

是固定的，则熵仅是概率分布的函数。为简洁起见，以下记信源的概率分布为 

 P=(P(a1),P(a2),� , P(an))=(p1,p2,� ,pn)    pi ≥0（i=1,2,� ,n），
1

1

n

i

i

p

=

=∑  

P=(p1,p2,� ,pn)称为概率分布矢量。由于熵 H(X)只和 P有关，因此记 

 H(P)=H(p1,p2,� ,pn)=
1

log
n

i i

i

p p

=

−∑  （2-6） 

由于 H(P)是 P的函数，所以称 H(P)为熵函数。需要说明的是，当某个 pi=0时，会出现 0log0

型未定式，但因为
0

lim log 0
ε

ε ε

→

= ，所以该未定式取值为 0，因此式（2-6）是合理的。 

基于熵函数的定义式（2-6），可得离散熵的若干数学性质如下。 

（1）对称性：当 p1, p2, p3,� , pn的顺序任意互换时，熵 H(P)的取值不变。 

（2）非负性：H(P)=H(p1,p2,� ,pn)≥0。 

（3）确定性：当且仅当某个 pi=1 时，H(P)=0，此时随机变量以概率为 1 取值 ai，因

此成为确定事件，没有不确定性。 

（4）递增性：若某个 pi分割成 m 个概率 pi1, pi2,� ,pim之和，则新信源的熵递增，这

是因为信源可能的取值增加，带来了不确定性的增加。 

（5）极值性：当信源输出消息数 n固定时，信源熵 H(P)=H(p1,p2,� ,pn)在等概分布时

取最大值，即 

 
1 2

1 1 1
( , , , ) , , , = log

n
H p p p H n

n n n

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

� �≤   

此极值性也被称为最大离散熵定理。 
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（6）上凸性：H(P)是 P的上凸函数。 

该性质的证明比较复杂，感兴趣的读者请参阅文献［2，4］，此处仅以二元信源为例

给予直观性的解释说明。 

二元信源 X的概率分布为 

 
0 1

1( )

X

p pp x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦⎣ ⎦

  

该信源的熵 H(X)=H(p,1−p)=−[plogp + (1−p)log(1−p)]，p∈[0,1]，绘制 H(X)随 p的函数

曲线如图 2-1所示，可见熵 H(X)是概率分布的上凸函数。 

 

图 2-1  熵函数 H(X)的上凸性 

2.4  二维信源的联合熵和条件熵 

H(X)度量了单个随机变量 X 的信息量。进一步地，我们还需要度量由 N 维随机矢量

X=(X1, X2,� , XN)构成的 N维信源的信息量，这就要用到联合熵的概念。为了行文方便，

以下仅以二维信源为例加以说明，相关的概念和计算公式可以自然推广到三维以上的信源。 

定义 2-3：设二维信源(X1,X2)的联合概率分布为 

 

定义(X1,X2)的联合熵为 



 

 ·14· 

 
1 2

( , ) ( , ) log ( , )i j i j

i j

H X X p a b p a b= −∑∑ （bit/2信源符号） （2-7） 

可见，联合熵 H(X1,X2)表征了二维随机变量(X1,X2)的总不确定性，因此其单位为 bit/2

信源符号。把联合熵定义 2-3由二维信源推广到 N维信源，其联合熵定义为 

 H(X1, X2,� , XN)
1 1

1

( , , ) log ( , , )
N N

N

i i i i

i i

p x x p x x= −∑ ∑� … … （bit/N信源符号） （2-8） 

作为 N维信源的一个典型例子，我们考察 N次无记忆扩展信源的联合熵。 

定理 2-1：一维离散信源 X的 N次无记忆扩展信源 X
N
的熵为 H(X

N
)=NH(X)。 

该定理的证明请参阅文献［2］，此处仅以一例示之。 

例 2-4：一维信源 X的概率分布为 

 
1 2 3
      

 
= 1 1 1

( )       
2 4 4

a a a
X

P X

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

  

则 X的熵
1 1 1 1 1 1

( ) log log log 1.5
2 2 4 4 4 4

H X = − − − = bit/信源符号 

对 X做 2 次无记忆扩展可得 X
2的联合概率分布为 

  
1

a
2

a
3

a

1
a  

1

4

1

8

1

8

2
a  

1

8

1

16

1

16

3
a  

1

8

1

16

1

16

计算 X
2 的熵，有 2 1 4 4 1 3

( ) log4 + log8+ log16 1 3
4 8 16 2 2

H X = = + + = bit/信源符号，可见

H(X
2
)=2H(X)。  ■ 

对于定义 2-3中的二维随机变量(X1, X2)，当已知 X1=ai时，X2的不确定性为 

 
2 1

( | ) ( | ) log ( | )i j i j i

j

H X X a p b a p b a= = −∑  （2-9） 

式（2-9）描述了在 X1=ai的条件下，X2依然存在的不确定性。进一步，把式（2-9）

对 ai取统计平均可得，当 X1已知时，X2存在的不确定性为 

2 1 2 1
( | ) ( ) ( | )

( | ) log ( | )                 ( )

                 ( ) ( | ) log ( | )

                 ( , ) log ( | )

= =

⎡ ⎤
−= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= −

= −

∑

∑∑

∑∑

∑∑

i i

i

j i j ii
ji

i j i j i

i j

j i j i

i j

H X X p a H X X a

p b a p b ap a

p a p b a p b a

p b a p b a
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定义 2-4：称 H(X2|X1)为在 X1已知的条件下 X2的条件熵，其计算公式为 

 H(X2|X1) ( , ) log ( | )j i j i

i j

p b a p b a= −∑∑  （2-10） 

可见，条件熵H(X2|X1)表示在X1已知的条件下，X2仍然存在的不确定性。条件熵H(X2|X1)

与无条件熵 H(X2)之间满足 

 H(X2|X1)≤H(X2) （2-11） 

其物理意义是，由于 X1的存在对 X2提供了一定信息量，使 X2的不确定性有一定程度的减

小，式（2-11）中等号当且仅当 X1和 X2统计独立时成立。 

定理 2-2（链式法则）：联合熵 H(X1,X2)、条件熵 H(X2|X1)和无条件熵 H(X1)之间满足 

 H(X1,X2) = H(X2|X1)+ H(X1) （2-12） 

证明：
1 2

( , ) ( , ) log ( , )i j i j

i j

H X X p a b p a b= −∑∑  

2 1 1

( , ) log[ ( | ) ( )]

( , ) log ( | ) ( , ) log ( )

( , ) log ( | ) ( ) log ( )

( | ) ( )                                                                  

i j j i i

i j

i j j i i j i

i j i j

i j j i i i

i j i

p a b p b a p a

p a b p b a p a b p a

p a b p b a p a p a

H X X H X

= −

= − −

= − −

= +

∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑

          ■

           

推广到多个变量的情况，链式法则形如 

 
1 2

1 2 1 1 2 2 1 2 1 1

         ( , , , )

     ( | , , , ) ( | , , , ) ( | ) ( )

N

N N N N

H X X X

H X X X X H X X X X H X X H X
− − −

= + + + +

�

� � �

  

链式法则又被称为熵的强可加性。特别地，当两个随机变量 X1和 X2统计独立时，由

于条件熵 H(X2|X1)等于无条件熵 H(X2)，所以有 

 H(X1,X2) = H(X2)+ H(X1)    当且仅当 X1和 X2统计独立时成立 （2-13） 

2.5  平均互信息 

2.5.1  两个随机变量的平均互信息 

对于一个通信系统，如果以 X 表示信源发出的消息符号，以 Y 表示信宿收到的消息

符号，那么 X的熵 H(X)描述了信源的先验不确定性。当信宿收到符号 Y之后关于 X的后

验不确定性是条件熵 H(X|Y)，且总有 H(X|Y)≤H(X)成立，这就说明信宿在接收到信道传送

来的符号 Y 之后得到了一些关于 X 的信息量，使得对信源 X 的不确定性有所减少，把这

部分由信源传递给信宿的信息量称为平均互信息。 

定义 2-5：称 I(X;Y) = H(X) − H(X|Y)为 X和 Y的平均互信息，简称互信息。 

以下简记 X和 Y的边缘概率分布和联合概率分布分别为 p(x)、p(y)、p(x,y)，则根据定
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义 2-5可得平均互信息的计算公式为 

 

( ; ) ( ) ( | )

1 1
( ) log ( , ) log

( ) ( | )

1 1
( , ) log ( , ) log

( ) ( | )

( | )
( , ) log

( )

( , )
( , ) log

( ) ( )

x x y

x y x y

x y

x y

I X Y H X H X Y

p x p x y
p x p x y

p x y p x y
p x p x y

p x y
p x y

p x

p x y
p x y

p x p y

= −

= −

= −

=

=

∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑

∑∑

 （2-14） 

也有文献称
( , )

( ; ) log
( ) ( )

p x y
I x y

p x p y
= 为符号 x和 y的互信息，所以平均互信息 I(X;Y)也是

所有符号互信息 I(x;y)的统计平均。平均互信息的物理意义是，在平均意义下，每个信道

输出符号 Y携带的关于 X的信息量，其单位是 bit/符号。 

提醒读者注意的是，联合熵 H(X,Y)中各变量是以“，”分隔，但平均互信息 I(X;Y)中

两个变量是以“；”分隔，这是信息论著作的标准表示法。这是因为平均互信息也可以定

义在两个变量组之间，每个变量组由若干个变量构成，如 I(X1,X2;Y1,Y2)，其含义是 X1,X2

作为一个整体和 Y1,Y2这个整体之间的平均互信息，很明显“；”和“，”的作用是不同的。 

总结熵 H(X)、条件熵 H(X|Y)、联合熵 H(X,Y)和平均互信息 I(X;Y)这 4种信息测度的含

义列于表 2-1，它们之间的关系如图 2-2所示。 

表 2-1  4种信息测度 

熵 H(X) 一个随机变量的信息量 

联合熵 H(X, Y) 多个随机变量的信息量 

条件熵 H(X|Y) 在 Y已知的条件下，X的信息量 

平均互信息 I(X;Y) Y所包含的关于 X的信息量，反之亦然 

 

图 2-2  4种信息测度的关系 

根据图 2-2可知，平均互信息满足如下等式： 

 I(X;Y) = H(X) − H(X|Y) = H(Y) − H(Y|X) = H(X) + H(Y) − H(X,Y) （2-15） 

平均互信息具有如下性质。 

（1）非负性：I(X;Y)≥0。两个随机变量的平均互信息是非负的。注：两个符号 x和 y
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的平均互信息 I(x;y)可以为负值；另外，对于 3个以上随机变量的平均互信息 I(X;Y;Z)可能

取负值，请见附录 D中例 D-3。 

（2）极值性：I(X;Y)≤H(X)。非负性和极值性可以根据平均互信息的定义 I(X;Y) = H(X) 

− H(X|Y)及 H(X|Y)≤H(X)直接得到。 

（3）对称性：I(X;Y) = I(Y;X)。这个性质可以通过观察图 2-2得到。 

（4）凸性。2.3节离散熵的性质中有一条性质是，“离散熵是信源概率分布的上凸函数，

当信源等概分布时，熵取最大值。”平均互信息也具有凸性，但它的凸性既和信源概率分

布有关，也和信道转移概率有关，我们把平均互信息的凸性放在第 4章具体分析。 

2.5.2  多个随机变量的平均互信息 

类似于熵和条件熵，平均互信息也可以推广到 3个及 3个以上变量。 

定义 2-6：称 

 
( , | )

( ; | ) ( , , ) log
( | ) ( | )

x y z

p x y z
I X Y Z p x y z

p x z p y z
=∑∑∑  （2-16） 

为在 Z已知的条件下，X和 Y的平均互信息。 

I(X;Y|Z)满足 

 I(X;Y|Z)=H(X|Z)−H(X|Y,Z) （2-17a） 

       =H(Y|Z)−H(Y|X,Z) （2-17b） 

              =H(X|Z)+H(Y|Z)−H(X,Y |Z) （2-17c） 

证明：以式（2-17a）为例，有 

 

( | ) ( , ) log ( | ) ( , , ) log ( | )

( | , ) ( , , ) log ( | , )

( , , )
                  ( , , ) log

( , )

x z x y z

x y z

x y z

H X Z p x z p x z p x y z p x z

H X Y Z p x y z p x y z

p x y z
p x y z

p y z

= − = −

= −

= −

∑∑ ∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

 

 

代入式（2-17a）可证。                                                       ■ 

比较式（2-15）可以发现，条件平均互信息 I(X;Y|Z)只是在平均互信息 I(X;Y)的基础上

增加了以 Z为条件，其他形式都是相同的。条件互信息也满足非负性，即 

 I(X;Y|Z)≥0 （2-18） 

定义 2-7：称 

 I(X;Y,Z)=H(X)−H(X|Y,Z)=H(Y,Z)−H(Y,Z|X)= H(X)+H(Y,Z)−H(X,Y,Z) （2-19） 

为随机变量 X和随机矢量(Y,Z)的联合平均互信息。 

I(X;Y,Z)表示随机变量X和随机矢量(Y,Z)之间互相包含的信息量或统计依存度。I(X;Y,Z)

也满足对称性和非负性，即 

 I(X;Y,Z)=I(Y,Z;X) （2-20） 

I(X;Y,Z)≥0 （2-21） 
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联合平均互信息 I(X;Y,Z)和条件平均互信息 I(X;Y|Z)满足如下关系，即 

 I(X;Y,Z) =I(X;Y|Z) +I(X;Z) = I(X;Z|Y) +I(X;Y) （2-22） 

证明：I(X;Y,Z) = H(X) − H(X|Y,Z)  

=H(X) − H(X|Z) + H(X|Z) − H(X|Y,Z) 

= I(X;Z) +I(X;Y|Z) 

同理可证，I(X;Y,Z) = I(X;Z|Y) + I(X;Y)                                       ■ 

式（2-22）也被称为平均互信息的链式法则，一般地，有 

I(X1, X2,� , Xn;Y) 

=
1 1

1

( ; | , , )
n

i i

i

I X Y X X
−

=

∑ �  

    =I(Y; Xn|Xn−1,� , X1) + I(Y; Xn−1|Xn−2,� , X1) +� + I(Y; X3|X2, X1)+ I(Y; X2|X1)+ I(Y; X1) 

2.6  离散平稳信源的熵率 

若信源发出的符号序列的各维概率分布与时间起点无关，即对于任意 n≥1，l≥1，

X1, X2,� , Xn和 X1+l, X2+l,� , Xn+l具有相同的概率分布，也就是说任意维概率分布不随时间

推移而改变，则称这种信源为离散平稳信源。 

设一维离散信源 X的概率分布为 

 
1 2 3

1 2 3

                                 

( ) ( )    ( )     ( )      ( )

n

n

a a a aX

P X P a P a P a P a

⎡ ⎤⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦

�

�

=   

由 X进行 N次扩展得到 N维离散平稳信源(X1, X2,� , XN)。 

如果是无记忆扩展，则根据定理 2-1，生成的 N 维无记忆扩展信源 X
N
的熵满足

H(X
N
)=NH(X)，那么平均到每个消息符号上的信息量为 

 
( )

( )
N

H X
H X

N
= （bit/信源符号）  

如果是有记忆扩展，则 N维序列(X1, X2,� , XN)的熵 H(X1, X2,� , XN)由联合概率分布

P(X1, X2,� , XN)决定，即 

1 1

1

1 2
( , , , ) ( , , ) log ( , , )

N N

N

N i i i i

i i

H X X X p x x p x x= −∑ ∑� � � � （bit/N信源符号） （2-23） 

定义 2-8：称联合熵 H(X1, X2,� , XN)的算术平均值 

 HN(X) = 1 2
( , , , )

N
H X X X

N

�

（bit/信源符号） （2-24） 

为 N维符号序列(X1, X2,� , XN)的平均符号熵。 

可见，平均符号熵近似度量了 N维符号序列(X1, X2,� , XN)中每个符号的信息。随着 N

取不同的值，可以得到一系列的平均符号熵 HN(X)（N=1,2,3,�）。此外，还可以得到一系

列的条件熵 H(XN|XN−1,� ,X2,X1)（N=2,3,�）。对于离散平稳信源来说，这些熵有一些非常

有趣且有用的性质。 
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性质 1：平均符号熵 HN(X)随着 N的增加而非递增。 

性质 2：条件熵 H(XN|XN−1,� , X2, X1)随着 N的增加而非递增。 

性质 3：HN(X)≥H(XN|XN−1,� , X2, X1)。 

性质 4：对于离散平稳信源来说，有 

 lim ( )
N

N

H X
→∞

=
1 2 1

lim ( | , , , )
N N N

N

H X X X X
− −

→∞

� = H
∞

  

该极限一定存在，称H
∞
为熵率或极限熵。 

证明：根据信源的平稳性可得 

 H(XN−1|XN−2,� , X2, X1)= H(XN | XN−1,� , X2) （2-25） 

此外，条件熵具有性质 

 H(XN|XN−1,� , X2)≥H(XN|XN−1,� , X2, X1) （2-26） 

这是因为不等式右侧增加条件 X1会提供一定的信息，从而降低 XN的不确定性。联立

式（2-25）和式（2-26）可得 

 H(XN−1|XN−2,� , X2, X1)≥H(XN|XN−1,� , X2, X1) （2-27） 

即性质 2成立。 

此外，根据性质 2和链式法则可得 

NHN(X) = H(X1, X2,� , XN) 

 =H(XN|XN−1,� , X2, X1) + H(XN−1|XN−2,� , X2, X1) +�+ H(X2|X1) + H(X1)  

 ≥NH(XN|XN−1,� , X2, X1) 

所以有 HN(X)≥H(XN|XN−1,� , X2, X1)，即性质 3成立。又因为 

NHN(X) = H(X1, X2,� , XN) 

 = H(XN|XN−1,� , X2, X1) + H(XN−1,� , X2, X1)   

= H(XN|XN−1,� , X2, X1) + (N−1)HN−1(X) 

≤HN(X) + (N−1)HN−1(X) 

因此有 HN(X)≤HN−1(X)，即性质 1成立。 

综上可知，HN(X)是非负的、单调不增的有界数列，即 0≤�≤HN(X)≤HN−1(X)≤H1(X)≤

H0(X) = logn，所以 HN(X)必然存在极限，即 

 lim ( )
N

N

H X
→∞

= H
∞

 

最后证明 H(XN|XN−1,� , X2)的极限也等于熵率H
∞
。根据平均符号熵的定义和链式法

则，对于任意的正整数 N和 K，有 

(N+K)HN+K(X)  

= H(X1, X2,� , XN+K) 

= H(XN+K | XN+K−1,� , X2, X1) + H(XN+K−1| XN+K−2,� , X2, X1) +�+   

H(XN|XN−1,� , X2, X1) + H(X1, X2,� , XN−1) 

≤(K+1)H(XN|XN−1,� , X2, X1) + (N−1)HN−1(X)  

由此推出 

 
1 2 1 1

1 1
( ) ( | , , , ) ( )

+ − −

+ −
+

+ +

�

N K N N N

K N
H X H X X X X H X

N K N K
≤   

固定 N，令不等式两端 K→∞，可得 
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1 2 1

 lim ( | , , , )
N N

K

H H X X X X
∞ −

→∞

�≤  （2-28） 

又根据性质 3有 H(XN|XN−1,� , X2, X1)≤HN(X)，令 N→∞可得 

 
1 2 1

lim ( | , , , )
N N

N

H X X X X H
− ∞

→∞

� ≤  （2-29） 

结合式（2-28）和式（2-29）可知，H(XN|XN−1,� , X1)的极限也等于熵率H
∞
，即性质

4也成立。                                                                   ■ 

对于性质 4而言，如果不满足平稳性条件，则极限熵H
∞
有可能不存在，见例 2-5。 

例 2-5：设{Xk}是一个信源，Xk相互独立，且 H(Xk)=k（k≥1），则 

 
1 2

1

1 1 1
( , , , )

2

n

n

k

n
H X X X k

n n
=

+
= =∑�   

可见该信源的平均符号熵随 n→∞而发散。                                 ■ 

对于一般的离散平稳信源，求极限熵H
∞
是很困难的。但对于大部分信源，当 N不是

很大时，HN(X)和 H(XN|XN−1,� , X2, X1)就可以非常接近H
∞
。因此，可以用平均符号熵或条

件熵作为H
∞
的近似值。 

例 2-6：一维信源 X的概率分布为 

 
1 2 3

11 4 1
( )

36 9 4

a a a
X

p x

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

可得一维信源 X的熵为
3

1

1

( ) ( ) log ( ) 1.542
i i

i

H X P a P a

=

= − =∑ （bit/信源符号） 

把 X进行二维有记忆扩展得到二维平稳信源(X1, X2)，假设二维信源的联合概率分布为 

X2 

X1 
1

a
2

a
3

a

1
a  

1

4

1

18
0 

2
a  

1

18

1

3

1

18

3
a  0 

1

18

7

36

由 X的边缘分布和联合分布不难得到条件概率分布为 

X2 

X1 
1

a
2

a
3

a

1
a  

9

11

1

8
0 

2
a  

2

11

3

4

2

9

3
a  0 

1

8

7

9
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条件熵
3 3

2 1

1 1

( | ) ( , ) log ( | ) 0.87
i j j i

i j

H X X p a a p a a
= =

= − =∑∑ （bit/信源符号） 

联合熵
3 3

2 1

1 1

( , ) ( , ) log ( , ) 2.41
i j i j

i j

H X X p a a p a a
= =

= − =∑∑ （bit/2信源符号） 

所以，平均符号熵
2 2 1

1
( ) ( , ) 1.205

2
H X H X X= = （bit/信源符号） 

可见，H2(X)≤H1(X)≤H0(X) = log3 =1.585，且 H2(X)≥H(X2|X1)。               ■ 

离散平稳信源熵的 4 个性质说明：当符号序列长度 N 趋于无穷大时，平均符号熵和

条件熵都非递增地趋于熵率，因此下面的不等式成立。 

 
1 0

0 ( ) ( ) ( ) log
∞

=� �

N
H H X H X H X n≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  

其中，H0(X)表示信源 X 的各符号取等概分布，这也是输出 n 个符号的信源可能达到的

最大熵（见最大离散熵定理）。这个结论提示我们，对于离散平稳信源而言，实际的信

息熵H
∞
与具有同样符号集的最大熵 H0(X)之间存在冗余，这些冗余的产生原因有两方面： 

（1）信源的一维概率分布非等概，造成了 H1(X)和 H0(X)之间的差异； 

（2）信源输出的各符号之间不独立，存在统计依赖关系。 

定义 2-9：定义离散平稳信源的冗余度为 

 1
log

H

n
γ

∞

= −  （2-30） 

冗余度衡量了信源符号携带信息的有效性，冗余度越大，信源有效性越低，可压缩空

间就越大。人类自然语言属于离散平稳信源，以英语为例，英语由 26 个英文字母和一个

空格字符构成，共 27个字符，则 

H0(X) = log27 = 4.76（bit/信源符号），H1(X) = 4.03（bit/信源符号） 

H2(X) = 3.32（bit/信源符号），H3(X) = 3.1（bit/信源符号），H
∞

=1.4（bit/信源符号） 

H1、H2、H3、 H
∞
是基于统计得出的，因此英语的冗余度为 0.71。这说明英语中有

71%是由单词中字母的顺序、语句中单词的搭配关系、语法结构和语言习惯决定的，只

有 29%是语言使用者可以自由支配的。因此，在存储或传输英语文字时，只需要保留全

部篇幅的 29%即可，剩下的 71%可以根据英文的统计特性来恢复，这就是冗余度压缩的

理论基础。 

2.7  马尔可夫信源 

2.7.1  马尔可夫链 

马尔可夫随机过程是具有无后效性的随机过程
[41,45]
，马尔可夫性又称为无后效性。无

后效性是指当过程 t时刻的状态已知时，大于 t时刻的随机过程所处状态的概率特性只与

过程 t时刻的状态有关，而与 t时刻之前的状态无关。根据时间参数集合 T和状态空间集

合 E类型的不同，马尔可夫过程可以分为 3种类型： 
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（1）时间离散、状态离散的马尔可夫过程； 

（2）时间连续、状态离散的马尔可夫过程； 

（3）时间连续、状态连续的马尔可夫过程。 

本书仅讨论第 1种情况，即时间离散、状态离散的马尔可夫过程，又称马尔可夫链。

其物理实验原型是直线上的随机游动，如图 2-3所示，一点以概率 p或 1−p分别向右或向

左移动，一次移动一步，该点在某个时刻所处的位置仅与其前一时刻所处的位置有关，与

更前面的时刻所处的位置无关。 

 

图 2-3  直线上的随机游动 

不失一般性，设参数集合 T={0,1,2,3,� }；状态集合 E={1,2,3,� }或{1,2,3,� ,n}，则

马尔可夫链 X(t)的无后效性可以表示为 

 P[X(t+k)=j|X(t)=it, X(t−1)=it−1,� , X(0)=i0]= P[X(t+k)=j|X(t)=it] （2-31） 

其中，t∈T，k∈T，j, i, it, it−1,� , i0∈E。 

称 P[X(t+k)=j|X(t)=i]=pij(t,t+k)为马尔可夫链在时刻 t由状态 i到状态 j的 k步转移概率。

若该转移概率与时刻 t 无关，即 pij(t,t+k)=pij(t',t'+k)，则称为时齐马尔可夫链，此时简记

pij(t,t+k)为 pij(k)。特别地，时齐马尔可夫链的一步转移概率 pij(1)常记为 pij。对于有限状态

空间 E={1,2,3,� ,n}，一步转移概率可以写成矩阵，即 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�

� � � �

�

n

n

n n nn

p p p

p p p

p p p

P  （2-32） 

式中，P为时齐马尔可夫链的一步转移概率矩阵。如果状态空间 E为无限集合，则该矩阵

为半无限的。对于状态 i来说，经过一步转移之后达到的状态一定属于{1,2,3,� ,n}，因此

一步转移概率矩阵 P一定满足 1ij

j

p =∑ ，即矩阵 P的行取和为 1。同理，k 步转移概率也

满足 ( ) 1ij

j

p k =∑ 。k 步转移概率可以写成矩阵的形式，即 

 

11 12 1

21 22 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

�

�

� � � �

�

n

n

n n nn

p k p k p k

p k p k p k
k

p k p k p k

P  （2-33） 

定理 2-3：对于一个时齐马尔可夫链，设 m=k+l，则有 

 ( ) ( ) ( ) ( )
ij ij ir rj

r

p m p k l p k p l= + =∑  （2-34） 

式（2-34）被称为 Chapman-Kolmogorov 方程（简称 C-K 方程），写成矩阵的形式就是 

 P(k+l)=P(k)P(l) （2-35） 

由此可得，P(2)=P(1)P(1)=[P(1)]
2
，P(3)=[P(1)]

3
。一般地，有 
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 P(m)=[P(1)]
m

 （2-36） 

可见，时齐马尔可夫链的 m 步转移概率完全由其一步转移概率决定。 

马尔可夫链在 t时刻处于各个状态 i的概率分布被称为绝对概率分布，记为 

 { ( ) }t

i
p P X t i= = （i∈E） （2-37） 

特别地，在初始时刻（0时刻）的概率分布称为初始概率分布，记为 

 0 { (0) }
i
p P X i= = （i∈E） （2-38） 

根据概率的非负性和规范性，有 0
0

i
p ≥ ， 0

1
i

i

p =∑ ； 0
t

i
p ≥ ， 1

t

i

i

p =∑ 。在已知初始概

率分布和 k 步转移概率的条件下，应用全概公式不难得到 k时刻的绝对概率分布，即 

 0 ( )k

j i ij

i

p p p k=∑  （2-39） 

若马尔可夫链转移概率的极限 lim ( )ij j
k

p k π

→∞

= 存在，且与 i无关，则称该马尔可夫链具

有遍历性，称 πj为马尔可夫链的极限概率分布。对于一个遍历的马尔可夫链，有 

 0 0 0lim lim ( ) lim ( )k

j i ij i ij j i j
k k k

i i i

p p p k p p k pπ π

→∞ →∞ →∞

= = = =∑ ∑ ∑   

可见其绝对概率的极限也等于极限概率分布 πj。遍历性表示马尔可夫链经过一段时间的暂

态过程后会进入稳态过程，概率分布会达到一种平稳状态，称平稳状态的概率分布为极限

概率分布，概率分布不再随时间而改变，也不依赖于初始状态。 

那么，对于一个马尔可夫链，如何判断其是否具有遍历性，又如何求得其极限分布呢？

下面的定理给出了对这个问题的解答。 

定理 2-4：对于有限状态马尔可夫链，如果存在正整数 k，使得由状态 i到状态 j的 k

步转移概率 pij(k)满足 pij(k)>0（i, j=1,2,� ,n），那么这个马尔可夫链是遍历的，即 lim ( )
→∞

=ij
k

p k  

jπ ，其中 πj表示状态 j的极限概率，且极限概率 πj（j=1,2,� ,n）是方程组 

 
1

n

j i ij

i

pπ π

=

=∑ （j=1,2,� ,n）  

满足条件 πj>0和
1

1

n

j

j

π

=

=∑ 的唯一解。 

2.7.2  马尔可夫信源概述 

马尔可夫链在状态转移的同时可以伴随符号的输出，从而构成马尔可夫信源。如果某

时刻 t输出的符号 Xt仅与之前输出的 m个符号 Xt−1,Xt−2,� ,Xt−m有关系，而与 Xt−m−1之前的

所有符号都没有关系，则称该马尔可夫信源的记忆阶数是 m，或者说该马尔可夫信源是 m

阶的。为了突出马尔可夫信源的记忆阶数，可以用 m重符号(X1,� ,Xm)作为系统的状态表

示，而忽略状态本身的物理意义。 

例 2-7：如图 2-4（a）所示的移位寄存器电路的输入和输出相同，输入（输出）0

或 1bit的概率取决于寄存器当前的状态，系统的 4个状态为 S0、S1、S2、S3，由于每个时

刻的输出符号仅与之前两个输出符号（寄存器内容）有关，与更前面的输出符号无关，所
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以该系统构成一个 2阶马尔可夫链，状态转移示意如图 2-4（b）所示，其中 x/p表示在状

态转移过程中以概率 p输出符号 x。 

 

图 2-4  2阶马尔可夫链                                 ■ 

显然，如果信源符号集为(x1,� , xq)，那么 m阶马尔可夫信源一共有 q
m
个状态。当马

尔可夫链经过暂态过程，进入平稳状态后，马尔可夫信源成为离散平稳信源，其熵率为 

 
1 1

lim ( | , , )
N N

N

H H X X X
∞ −

→∞

= �   

对于 m阶马尔可夫信源而言，由于某时刻输出的符号仅与前面的 m个符号有关，所

以上式可改写为 

 
1 1

( | , , )
m m

H H X X X
∞ +
= �  （2-40） 

可见，m阶马尔可夫信源的熵率等于 m阶条件熵。 

进一步，根据m重符号(X1,� ,Xm)和系统状态的一一对应关系，可以用 si表示(X1,� ,Xm)

所对应的状态，以 H(X|si)表示系统从 si出发下一个时刻存在的不确定性，则有 

 ( | ) ( )
i i

i

H H X s sπ
∞
=∑  （2-41） 

可以证明 

 ( , ) ( | ) ( ) ( | ) log ( | )i j j i i j i j i

i j i j

H p s s p s s s p s s p s sπ
∞
= − = −∑∑ ∑∑  （2-42） 

其中，π(si)表示状态 si的极限概率。 

例 2-7（续）：应用定理 2-4计算图 2-4所示 2阶马尔可夫链的极限概率，可列方程组

如下： 

π0 = 0.6π0 + 0.5π2 

π1 = 0.4π0 + 0.5π2 

π2 = 0.7π1 + 0.8π3 

π3 = 0.3π1 + 0.2π3 

π0 + π1 + π2 + π3 = 1 

解之得，π0 = 0.345，π1 = 0.276，π2 = 0.276，π3 = 0.103，代入式（2-41）可得 

H∞ = 0.345H(0.4,0.6) + 0.276H(0.3,0.7) + 0.276H(0.5,0.5) + 0.103H(0.2,0.8)=0.9286bit  ■ 
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2.8  本章小结 

信息的本质是不确定性，信源是具有或表现出不确定性的事物，因此信源的恰当的数

学模型是随机变量。为了度量离散随机变量的不确定性，香农提出了离散熵的概念和计算

方法，离散熵是整个香农信息论的核心概念。基于离散熵派生出联合熵、条件熵、平均互

信息等概念，这些概念代表了 4种最典型的香农信息测度，具有不同的含义（见表 2-1），

需要理解它们的相互关系（见图 2-2）。多维的离散平稳信源的不确定性用平均符号熵来描

述，对于有记忆信源，平均符号熵随着符号序列长度 n的增大而减少，基于离散熵的非负

性，平均符号熵最终将趋于一个极限，称为熵率H
∞
。熵率是离散平稳信源的实际熵，由

于熵率小于 H0(X)，所以信源存在冗余，这就为信源压缩提供了可能。本章最后讨论了一

类特殊的离散平稳信源——马尔可夫信源。马尔可夫信源的根本属性是无后效性，这种信

源用转移概率、极限概率（平稳概率）和状态转移图来描述。一般的离散平稳信源的熵率

H
∞
很难计算，但马尔可夫信源的熵率的计算比较容易。 

习    题 

1．请画图表示离散随机变量的熵、联合熵、条件熵、平均互信息之间的关系。 

2．设离散无记忆信源 

 1 2 3 4
0 1 2 3

( ) 3/8 1/ 4 1/ 4 1/8

X a a a a

P x

= = = =⎡ ⎤ ⎡ ⎤
=⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
  

发出的消息为(2 0 2 1 2 0 1 3 0 2 1 3 0 0 1 2 0 3 2 1 0 1 1 0 3 2 1 0 1 0 0 2 1 0 3 2 0 1 1 2 2 3 2 1 0)，求： 

（1）此消息的自信息量； 

（2）在此消息中平均每个符号携带的信息量。 

3．请问每个 QPSK和 16QAM脉冲所含的信息量是多少比特（假设发送消息等概分布）？ 

4．从 0,1,2,� ,9这 10个数字中，任意选出 3个不同的数字，试求下列事件所含的自信息量：A1=“3个

数字中不含 0和 5”，A2=“3个数字中含有 0和 5”，A3=“3个数字中含 0但不含 5”。 

5．有两个二元随机变量 X 和Y ，它们的联合概率如下图所示，并定义另一个随机变量 Z XY= 。 

p(x,y) 0 1

0

1

1/8 3/8

3/8 1/8  

试计算： 

（1）H(X)，H(Y)，H(Z)，H(X,Y)，H(X,Z)，H(Y,Z)，H(X,Y,Z)； 

（2）H(X|Y)，H(Y|X)，H(X|Z)，H(Z|X)，H(Y|Z)，H(Z|Y)，H(X|Y,Z)，H(Y|X,Z)，H(Z|X,Y)； 

（3）I(X;Y)，I(X;Z)，I(Y;Z)，I(X;Y|Z)，I(Y;Z|X)，I(X;Z|Y)。 
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6．一个汽车牌照编号系统使用 3 个字母后接 3 个数字作为代码，问一个汽车牌照所提供的信息量是多

少？如果所有 6 个符号任意选用字母、数字作为代码，问一个汽车牌照所提供的信息量是多少？假

定有 26 个字母，10 个数字。 

7．袋中有 7个球，其中，红球 5个，白球 2个，从袋中取球两次，每次随机地取 1个球，且第 1次取出

的球不放回袋中，求下列事件包含的信息量： 

（1）第 1次取得白球，第 2次取得红球； 

（2）两次取得的球中 1个白球，1个红球； 

（3）取得两个球颜色相同。 

8．随机将 15名新生分配到 3个班级中去，在这 15名新生中有 3名优秀生，求下列事件包含的信息量： 

（1）每个班级各有 1名优秀生； 

（2）3名优秀生分在同一班级里。 

9．从 5双不同的鞋子中任取 4只，“其中至少有两只鞋子配成一双”这一事件包含的信息量是多少？ 

10．将 C、C、E、E、I、N、S共 7个字母随机地排成一行，“恰好排成单词 SCIENCE”这一事件包含的

信息量是多少？ 

11．有 13个形状、颜色均相同的小球，其中只有一个与其他的重量不同，使用一个没有砝码的天平，采

用两边称重的方法找到该小球，问至少得称几次？ 

12．在彩色电视传输中，每帧图像约有 5�105 个像素，为了能很好地重现图像，每像素分为 64 种不同

的色彩，每种色彩分为 16个亮度电平，并假设色彩和亮度均为等概分布，这帧图像包含的信息量是

多少比特？ 

13．设有一个信源，它在开始时以 ( ) 0.6P a = ， ( ) 0.3P b = ， ( ) 0.1P c = 的概率输出
1

X 。当
1

X 为 a 时，则

2
X 为 a b c、 、 的概率为1/3；当

1
X 为 b时，则

2
X 为 a b c、 、 的概率为1/3；当

1
X 为 c 时，则

2
X 为

a b、 的概率为1/ 2；而且后面输出
i

X 的概率只与
1i

X
−

有关，且
1 2 1

( | ) ( | )�( 3)
i i

P X X P X X i
−

= ≥ 。试利

用马尔可夫信源的图示法画出状态转移图，并计算熵率 H
∞
。 

14．黑白气象传真图的消息只有黑色和白色两种，即信源 { , }X = 黑白 ，设黑色出现的概率为 ( ) 0.3P =黑 ，

白色出现的概率 ( ) 0.7P =白 。 

（1）假设图上黑白消息出现前后没有关联，求熵 ( )H X ； 

（2）假设消息出现前后有关联，其依赖关系为 ( | ) 0.9 ( | ) 0.1P P= =白 白 ， 黑 白 ， ( | ) 0.2P =白 黑 ，

( | ) 0.8P =黑 黑 ，求此一阶马尔可夫信源的熵
2

H ； 

（3）分别求上述两种信源的剩余度，并比较 ( )H X 和
2

H 的大小，并说明其物理意义。 

15．在打靶实验中，假设单次打靶击中的概率为 p，脱靶的概率为 q = 1− p，持续射击，直到射中为止，

以随机变量 X表示射击次数，求 H(X)。 

16．X1和 X2是两个独立同分布的随机变量，概率分布如下表，计算 H(2X1)和 H(X1 + X2)，思考 H(2X1)是

否等于 2H(X1)，H(X1 + X2)是否等于 H(X1)+ H(X2)？并对结果加以解释。 

X 0 1 

P(X) p q 

17．X 是一个有限取值的随机变量，Y=f (X)是 X的函数，证明 ( ) ( )H X H Y≥ ，  ( | ) ( | )H X Y H Y X≥ 。另

外，上述两个不等式成为等式的充要条件是什么？请分别用函数 Y=2X和 Y=cos X检查这些不等式。 

18． ( )1 2
, , , ( )

n
H p p p H= P� 表示一个 n维概率矢量所对应的熵，根据离散最大熵定理，当 P为等概分布

时，离散熵 ( )H P 取最大值 logn，请思考当 P 取何种分布时，离散熵 ( )H P 取最小值？该最小值等

于多少？ 
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19．有两个二元随机变量 X 和Y ，它们的联合概率分布为 

0 1

0

1

1/3 1/3

0 1/3

X

Y

 

请计算 H(X)、H(Y)、H(X,Y)、H(X|Y)、H(Y|X)、I(X;Y)。 

20．一阶齐次马尔可夫信源状态集为{S1, S2, S3}，状态转移概率矩阵为 

 

1/ 4 1/ 4 1/ 2

( | ) 1/ 3 1/3 1/3

2 /3 1/3 0

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

j i
S SP   

（1）画出状态转移图； 

（2）计算极限熵。 
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