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信息代数的基本概念 
信息代数是一种与局部计算密切相关、用于描述信息处理方式的代数结构模

型. 本章首先介绍有关赋值代数、信息代数的基本概念，并给出相关实例，包括

关系数据库、软集等；其次，为了方便比较信息的“大小”，引入了信息序的概

念，研究了其若干性质；最后，介绍了半环及其相关的基本知识，并给出半环诱

导的赋值代数和信息代数的概念及其例子. 其余关于信息代数的相关知识可参阅

文献[3,5～8]. 

1.1  基本概念 

信息代数分为带标记信息代数和无标记信息代数两类，以下分别给出这两类赋

值代数及信息代数的概念，并给出具体例子. 

1.1.1  带标记信息代数  

 

以下用大写字母ܺ , ܻ, ⋯ 来表示变量，符号 ߗ௑ 表示变量 ܺ的所有可能的取值构成

的集合，称为 ܺ的框架，这些集合一般假设都是有限的，用小写字母 ݏ, ,ݐ ⋯来表示
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由变量构成的集合.对于一个非空有限变量集ݏ，符号 ߗ௦ 表示集合 ݏ 中的所有变量的

框架的笛卡儿积，即 ߗ௦ = ෑ  ௑∈௦  .௑ߗ
若ݏ 为空集，记ߗ∅ = ,௦中的元素用小写字母x,yߗ .{⋄} ⋯来表示，称为具有域为 ݏ的轮

廓. 若x ∈ ݐ ௦ 且ߗ ⊆ ∋ 上的投影. 那么对于任一轮廓x ݐ用 x↓௧ 表示 x 在子域，ݏ ௦，可ߗ

分解为 x = (x↓௧, x↓௦ି௧).   

一般我们可以通过对变量赋值来传达知识或信息，在本理论中称这个基本元素

为赋值.赋值是信息代数中最基本的元素，从直观意义上讲，一个赋值表示变量集ݏ 中
所有变元的一组可能的取值信息，用小写希腊字母 ߮, ߰ 等表示. 如果߮是变量集ݏ上
的一个赋值，那么称 ݏ 为 ߮ 的论域，记为d(߮) = ௦ߔ ௦，即ߔ 上的全体赋值之集记为ݏ变量集 .ݏ = {߮: d(߮) = .{ݏ  

若变量集为ݎ，那么 ݎ上的全体赋值之集记为  ߔ = ራ  ௦⊆௥  .௦ߔ
首先给出带标记信息代数的概念. 

定义 1.1.1[5]  设(ߔ, ,ܦ)是一个具有如下三种运算的二元组，其中(ܦ ∨, ∧)是一

个格，ߔ是论域在ܦ上的全体赋值之集. 

（1）标记运算： ߔ → ߮；ܦ → d(߮). 

（2）联合运算： ߔ × ߔ → ,߮)；ߔ ߰) → ߮ ⊗ ߰. 

（3）投影运算： ߔ × ܦ → ,߮)；ߔ (ݐ → ߮↓௧. 

若系统(ߔ,  .满足如下公理，则称其是一个带标记的赋值代数(ܦ
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（1）半群律：ߔ关于联合运算满足交换律与结合律，且对每个ݏ ∈ 存在一个，ܦ

域为ݏ的单位元݁௦，使得∀ ߮ ∈ ௦，有݁௦ߔ ⊗ ߮ = ߮ ⊗ ݁௦ = ߮. 
（2）论域律：∀߮, ߰ ∈ ߮)则d，ߔ ⊗ ߰) = d(߮) ∨ d(߰). 
（3）边缘化律：∀߮ ∈ ݐ，ߔ ∈ d(߮)，则d(߮↓௧) ≥ ݐ若，ܦ =  .ݐ
（4）传递律：∀߮ ∈ 则(߮↓௦)↓௧，(߮)݀ ≥ ݏ ≥ ݐ若，ߔ = ߮↓௧. 
（5）联合律：∀߮, ߰ ∈ (߮)若d，ߔ = (߰)d，ݏ = ߮)则，ݐ ⊗ ߰)↓௦ = ߮ ⊗ ߰↓௦∧௧. 
（6）单位元律：∀ݏ, ݐ ∈ 有݁௦，ܦ ⊗ ݁௧ = ݁௦∨௧. 
若上述带标记的赋值代数还满足如下公理： 

（7）稳定律：若ݏ, ݐ ∈ 则݁௦↓௧，ݏ ≥ ݐ且ܦ = ݁௧. 
（8）幂等律：若߮ ∈ ,ߔ ݐ ∈ d(߮)，则߮ ≥ ݐ且ܦ ⊗ ߮↓௧ = ߮. 

则称(ߔ,  .是一个带标记的信息代数(ܦ

注 1.1.2 

（1）在带标记的信息代数中，由稳定律与幂等律可得： ݁௫ ⊗ ݁௬ = ݁௫ ⊗ ݁௬ ⊗ ݁௫∨௬ = ݁௫∨௬↓௫ ⊗ ݁௫∨௬↓௬ ⊗ ݁௫∨௬ = ݁௫∨௬↓௫ ⊗ ݁௫∨௬ = ݁௫∨௬. 
因此，在一个带标记的信息代数中单位元律可去掉. 

（2）带标记信息代数是满足稳定律与幂等律的赋值代数，带标记赋值代数是带

标记信息代数的一般化，带标记信息代数是特殊的带标记赋值代数，因此研究带标

记赋值代数对于理解带标记信息代数有着密切的关系.  

（3）在一个带标记的信息代数中，联合运算与投影运算是处理信息时两种最基

本的方式，即信息的合成与局部化，定义中的公理是信息处理时公认的一些原则. 例

如，联合律，即当获取到一个新信息时，可以先将这个新信息与给定的信息进行合

成，然后再投影到给定信息的论域上，或者先去掉这个新信息中不感兴趣的部分，

然后再与给定的信息进行合成；幂等律，即一个信息和它的部分信息进行合成时，

不会得到新的信息. 因此，信息代数是一个用于描述信息处理方式的、广泛的对信息

进行局部推理计算的代数模型. 

带标记的信息代数的系统结构较为广泛，以下给出几个典型实例予以说明. 
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例 1.1.3  （关系数据库）设ࣛ是一组属性之集，对任一属性ߙ ∈ ࣛ，令ܷఈ表示ߙ的
所有可能的取值. 取ݔ ⊆ ࣛ，如果∀ߙ ∈ (ߙ)有݂，ݔ ∈ ܷఈ ，则称函数 ݂: ݔ → ራ  ఈ∈௫ ܷఈ 

是一个定义在ݔ上的ݔ-元组. 令ܧ௫ 表示所有ݔ-元组之集. 对任意一个ݔ-元组݂，如果ݕ ⊆ ߙ∀元组݃，即 -ݕ上的限制所得的一个ݕ元组݂ 在域 ݔ 表示[ݕ]则用݂，ݔ ∈ ,ݕ (ߙ)݃ 若ܴ .(ߙ)݂= ⊆ (ܴ)上的一个关系，记作 dݔ ௫，则称 ܴ是ܧ =  .ݔ
对ݔ上的一个关系 ܴ 和 ݕ上的一个关系ܵ，定义联合运算如下： ܴ ⋈ ܵ = {݂ ∈ [ݔ]݂ :௫∪௬ܧ ∈ ܴ, [ݕ]݂ ∈ ܵ}. 

如果ݕ ⊆ d(ܴ)，定义ܴ在ݕ上的投影运算如下： π௬(ܴ) = ݂ :[ݕ]݂} ∈ ܴ}. 
给定一个属性之集ࣛ，记ℛ 为属性之集ࣛ的子集上的全体关系构成的集合，则系统(ℛ, ࣛ)关于上面定义的标记运算、联合运算及投影运算构成一个带标记的赋值代数，

并且也构成一个带标记的信息代数. 对于域为ݔ的关系所组成的集合，ܧ௫ 为其关于联

合运算的单位元. 具体证明可参阅文献[5]. 

如上例中，考虑关系  ܴଵ与  ܴଶ，其中d(ܴ1) = {continent,  country}，d(ܴ2) ={country, city}， ܴଵ 与  ܴଶ 分别如表 1.1 与表 1.2 所示. 

               表 1.1  关系 ܴଵ                          表 1.2  关系  ܴଶ  
continent country 

Asia China 

Asia Japan 

Europe Germany 

Europe France 

 

那么关系ܴଵ 与  ܴଶ的联合   ܴଷ = ܴଵ ⋈ ܴଶ ，以及关系  ܴଷ 在 country 上的投影πcountry( ܴଷ)分别如表 1.3 与表 1.4 所示. 

例 1.1.4  （软集）设ܷ是初始论域，࣪(ܷ)表示 ܷ的幂集. ܧ （称为参数集）是

与 ܷ 中对象有关的所有参数之集. 通常，参数是指对象的属性、特征或性质等. 称

country city 

France Paris 

France Lyon 

Germany Berlin 

Italy Rome 
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,ܨ) ܣ为一个软集，其中(ܣ ⊆ ܣ :ܨ 是一个映射ܨ，是一个参数集合ܧ → ࣪(ܷ). 
            表 1.3  ܴଵ 与 ܴଶ的联合                      表 1.4   ܴଷ 在 country 上的投影 

continent country city 

Europe Germany Berlin 

Europe France Paris 

Europe France Lyon 

 

记初始论域ܷ，参数集ܧ上软集的全体为࣪ா(ܷ). 在系统(࣪ா(ܷ)，ܲ(ܧ))上定义如

下三种运算. 

（1）标记运算：∀(ܨ, (ܣ ∈ ࣪ா(ܷ)，݀൫(ܨ, ൯(ܣ =  .ܣ

（2）联合运算：∀(ܨ, ,ܩ)，(ܣ (ܤ ∈ ࣪ா(ܷ)，(ܨ, (ܣ ⊗ ,ܩ) (ܤ = ,ܪ) ܥ其中；(ܥ = ܣ ∪ ݁∀且，ܤ ∈  则有，ܥ

(݁)ܪ = ൞ܨ(݁),  若݁ ∈ ܣ − ,(݁)ܩܤ  若݁ ∈ ܤ − (݁)ܨܣ ∩ ,(݁)ܩ  若݁ ∈ ܣ ∩ ܤ  . 

（3）投影运算：∀(ܨ, (ܣ ∈ ࣪ா(ܷ)， ܤ ⊆ ,ܨ)定义，ܣ ஻↓(ܣ = ,ܩ) ݁ ∀其中，(ܤ ∈ ，ܤ

有 ܩ(݁) =  .(݁)ܨ

那么(࣪ா(ܷ), 在上述三种运算下构成一个带标记赋值代数，并且也是一个带标((ܧ)ܲ

记的信息代数. 域为ܣ的任一软集(ܨ, ,ߔ)关于联合运算⊗的单位元为，(ܣ 详情可 .(ܣ

参阅文献[18]. 

例 1.1.5 （可能性位势）可能性位势（Possibility Potentials）是由 Zadeh 在 1978

年研究不确定性一个等价的方法时提出的.  

设ߗ :݌௦ → [0,1]，这里 ݌(x) 表示轮廓 x的可能性程度，称函数 ݌ 为可能性位势. 如

果 

max  
x∈ఆೞ (x)݌ = 1， 

则称 ݌是正则的.  

country 

Germany 

France 
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令ߔ = → ௦ߗ  :݌} ܦ，{[0,1] = ,ߔ)的幂集，在ݎ表示变量集(ݎ)࣪，(ݎ)࣪ 上，定(ܦ

义如下三种运算. 

（1）标记运算： ∀ ߗ  :݌௦ → (݌)݀，[0,1] =  .ݏ

（2）联合运算：如果 d ( ݌ଵ ) = (ଶ݌ )d，ݏ = ⊗ ଵ݌  则定义，ݐ ଶ (x)݌  = ,ଵ ↓௦݌)ܶ  .(ଶ ↓௧݌

这里 ܶ 为任意 ݐ-模. 

（3）投影运算：如果x ∈ ௦, yߗ ∈ ௦(x)↓݌ ௦ି௧，则定义ߗ = max
y∈ఆೞష೟݌(x, y). 

那么(ߔ, 在上述三种运算下构成一个带标记赋值代数，但不一定是一个带标记的((ݎ)ܲ

信息代数，这与 ݐ-模的选取有关. 详情可参阅文献[5]. 

注 1.1.6  由于ݐ-模的选取多种多样，因此所对应的赋值代数有多种不同具体的

表示形式. 最常用的ݐ-模有如下几种形式. 

（1）乘积ݐ-模： ܶ(ܽ, ܾ) = ܾܽ. 

（2）Goሷ del  ݐ-模： ܶ(ܽ, ܾ) = min{ܽ, ܾ}. 

（3）Lukasziewcz  ݐ-模： ܶ(ܽ, ܾ) = max{0, ܽ + ܾ − 1} . 

例如，当 ܶ 选取Goሷ del  ݐ-模时，(ߔ, 在上述三种运算下构成一个带标记的信((ݎ)ܲ

息代数. 但是当 ܶ 选取另外两种 ݐ-模时，(ߔ, 不再构成信息代数，这是由于联合((ݎ)ܲ

运算不保持正则性成立导致的. 

引理 1.1.7[5]  设 ,ߔ) ,߮ ∀，是一个带标记的信息代数(ܦ ߰ ∈ ߔ ， d (߮) (߰)݀，ݔ= =  .有下列结论成立，ݕ

（1）(߮ ⊗ ߰)↓௫∩௬ = ߮↓௫∩௬ ⊗ ߰↓௫∩௬. 

（2）如果ݖ ⊆  则，ݔ
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(߮ ⊗ ߰)↓௭ = (߮ ⊗ ߰↓௫∩௬)↓௭. 

（3）如果ݔ ⊆ ݖ ⊆ ݔ ∪ ߮) 则，ݕ ⊗ ߰)↓௭ = ߮ ⊗ ߰↓௬∩௭. 
（4）如果ݐ ⊆ d(߮)，则 ߮ ⊗ ݁௧ = ߮. 

证明 （1）由传递律与联合律可得 (߮ ⊗ ߰)↓௫∩௬ = (߮ ⊗ ߰↓௫)↓௫∩௬                                = (߮ ⊗ ߰↓௫∩௬)↓௫∩௬ 

             = ߮↓௫∩௬ ⊗ ߰↓௫∩௬. 

（2）    (߮ ⊗ ߰)↓௭ = (߮ ⊗ ߰)↓௫)↓௭                                                                        = (߮ ⊗ ߰↓௫∩௬)↓௭. 

（3） (߮ ⊗ ߰)↓௭ = (߮ ⊗ ߰ ⊗ ݁௭)↓௭                                                                             = (߮ ⊗ ݁௭) ⊗ ߰↓௭∩௬                                                                             = (߮ ⊗ ߰↓௭∩௬) ⊗ ݁௭ 

                                                        = ߮ ⊗ ߰↓௭∩௬. 

1.1.2  无标记信息代数  

 

无标记信息代数是带标记信息代数的另一种表示形式，它实际上是带标记信息

代数的一种抽象. 

定义 1.1.8[5]  设(ܦ, ∨, ∧)是一个格，(ߖ,  .是一个具有如下两种运算的二元组(ܦ

（1）联合运算： ߖ × ߖ → ;ߖ (߮, ߰) → ߮ ⊗ ߰. 

（2）聚焦运算： 
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ߖ × ܦ → ;ߖ (߰, (ݐ → ߰⇒௧. 

若系统 (ߖ,  .满足如下公理，则称其是一个无标记的赋值代数 (ܦ

（1）半群律：ߖ 关于联合运算满足交换律与结合律，且存在单位元݁，使得∀߰ ∈ ，ߖ

有݁ ⊗ ߰ = ߰ ⊗ ݁ = ߰. 
（2）传递律：∀ ߰ ∈ ,ݔ，ߖ ݕ ∈ 则(߰⇒௫)⇒௬，ܦ = ߰⇒௫∧௬. 
（3）联合律：∀߮, ߰ ∈ ݔ，ߖ ∈ 则(߮⇒௫，ܦ ⊗ ߰)⇒௫ = ߮⇒௫ ⊗ ߰⇒௫. 
（4）支撑律：若߰ ∈ ݔ则存在，ߖ ∈ 使得߰⇒௫，ܦ = ߰. 
（5）单位元律：∀ݔ ∈ 有݁⇒௫，ܦ = ݁. 
若上述无标记的信息代数还满足： 

（6）幂等律：若߰ ∈ ݔ，ߖ ∈ 则߰，ܦ ⊗ ߰⇒௫ = ߰.  

则称(ߖ,  .是一个无标记的信息代数(ܦ

例 1.1.9  设变量之集ݎ = { ଵܺ, ܺଶ, ⋯ , ܺ௡}，任取ܥଵ, ଶܥ ∈ ݐ，(௥ߗ)࣪ ∈ 其，(ݎ)࣪

中࣪(ߗ௥)和 ࣪(ݎ)分别为 ߗ௥与变量集 ݎ的幂集，定义联合运算与投影运算如下： ܥଵ ⊗ ଶܥ = ଵܥ ∩ ଵ⇒௧ܥ ，ଶܥ = ଵ↓௧ܥ ×  ，௥ି௧ߗ

则 (࣪(ߗ௥), ,(ݎ)࣪ ⊗, ⇒)是一个无标记的赋值代数，并且也构成一个无标记的信息

代数. 

证明  （1）由上述联合运算的定义可知，࣪(ߗ௥)关于联合运算满足交换律与结

合律，且单位元为ߗ௥. 

（2）传递律：∀ܥ ∈ ,ଵݐ，(௥ߗ)࣪ ଶݐ ∈ =                              ௧మ⇒(௧భ⇒ܥ) 则，(ݎ)࣪ ௧భ↓ܥ) × ௥ି௧భ)↓௧మߗ × =       ௥ି௧మߗ ௧భ∩௧మ↓ܥ × =  ௥ି௧భ∩௧మߗ                      .௧భ∩௧మ⇒ܥ
（3）联合律：∀ܥଵ, ଶܥ ∈ ݐ，(௥ߗ)࣪ ∈ ଵ⇒௧ܥ) 则，(ݎ)࣪ ⊗         ଶ)⇒௧ܥ
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                  = ଵ↓௧ܥ)) × (௥ି௧ߗ ∩ ଶ)↓௧ܥ × =                      ௥ି௧ߗ ଵ↓௧ܥ)) ∩ (ଶ↓௧ܥ × ଶ↓௥ି௧)↓௧ܥ × = ௥ି௧ߗ ൫ܥଵ↓௧ ∩ ଶ↓௧൯ܥ × =                   ௥ି௧ߗ ൫ܥଵ↓௧ × ௥ି௧൯ߗ ∩ ൫ܥଶ↓௧ × =          ௥ି௧൯ߗ ଵ⇒௧ܥ ⊗                         .ଶ⇒௧ܥ
（4）支撑律：若ܥ ∈ ௥⇒ܥ  则，(௥ߗ)࣪ = ௥↓ܥ × ௥ି௥ߗ =  .ܥ
（5）单位元律：∀ ݐ ∈ ௥⇒௧ߗ  有，(௥ߗ)࣪ = ௥↓௧ߗ × ௥ି௧ߗ =  .௥ߗ
（6）幂等律：∀ ܥ ∈ ݐ，(௥ߗ)࣪ ∈ ܥ  则，(ݎ)࣪ ⊗ ௧⇒ܥ = ܥ ∩ ௧↓ܥ) × (௥ି௧ߗ =  .ܥ
因此，(࣪(ߗ௥), ,(ݎ)࣪ ⊗, ⇒)构成一个无标记的信息代数. 

例 1.1.10  在例 1.1.5 中，设ࣛ是一组属性之集，取出 ࣛ上的所有关系之集ࣛܧ，

对ࣛ上的一个关系 ܴ 和 ܵ，定义联合运算与投影运算如下： ܴ ⋈ ܵ = {݂ ∈ ݂ :ࣛܧ ∈ ܴ, ݂ ∈ ܵ} ܴ⇒௬ = ൛݂ ∈ [ݕ]݂ :ࣛܧ ∈ π௬(ܴ)ൟ.   
则系统(ࣛܧ, ࣪(ࣛ))关于上面定义的联合运算及聚焦运算构成一个无标记的赋值

代数，并且还满足幂等律，因此(ࣛܧ, ࣪(ࣛ))也是一个无标记的信息代数 [ଷଽ]. 
注 1.1.11 

（1）由以上定义可以看出，带标记赋值代数与无标记赋值代数的一个主要区别

在于系统中是否含有标记论域的运算；带标记赋值代数与无标记信息代数的主要区

别在于是否满足幂等律. 也正是如此，带标记信息代数适合具体问题的研究，而无标

记信息代数更适合形式理论的研究. 

（2）由于这两种类型的赋值代数不难通过上下文加以区分，因此在以下行文中，

如果不会引起误解，则统称它们为赋值代数. 类似地，带标记信息代数与无标记信息

代数在不会引起歧义的情况下，统称为信息代数. 
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（3）实际上，在信息代数(ߖ, ܦ的幂集格，即ݎ为变量集 ܦ，最初的表达形式中(ܦ = ，关于交与并运算封闭ܦ由于定义中仅涉及集合的交与并运算，且要求集合 .(ݎ)࣪

因此后来在文献[5]中，作者将原来定义中的幂集格一般化为一个包含了赋值的定义

域的格.另外，这里的投影运算与其他文献中的边缘化运算是一致的. 

1.1.3  两种类型赋值代数间的相互转化  

 

在给出两种类型赋值代数间相互转化前，先给出赋值的扩展与转移的概念. 

设(ߔ, 是一个带标记的赋值代数，任取߮(ܦ ∈ (߮)且有݀，ߔ = 则定义  ߮↑௦，ݏ ≥ ݐ = ߮ ⊗ ݁௦， 

称߮↑௦为 ߮ 在域ݏ上的扩展赋值. 

在一个具有稳定律的带标记赋值代数中，关于扩展赋值有以下结论成立. 

引理 1.1.12 [5] 

（1）如果ݐ ≥ ݏ，则݁௦↑௧ = ݁௧. 

（2）如果d(߮) = ݐ∀则，ݏ ∈ ߮，ܦ ⊗ ݁௧ = ߮↑௦∨௧. 

（3）如果d(߮) = 则߮↑௦，ݏ = ߮. 

（4）如果d(߮) = 则߮，ݏ ≥ ݐ，ݏ ⊗ ݁௧ = ߮. 

（5）如果d(߮) = 则(߮↑௧)↑௥，ݎ ≥ ݐ ≥ ݏ且，ݏ = ߮↑௥. 

（6）如果d(߮) = (߰)d，ݏ = ߮)则，ݎ ≥ ݐ，ݏ且，ݐ ⊗ ߰)↑௥ = ߮↑௥ ⊗ ߰↑௥. 

（7）如果d(߮) = (߰)d，ݏ = 则߮，ݎ ≥ ݐ，ݏ且，ݐ ⊗ ߰ = ߮↑௦∨௧ ⊗ ߰↑௦∨௧. 

（8）如果d(߮) = 则(߮↑௦∨௧)↓௧，ݏ = (߮↓௦∧௧)↑௧. 

设(ߔ, 是一个带标记的赋值代数，任取߮(ܦ ∈ (߮)且有d，ߔ = 定义  ߮→௦，ݐ = (߮↑௦∨௧)↓௦， 

则称 ߮→௦为߮ 在域ݏ上的转移赋值. 

在一个带标记的赋值代数中，关于转移赋值有以下结论成立. 
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引理 1.1.13[5]  

（1）如果d(߮) = 则߮→௦，ݏ = ߮. 

（2）如果d(߮) = ݏ，ݐ，ݏ ∈ 则߮→௧，ݖ = (߮↑௭)↓௧. 

（3）如果d(߮) = 则߮→௧，ݐ ≥ ݏ且，ݏ = ߮↑௧. 

（4）如果d(߮) = 则߮→௧，ݏ ≥ ݐ且，ݏ = ߮↓௧. 

（5）如果ݐ ≥ ݏ，则߮→௦ =  ( ߮→௧)→௦. 

（6）如果∀ݐ，ݏ，则( ߮→௧)→௦ = ( ߮→௧⋀௦)→௦. 

（7）如果d(߮) = (߰)d，ݏ = ߮)则，ݐ ⊗ ߰)→௦ = ߮ ⊗ ߰→௦. 
证明 

（1）߮→௦ = (߮↑௦)↓௦ = (߮)↓௦ = ߮. 

（2）߮→௦ = (߮↑௦∨௧)↓௦                           = (((߮↑௦∨௧)↑௭)↓௦∨௧)↓௦                             = (߮↑௭)↓௦ .            
（3）߮→௧ = (߮↑௧)↓௧ = ߮↑௧. 

（4）߮→௧ = (߮↑௦∨௧)↓௧ = (߮↑௧)↓௧ = ߮↓௧. 

（5）设d(߮) = 则 ߮→௦，ݖ = (߮↑௦∨௭)↓௦                                = (((߮↑௦∨௭)↓௧∨௭)↓௦∨௭)↓௦ = (߮↑௧∨௭)↓௦                     = (((߮↑௧∨௭)↓௧))↓௦            =  ( ߮→௧)→௦ .                    
（6） ( ߮→௧)→௦ = (( ߮→௧)↓௧⋀௦)↑௦                                    = (( ߮→௧)→௧⋀௦)↑௦                                              = (߮→௧⋀௦)→௦ .                 
（7）(߮ ⊗ ߰)→௦ = (߮ ⊗ ߰)↓௦  

                                      = ߮ ⊗ ߰↓௧⋀௦                       
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                                      = ߮ ⊗ ݁ୱ ⊗ ߰↓௧⋀௦                                                    = ߮ ⊗ (( ߰)↓௧⋀௦)↑௦                                               = ߮ ⊗ ߰→௦ .  

在一个具有稳定律的带标记赋值代数(ߔ, ,߮∀，中(ܦ ߰ ∈ 其中，ߔ d(߮) (߰)d  ,ݏ= =   定义，ݐ

φ ≡ ߰(mod  θ)⇔ φ↑s∨t = ߰↑s∨t， 

则ߠ是(ߔ, ,ߔ)上的一个等价关系，而且是(ܦ  ：满足以下几条 ߠ上的一个同余关系，即(ܦ

（1）߮ ≡ ߰(mod  ߠ) ⇒ d(߮) = d(߰)； 

（2）若ݔ ≤ d(߮)，则߮ ≡ ߰(mod  ߠ) ⇒ ߮↓௫ ≡ ߰↓௫(mod  ߠ)； 

（3）߮ଵ ≡ ߰ଵ(mod  ߠ)，߮ଶ ≡ ߰ଶ(mod  ߠ) ⇒ ߮ଵ ⊗ ߮ଶ ≡ ߰ଵ ⊗ ߰ଶ(mod  ߠ). 

那么，在该赋值代数上由上述同余关系 ߠ 生成的商系统 中，定义联合运算与

聚焦运算如下：       [߮]ఏ ⊗ [߰]ఏ = [߮ ⊗ ߰]ఏ， [߮]ఏ⇒௧ = [(߮↑௧∪ௗ(ఝ))↓௧]ఏ. 
文献[5]中已证明，系统 关于上述两种运算构成一个无标记赋值代数，称

为由带标记的赋值代数(ߔ,  .诱导的无标记赋值代数 (ܦ

反之，如果( ߖ, ߔ 是一个无标记的赋值代数，取(ܦ = {(߮, ߮ :(ݐ ∈ ,ߖ ߮ = ߮⇒௧}. 
在(ߔ,  ：上定义如下三种运算(ܦ

（1）论域运算：∀(߮, (ݏ ∈ ,߮)d，ߔ (ݏ =  ；ݏ

（2）联合运算：∀(߮, ,߰)，(ݏ (ݐ ∈ ,߮)，ߔ (ݏ ⊗ (߰, (ݐ = (߮ ⊗ ߰, ݏ ∨  ；(ݐ

（3）投影运算：∀(߮, (ݏ ∈ ,߮)，ݏ ≥ ݐ且ߔ ௧↓(ݏ = (߮⇒௧,  .(ݐ
则(ߔ, 在上述三种运算下构成一个带标记的赋值代数[5]. 也就是说，由一个带标记(ܦ

的赋值代数可以诱导一个无标记的赋值代数，反之由一个无标记的赋值代数也可以

诱导一个带标记的赋值代数. 实际上，不仅这两种赋值代数在相互诱导时存在这样的

对应关系，而且两种类型的信息代数也可相互转化，即由一个带标记的信息代数可
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以诱导一个无标记的信息代数，反之，由一个无标记的信息代数也可以诱导一个带

标记的信息代数.详情可参阅文献[5,17,18].  

1.2  信息序 

在一个无标记信息代数(ߖ, 中，如果信息 ߰是比 ߮ 具有更多的信息，则记߮ ≤ ߰，也就是信息 ߰ 与信息 ߮ 融合时，信息 ߰ 不会增加更多的信息，依旧保持不(ܦ

变. 因此在一个信息代数中，定义如下序关系： 

                   ߮ ≤ ߰ ⇔ ߮ ⊗ ߰ = ߰.                  （1.1） 

如果(ߖ, 上的一个偏序关系. 事实ߖ是一个无标记信息代数，则上述序关系是(ܦ

上，式（1.1）定义的序关系满足以下三条. 

（1）自反性：由 ߮ ⊗ ߮ = ߮ ⇒  ߮ ≤ ߮ 可得. 

（2）反对称性：一方面，߮ ≤ ߰ ⇒⇔ ߮ ⊗ ߰ = ߰，另一方面，߰ ≤ ߮ ⇒ ߰ ⊗ ߮ =߮.  因此有߮ = ߰.    

（3）传递性：由 ߮ଵ ≤  ߮ଶ及 ߮ଶ ≤ ߮ଷ 可得，߮ଵ ⊗ ߮ଶ = ߮ଶ及 ߮ଶ ⊗ ߮ଷ = ߮ଷ . 因
此，有 ߮ଵ ⊗ ߮ଷ = ߮ଵ ⊗ (߮ଶ ⊗ ߮ଷ ) =(߮ଵ ⊗ ߮ଶ) ⊗ ߮ଷ = ߮ଶ ⊗ ߮ଷ = ߮ଷ，即 ߮ଵ ≤ ߮ଷ. 

引理 1.2.1[5]  在一个无标记的信息代数中，有以下结论成立. 

（1） ߮, ߰ ≤ ߮ ⊗ ߰. 

（2） ߮ ⊗ ߰ = sup{߮, ߰}. 

（3） ߮⇒௦ ≤ ߮. 

（4）如果߮ଵ ≤ ߮ଶ, ߰ଵ ≤ ߰ଶ，则߮ଵ ⊗ ߰ଵ ≤ ߮ଶ ⊗ ߰ଶ. 

（5）如果߮ ≤ ߰，则߮⇒௦ ≤ ߰⇒௦. 

（6）如果ݐ ≥ ݏ，则߮⇒௦ ≤ ߮⇒௧. 

（7）߮⇒௦ ⊗ ߰⇒௦ ≤ (߮ ⊗ ߰)⇒௦. 

注 1.2.2  在引理 1.2.1 中，结论（2）说明在无标记的信息代数(ߔ, 的任ߔ，中(ܦ

一有限集在 是一个半群，因此有时候也记为ߔ中都有一个最小上界，即 ߔ 
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߮ ⊗ ߰ = ߮ ∨ ߰，即两个信息的联合就是这两个信息的并. 

与此类似，在一个带标记的信息代数(ߔ, 中，同样定义如式(1.1)的序关系，则(ܦ

它是ߔ上的一个偏序关系，且有以下结论成立. 

引理 1.2.3 [ହ] 
（1）若߮ ≤ ߰，则d(߮) ≤ d(߰). 

（2）若ݏ ≥ ݐ，则݁௧ ≤ ݁௦. 

（3）若ݐ ≤ d(߮)，则݁௧ ≤ ߮. 

（4）߮ ≤ ߮ ⊗ ߰，߰ ≤ ߮ ⊗ ߰. 

（5）߮ ⊗ ߰ = sup{߮, ߰}. 

（6）若ݏ ≥ ݐ = d(߮)，则߮↓௧ ≤ ߮. 

（7）若 ߮ଵ ≤ ߮ଶ, ߰ଵ ≤ ߰ଶ，则߮ଵ ⊗ ߰ଵ ≤ ߮ଶ ⊗ ߰ଶ. 

（8）若ݐ ≤ d(߮) =  .且߮ ≤ ߰，则߮↓௧ ≤ ߰↓௧ݏ

（9）若ݐ ≤ d(߮) ∧ d(߰)，则 ߮↓௧ ⊗ ߰↓௧ ≤ (߮ ⊗ ߰)↓௧. 

（10）若ݐ ≤ d(߮) =  .则߮ ≤ ߮↑௦，ݏ

（11）若d(߮) ≤ ݏ，则߮ ≤ ߰ ⇒ ߮↑௦ ≤ ߰↑௦. 
（12）若ݏ ≥ ݐ = d(߮)，则(߮↓௧)↑௦ ≤ ߮. 

注 1.2.4  对于带标记信息代数中的偏序关系，确切地说，不完全表示信息的内

容，更是一个专业性概念. 如引理 1.2.3 中的（10），因为߮↑௦ = ߮ ⊗ ݁௦，也就是说，

信息 ߮↑௦是 ߮ 与空信息 ݁௦联合，因此它只是改变了信息 ߮ 的论域，并没有增加任何

新信息，因此 ߮↑௦与 ߮的信息内容是相同的，只是论域不同，但是在带标记信息代数

中有߮ ≤ ߮↑௦. 

1.3  半环赋值代数与半环信息代数 

在各种赋值代数中，半环诱导赋值代数的实例涵盖了多个领域，因此半环赋值

代数扮演着重要的角色. 本节介绍半环的相关概念及半环的相关性质，给出半环赋值
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代数与半环信息代数的概念. 

1.3.1  半环  

 

定义 1.3.1 [଻]  设非空集合 ܣ上有两个二元运算+和 ×，且元素0, 1 ∈ 若以下 .ܣ

条件成立，则称 (ܣ, +,× ,0,1)是一个半环. 

（1）加法和乘法均满足交换律和结合律. 

（2）乘法在加法上满足分配律. 

（3）∀ܽ ∈ 有ܽ，ܣ + 0 = ܽ, ܽ × 0 = 0，称0为ܣ的零元. 

（4）∀ܽ ∈ 有ܽ，ܣ × 1 = ܽ，称1为单位元. 

例 1.3.2  常见半环的一些例子. 

（1）布尔半环（Boolean Semiring） ({0, 1}, ∨, ∧, 0, 1). 

（2）瓶颈半环（Bottleneck Semiring） ((−∞, +∞), max, min, −∞, +∞). 

（3）算术半环（Arithmetic Semiring） ([0, ∞), +,×, 0, 1). 

（4）热带半环（Tropical Semiring） 

(N ∪ ∞, min, +, ∞, 0). 

（5）三角模半环（Triangular Norm Semiring） ([0, 1], max,⊗, 0, 1)  

这里⊗是[0, 1]上的三角模. 

若半环ܣ还满足∀ܽ ∈ 有ܽ，ܣ + 1 = 1，则称ܣ是一个约束半环，或者ܿ-半环 [଻]. 
例 1.3.3  四元菱形格，如图 1.1 所示，是一个半环，且是一个约束半环.  
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图 1.1  四元菱形格 

例  1.3.4  设命题变元之集 ݒ 上的全体布尔函数 ௩ܨ = {݂: ௩ܤ → {ܤ ，其中ܤ = {0, 1}，则 ,௩, max, minܨ) ଴݂, ଵ݂)构成一个半环，并且是一个约束半环，其中∀ݔ ∈ ௩，有ܤ ଴݂(ݔ) ≡ 0， ଵ݂(ݔ) ≡ 1. 

引理 1.3.5 [଻]  设ܣ是一个约束半环，则∀ܽ, ܾ ∈ 有ܽ，ܣ + ܽ = ܽ， ܽ × ܾ + ܽ = ܽ. 
证明  ∀ܽ ∈ ܽ 有，ܣ + ܽ = ܽ + ܽ × 1                = ܽ × (1 + 1)    = ܽ × 1     = ܽ.   ∀ܽ, ܾ ∈ ܽ 有，ܣ × ܾ + ܽ = ܽ × (ܾ + 1)        = ܽ × 1   = ܽ.   
在半环ܣ上定义二元关系 ≤ ：ܽ ≤ ܾ ⇔ ܽ + ܾ = ܾ，则该二元关系有如下性质. 

引理 1.3.6 [଻]  设ܣ是一个约束半环，则∀ܽ, ܾ, ܽᇱ, ܾ′ ∈  .有以下结论成立，ܣ

（1）二元关系 ≤ 是ܣ上的一个偏序关系. 

（2）ܽ × ܾ ≤ ܽ. 

（3）ܽ ≤ ܽ + ܾ，ܽ × ܾ ≤ ܽ. 

（4）ܽ + ܾ = sup{ܽ, ܾ}. 

（5）若ܽ ≤ ܾ，则有ܽ + ܿ ≤ ܾ + ܿ, ܽ × ܿ ≤ ܾ × ܿ. 
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（6）若ܽ ≤ ܾ, ܽ′ ≤ ܾ′，则有ܽ + ܽᇱ ≤ ܾ + ܾᇱ, ܽ × ܽ′ ≤ ܾ × ܾ′. 
引理 1.3.7  设ܣ是一个满足乘法幂等的约束半环，则ܣ是一个分配格且有ܽ + ܾ = sup{ܽ, ܾ}，ܽ × ܾ = inf{ܽ, ܾ}. 

证明  由半环定义及引理 1.3.6 可知，仅需验证(ܽ + ܾ) × (ܽ + ܿ) = ܽ + (ܾ × ܿ)和ܽ × ܾ = inf{ܽ, ܾ}即可. 

由于 (ܽ + ܾ) × (ܽ + ܿ)           =  ܽ × (ܽ + ܾ) + ܿ × (ܽ + ܾ)                   =  ܽ × ܽ + ܽ × ܾ + ܽ × ܿ + ܾ × ܿ      =  ܽ + ܽ × (ܾ + ܿ) + ܾ × ܿ        =  ܽ × ൫1 + (ܾ + ܿ)൯ + ܾ × ܿ =  ܽ × 1 + (ܾ × ܿ)             =  ܽ + (ܾ × ܿ) ,                  
因此，(ܽ + ܾ) × (ܽ + ܿ) =  ܽ + (ܾ × ܿ). 

下面证明，ܽ × ܾ = inf {ܽ, ܾ}.  

由引理 1.3.6 可知，ܽ × ܾ是ܽ, ܾ的一个下界，下面证明ܽ × ܾ是ܽ, ܾ的下界.  

设ܿ 是ܽ, ܾ的任一个下界，即ܿ ≤ ܽ，ܿ ≤ ܾ，则有 ܽ + ܿ = ܽ , ܾ + ܿ = ܾ. 

因此，有 ܽ × ܾ + ܿ        = (ܽ + ܿ) × (ܾ + ܿ) 

              = ܽ × ܾ .     
因此，ܿ ≤ ܽ × ܾ.  

引理 1.3.8 [ଽ]  设ܣ是一个全序半环，则∀ܽ, ܾ ∈ 有ܽ，ܣ + ܾ = max{ܽ, ܾ}. 

引理 1.3.9 [ଽ]  设半环ܣ满足：任意的ܽ, ܾ ∈ ܽ，ܣ × (ܽ + ܾ) = ܽ，则半环ܣ关于
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加法与乘法运算幂等，即ܽ + ܽ = ܽ，ܽ × ܽ = ܽ. 

引理 1.3.10 [ଽ] 设ܣ是一个半环，则任意的ܽ, ܾ ∈ ܽ，ܣ × (ܽ + ܾ) = ܽ 当且仅当ܣ
是一个关于乘法运算幂等的约束半环. 

1.3.2  半环赋值代数  

 

考虑一个非空变量集 ݎ及一个半环ܣ. 若ݏ ⊆ ௦ߗ :߮ 则称映射，ݎ → 的一ݏ是域为ܣ

个半环赋值，记 d(߮) = ௦ߔ令 .ݏ = {߮: ݀(߮) = 所有半环赋值之集记为，{ݏ  

记 ܦ = ,ߔ) 的幂集. 在ݎ为(ݎ)ܲ 其中，(ݎ)ܲ  .上定义如下运算(ܦ

（1）联合运算：∀߮ ∈ ߰，௦ߔ ∈ ௧及 xߔ ∈ ߮ ௦∪௧，定义ߗ ⊗ ߰(x) = ߮(x↓௦) × ߰(x↓௧). 
（2）投影运算：∀߮ ∈ ௦，xߔ ∈ ݐ௧且ߗ ⊆ 定义 ߮↓௧(x)，ݏ = ෍  

y∈ఆೞష೟ ߮(x, y). 
文献[7]中已证明：系统(ߔ, ,ߔ)在上述运算下构成一个赋值代数，称(ܦ 诱ܣ是由半环(ܦ
导的赋值代数. 

注 1.3.11  一般的半环诱导的信息代数不再满足幂等律，因此它不是一个信息

代数. 当这个半环是一个约束半环并且满足乘法幂等，即ܽ × ܽ = ܽ时，这时这个半

环诱导的赋值代数是一个信息代数，详情可参阅文献[13]. 下面分别给出半环诱导的

赋值代数是信息代数与不是信息代数的两个例子. 

例 1.3.12 [ହ] 指示函数（Indicator Function）. 

设ݎ为全体变量之集，∀ݏ ⊆ ௦ߗ :称݅，ݎ → {0, 1}为ݏ上的指示函数，记全体指示函

数之集为ߔ = ௦ߗ :݅} → {0, 1}, ݏ ⊆ ,ߔ)在 .{ݎ  .上定义如下三种运算(ܦ

（1）论域运算：若 ݅: ߗ௦ → {0, 1}，则d(݅) =  .ݏ

（2）联合运算：设݅ଵ, ݅ଶ分别为ݏ与ݐ上的指示函数，∀x ∈ ௦∪௧， ݅ଵߗ ⊗ ݅ଶ(x) = ݅ଵ(x↓௦)݅ଶ(x↓௧). 
（3）投影运算：∀x ∈ ,௧ߗ ݐ ⊆  ，ݏ
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݅↓௧(x) = max
y∈ఆೞష೟݅(x,  y). 

则(ߔ, ܦ的幂集，即ݎ是ܦ在上述三种运算下构成一个赋值代数，其中(ܦ = 称，(ݎ)࣪

这个赋值代数是由布尔半环९诱导的赋值代数，并且(ߔ, 还是由布尔半环९诱导的(ܦ

一个满足稳定律与幂等律的信息代数. 

例 1.3.13 [ହ]  概率位势（Probability Potential）. 

设ݎ = { ଵܺ, ܺଶ, ⋯ , ܺ௡}为全体变量之集，∀ݏ ⊆ :݌ 上的一个赋值是指ݏ,ݎ ௦ߗ → ܴା ∪ {0}， 

如果 ෍  
x∈ఆೞ (x)݌ = 1， 

则称这个赋值集是规范的，这实际上对应着一个具体的概率分布. 

记ݏ ⊆ ߔ 上全体这样的赋值之集为ݎ = ௦ߗ :݌} → ܴା ∪ {0}, ݏ ⊆  .{ݎ
在(ߔ, 上定义论域运算与联合运算同例(ܦ 1.3.12，投影运算定义如下. 

投影运算：∀x ∈ ݐ，௧ߗ ⊆ ௧(x)↓݌ ，ݏ = ෍  
y∈ఆೞష೟  .(x, y)݌

则(ߔ, 在上述三种运算下构成一个赋值代数，称这个赋值代数是由加和乘积半((ݎ)࣪

环([0, ∞), +, ×, 0, 1)诱导的赋值代数，其中ݏ上的单位元为݁௦(x) = 1. 

在概率位势中，当ݐ ⊆ 时， ݁௦↓௧ݏ = ෍  
x∈ఆೞష೟ ݁(x) ≠ 1， 

但是 ݁௧(x↓௧) = 1. 
因此(ߔ,  .不是一个信息代数(ܦ

1.3.3  半环信息代数  

 

由 1.3.2 节可知，一般半环诱导的赋值代数不再构成信息代数，那么什么样的半
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环诱导的赋值代数是一个信息代数呢？这样的半环诱导的信息代数有什么样的特征

呢？本节来讨论这两个问题. 

由 1.3.2 节还可知，一般半环诱导的赋值代数不再满足稳定律与幂等律. 下面几

个结论给出，一些特殊半环诱导的赋值代数构成一个信息代数. 

假设(ߔ, 满足1ܣ诱导的赋值代数，若半环ܣ是一个由半环(ܦ + 1 = 1，则稳定律

成立. 其中，ߔ௦关于联合运算的单位元݁௦: ௦ߗ → 定义为：xܣ ∈ ,௦ߗ ݁௦(x) = 1. 因此，

约束半环诱导的赋值代数中稳定律一定成立. 

定理 1.3.14  若半环ܣ满足任意的ܽ, ܾ ∈ ܽ，ܣ × (ܽ + ܾ) = ܽ，则由半环ܣ诱导的

赋值代数是一个信息代数. 

证明  这里只需验证稳定律与幂等律即可. 

稳定律：若ܣ是一个约束半环，则满足1 + 1 = 1. 因此稳定率成立. 

幂等律：∀߮ ∈ (߮)d，ߔ = 若 x .ݏ ∈ ݐ௦且ߗ ⊆ ߮)           则，ݏ ⊗ ߮↓௧)(x) = ߮(x) × ߮↓௧(x↓௧) = ߮(x) × ෍  
y∈ఆೞష೟ ߮(x↓௧,y)            

= ߮(x) × (߮(x) + ෍  
y∈ఆೞష೟, x↓ೞష೟≠y߮(x↓௧,y))                  

 = ߮(x).  
因此(ߔ,  .是一个信息代数(ܦ

定理 1.3.15  若半环ܣ是一个关于乘法幂等的约束半环，则由半环ܣ诱导的赋值

代数(ߔ,  .是一个信息代数(ܦ

实际上，人工智能中的很多问题的模型都可以看作由一些特殊的半环诱导而得

的信息代数，如指示函数、可能性位势等. 以下我们讨论定理 1.3.14 与定理 1.3.15 这

种类型的特殊半环诱导的信息代数的特性. 

定理 1.3.16[13]  设信息代数(ߔ, ߰ ,߮∀，诱导而得的 ܣ 是由满足乘法幂等的约束半环(ܦ ∈ ߔ ，满足 d (߮) = ，ݏ d (߰) = 则߮ ≤ ߰ 当且仅当对任意的， ݐ x ∈ ௧ߗ ，߰(x) ≤ ߮(x↓௦). 
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定理1.3.17[13]  设信息代数(ߔ, ߰ ,߮∀，诱导而得的 ܣ是由满足乘法幂等的约束半环(ܦ ∈ :௦，且赋值 γߔ ௦ߗ → 定义为：对任意的 xܣ ∈ (x)ߛ，௦ߗ = sup{߮(x), ߰(x)}，
则γ = ߮∧߰. 

定理 1.3.18[13]  设信息代数(ߔ, ，诱导而得的ܣ是由满足乘法幂等的约束半环(ܦ

则(ߔ,  ≤)是一个完备格当且仅当ܣ是一个完备格. 

1.4  本章小结 

信息代数是一种与局部计算密切相关的、用于描述信息处理方式的特殊的代数

结构模型. 在信息代数中，系统通过对变量的赋值来表达知识和信息，通过联合运算

对信息进行合成，通过投影运算得到在指定变量集上的相关信息，从而完成信息的

提取. 因此，联合运算与投影运算是信息代数中最基本的运算，也是该系统的最主要

的特征. 本章介绍了信息代数的基本概念、信息序，给出了半环及半环赋值代数与半

环信息代数的相关概念，对于每部分内容都结合实例给出了说明. 

 

 




