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基 础 篇 

 

 

 

本篇主要通过幂函数来讲解微积分的主要思想和方法. 首先在第 1 章

中，将与微积分相关的中小学内容，进行简单的回顾与复习，接下来讲解幂

函数的微分学和积分学. 
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如果你能顺利完成下面的测试题，你可以跳过第 1 章的学习，直接进入第 2 章的学

习.否则，请你将这部分内容再重新复习一下. 

测 试 题 

1. 计算   

1 1
72 3

1 1 3
4 5

−
÷

+
. 

2. 将 3 212 45x x x− −  进行因式分解. 
3. 解方程 0.52 (1 0.52) 80 0x x− − − = . 

4. 解方程 3 212 45 0x x x− − = . 

5. 解不等式 3 212 45 0x x x− − > . 
6. 求连接点 1(5, 1)P − 和点 2 (3,4)P 线段的中点坐标. 

7.（1）两条均不垂直于 x轴的直线相互平行的充分必要条件是它们的斜率        ； 

（2）两条均不垂直于 x 轴的直线相互垂直的充分必要条件是它们的斜率乘积等

于         . 
8. 直线通过一点 0 0 0( , )P x y 且斜率为 m，则该直线方程为                . 

9. 解方程组 
2 2,

3 4.
x y

x y
+ =

 + =
 

10. 解方程组 
2 ,
.

y x
y x

 =


=
 

11.求下列集合运算： 

（1） 1(0,1) ( ,2)
2

∪ ； （2） 1(0,1) ( ,2)
2

∩ ； （3） { }(0,1) 1∩ ； （4） { }(0,1) 1∪ ； 

（5） ( 3, ) [ 2,0)− +∞ ∪ − ； （6） ( 3, ) [ 2,0)− +∞ ∩ − . 

12. 找出将区间 [1,2]分为 3 等份的两个点. 
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第 1 章 预备知识 

本章介绍与幂函数微积分有关的中小学知识，便于没有学好的同学进行复习和巩

固. 内容主要包括：数和代数式、方程的求解、集合和区间、解析几何.  

第 1 节 数和代数式 

一、实数及其运算性质 

我们学习数学是先从认识数字开始的，经历了从自然

数、整数到分数、小数、百分数，再到负数、有理数、实

数的过程，用图 1-1 来表示这种演化可以看得更清楚.  

通过在水平线上选择原点（0 点）和单位长度，可以将

实数表示在这条水平线上（如图 1-2 所示）. 如果实数 r 是

正数，则放在 0 点的右边 r 个单位的地方；如果实数 r 是

负数，则放在 0 点的左边 r− 个单位的地方. 这条水平线称为数轴，也称为坐标轴. 每一

个实数都对应这条线上的一点，这条线上的每一点都对应一个实数.  

 
图 1-2 

实数与小数有着密切的关系. 一方面，每一个小数都表示一个实数，如正的小数 
31 2

1 2 3.
10 100 1000

aa an a a a n= + + + + 

 
负的小数 

31 2
1 2 3.

10 100 1000
aa an a a a n− = − − − − − 

 
其中， n 为整数， 1 2 3, , ,a a a 为 0 到 9 之中的数.  

例如，
1 3 52.135 2

10 100 1000
= + + + ，右侧为若干个实数相加，结果仍为实数. 再如，

4 5 35.453 5
10 100 1000

− = − − − − ，右侧为若干个实数相减，结果仍为实数.  

另一方面，每一个实数都可以用小数表示. 整数可以表示为小数点后是零的小数. 例

0
  
  

 
   
 


正整数

整数
有理数

实数 负整数

分数       

无理数            

图 1-1 
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如，2 可以表示为 2. 0，−5 可以表示为−5. 0，等等. 分数可以表示为小数，例如，
1 0.1

10
= ，

1 0.3333
3
=  . 无理数可以表示为小数，例如， π 3.1415= 是无限不循环小数. 

微积分中涉及的数量都是实数，所以我们应该对实数的运算性质非常熟练. 为此将

实数的运算性质进行归纳，如表 1-1 所示。 

表 1-1 实数的运算性质与举例 

运算性质 举  例 
a b b a+ = +  3 5 5 3+ = +  

( ) ( )a b c a b c+ + = + +  2 (3 7) (2 3) 7+ + = + +  

0a a+ =  6 0 6+ =  
( ) 0a a+ − =  4 ( 4) 0+ − =  

ab ba=  2 3 3 2⋅ = ⋅  
( ) ( )a bc ab c=  2(3 4) (2 3)4⋅ = ⋅  

1 1a a a⋅ = ⋅ =  5 1 1 5 5⋅ = ⋅ =  
1( ) 1( 0)a a
a

= ≠  15 1
5
⋅ =  

1 ( 0)1 a a

a

= ≠  
1 21
2

=  

( )a b c ab ac+ = +  2(4 5) 2 4 2 5+ = ⋅ + ⋅  
( )a a− − =  ( 5) 5− − =  

( ) ( )a b ab a b− = − = −  ( 3)5 3 5 3( 5)− = − ⋅ = −  
( )( )a b ab− − =  ( 3)( 4) 3 4− − = ⋅  
( 1)a a− = −  ( 1)4 4− = −  

0 0a ⋅ =  6 0 0⋅ =  
如果 0ab = ，则 0a = 或 0b =   

aa b
b

÷ =  55 6
6

÷ =  

a b ab⋅ =  3 4 3(4)⋅ =  

如果 ad bc= ，则
a c
b d
= （ , 0b d ≠ ） 3 4 2 6⋅ = ⋅ ，则

3 6
2 4
=  

ca a
cb b

= （ , 0b c ≠ ） 2 3 3
2 5 5
⋅

=
⋅

 

a a a
b b b

−
= = −

−
（ 0b ≠ ） 3 3 3

4 4 4
−

= = −
−

 

a c ac
b d bd
⋅ = （ , 0b d ≠ ） 3 2 3 2

5 7 5 7
⋅

⋅ =
⋅

 

a c a d ad
b d b c bc
÷ = ⋅ = （ , , 0b c d ≠ ） 2 5 2 7 2 7

3 7 3 5 3 5
⋅

÷ = ⋅ =
⋅

 

c bc b ca a a
b

= = ( 0, 0)a b≠ ≠  2
2 4 83

4 3 3
⋅

= =  
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续表 

运算性质 举  例 
c

bcd
a ad
b

= ( 0, 0, 0)a b d≠ ≠ ≠  

2
2 5 53

4 3 4 6
5

⋅
= =

⋅
 

a c ad cb
b d bd

+
+ = （ , 0b d ≠ ） 3 5 3 9 5 4

4 9 4 9
⋅ + ⋅

+ =
⋅

 

a c ad cb
b d bd

−
− = （ , 0b d ≠ ） 5 4 5 7 4 3

3 7 3 7
⋅ − ⋅

− =
⋅

 

( )a b a b− = + −  5 4 5 ( 4)− = + −  
( )a b a b− − = +  4 ( 3) 4 3− − = +  

1a a
b b
= ⋅  2 12

3 3
= ⋅  

1a a= ， 2a a a⋅ = ，

n
na a a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =



 
n

na a a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =


 

10
103 3 3 3 3⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =



 

0 1a = ， a 为不等于零的实数 0( 3) 1− =  
1

nna a= ， 
当 n 为奇数时， a 为任意实数； 
当 n 为偶数时， a 为非负实数  

1
3 3( 8) ( 8) 2− = − = − ； 

1
4416 16 2= =  

m
n mna a=   

1m
n

m
n

a
a

−
=   

1 1α = ，α 为任意实数 
2
31 1

−
=  

0 0α = ，α 为大于零的实数  
2
50 0=  

1
2a a= ，

1
n na a= ，

m
n m na a= ，

1 m
n

n m
a

a

−
=   

b c b ca a a +⋅ =    
b

b c
c

a a
a

−=   

( )bc b ca a=   

( )c c cab a b=   
2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + +   
2 2 2( ) 2a b a ab b− = − +   

2 2( )( )a b a b a b− + = −   

, 0
, 0
a a

a
a a
− <

=  ≥
  

0! 1= ，1! 1= ， ! ( 1) (2)(1)n n n= ⋅ − 
 6! 6 5 4 3 2 1= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  
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课堂练习：请针对上面的实数运算性质举出自己的例子. 

二、多项式的因式分解 

1. 多项式 

我们已经知道 1a a= ， 2a a a⋅ = ， 3a a a a⋅ ⋅ = ，

n
na a a a a⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =



.  
形如 1

1 0
n n

n na x a x a−
−+ + + 的式子称为多项式，其中 1 0, , ,n na a a−  为常数.  

例如， 4 23 5 1x x+ + 就是一个多项式.  

2. 多项式分解 

对于多项式，质因式是指在整数系数的范围内不能表示成两个或两个以上整数系数

的多项式乘积. 多项式分解就是将多项式分解成几个质因式的乘积.  

如何分解一个多项式呢？常用的方法有提取公因式法、公式法和分组分解法. 对于

二次三项式可以采用十字相乘法. 下面分别加以介绍.  

（1）提取公因式法 
例如， 24 6 2 2 2 2 3 2 1 2 (2 3 1)a x ax a a ax a x a a ax x+ + = ⋅ + ⋅ + ⋅ = + + .  

（2）公式法 

常见的公式有: 
① 2 2 22 ( )a ab b a b− + = − ， ② 2 2 22 ( )a ab b a b+ + = + ， 

③ 2 2 ( )( )a b a b a b− = + − ， ④ 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b− = − + + ， 

⑤ 3 3 2 2( )( )a b a b a ab b+ = + − + . 

利用上述公式，我们可以进行一些因式分解.  
例如， 2 2 2 216 9 (4 ) (3 ) (4 3 )(4 3 )x y x y x y x y− = − = + − .  

（3）分组分解法 

把一个多项式适当地分组，使分组后各组之间有公因式，这种利用分组来分解因式

的方法叫作分组分解法.  
例如， 3 2 3 2 2 21 1 ( 1) ( 1) ( 1)( 1)x x x x x x x x x x x+ + + = + + + = + + + = + + .  

对于比较复杂的多项式，往往需要多次分解.  

例如， 

( )24 2 2 2 2 2 2 2 216 4 ( 4)( 4) ( 4)( 2 ) ( 4)( 2)( 2)x x x x x x x x x− = − = + − = + − = + + − .  

再如， 3 2 212 45 ( 12 45) ( 15)( 3)x x x x x x x x x− − = − − = − + .  

（4）二次三项式 2px qx r+ + 的分解 

如果 2px qx r+ + 可以分解，则应该分解成 2 ( )( )px qx r ax b cx d+ + = + + 的形式.  

因为 2( )( ) ( )ax b cx d acx ad bc x bd+ + = + + + ，所以 2px qx r+ + 的分解归结为选择合
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适的 a、c、b、d，使得 ac p= ， bd r= ，并且满足 ad bc q+ = ，这就是所谓的十字相

乘法. 那如何选择合适的 a、c、b、d 呢？这主要通过尝试来实现.  
例如，要对 2 6 5x x+ + 进行分解，通过分析可以看出，要分解的两个一次式中的系

数 ,a c 均应为 1，即1 1 1× = . 接下来把 5 进行分解，可以分解为1 5 5× = ，这样再看交叉

相乘后是否等于 6，经检验恰好满足，所以 2 6 5x x+ + 可以分解为 ( 1)( 5)x x+ + .  

多项式因式分解可以概括为四句话：“先看有无公因式，再看能否套公式，十字相

乘试一试，分组分解要合适”.  

习题 1-1 

1. 化简下列各式： 
（1） ( 1) (2 3)x y x y− + − − − ；（2） 2 2 (2 5)x x x x − − − + ； 

（3） 
1 26 ( ) ( )
2 3

a b a b + − −  
.  

2. 计算   

1 1 1( ) 72 3 5
1 1 3
4 5

− − +
÷

+
.  

3. 因式分解下列各式： 
（1） 25 30 45x x− + ；（2） 2 281 72 16x xy y+ + ；（3） 2 2(4 3) ( 3)x x− − − ； 

（4） 2 2x x− − ；（5） 2 12 35x x− + .  

第 2 节 方程的求解 

方程是指含有未知量的等式. 如 2 3 7x + = ， 23 4 7x x+ = 等，都是方程. 下面主要

讨论一元方程.  

一、一元一次方程的求解 

形如 0ax b+ = 的方程称为一元一次方程，其中 ,a b 为实数，且 0a ≠ . 下面通过一

个例子来说明此类方程的解法.  
例 1 解方程 0.52 (1 0.52) 80 0x x− − − = .  

解 方程左边去括号，可得 0.52 0.48 80 0x x− − = .  
上式两边同时加上 80，可得 

0.04 80 80 80x − + = ， 

0.04 80x = .  
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上式两边乘以
100

4
，可得 

100 100( )0.04 80( )
4 4

x = ， 2000x = .  

我们将 2000x = 代入到原方程中，很容易验证方程两边相等. 像 2000x = 这样，使

方程两边相等的未知数的值称为方程的解. 只含一个未知数的方程的解，也称为方程

的根. 

二、一元二次方程的求解 

形如 2 0px qx r+ + = 的方程，称为一元二次方程. 其中 , ,p q r 为实数，且 0p ≠ . 求

解此类方程主要有下列三种方法，下面分别说明.  

1. 通过因式分解求解方程 

如果我们能够将
2px qx r+ + 分解，则很容易求出解来.  

例 2 解方程 23 13 4 0x x+ + = .  
解 

23 13 4 (3 1)( 4)x x x x+ + = + + ，原方程可以写成 (3 1)( 4) 0x x+ + = . 因为乘积等

于 0 当且仅当因子之一等于 0，所以有 

          3 1 0x + = ， 此时
1
3

x = − ； 

或            4 0x + = ，   此时 4x = − .  

所以，
1
3

− 和 4− 都是方程的解.  

我们可以通过将这两个数代入原方程进行验证. 因为 
21 1 1 133 +13 +4= +4=0

3 3 3 3
 − ⋅ − − 
 

（ ） ， 

( )23 4 +13 4 +4=48 52+4=0− ⋅ − −（ ） . 

所以这两个数是方程的解.  

2. 通过配方求解 

当二次三项式不容易分解时，我们可以采用配方法求解. 对于 2x Ax+ ，我们可以

通过增加一项
21

2
A 

 
 

，来实现完全平方. 即 

2 2
2 1 1

2 2
x Ax A x A   + + = +   

    .  
下面通过例子加以说明此种求解一元二次方程的方法.  

例 3 求解 220 31 12 0x x+ + = .  
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解 2 31 12 0
20 20

x x+ + = ， 2 31 12
20 20

x x+ = − ，
2 2

2 31 31 12 31
20 40 20 40

x x    + + = − +   
   

， 

231 1
40 1600

x + = 
 

，
31 1 1
40 1600 40

x + = ± = ± ，
31 1
40 40

x = − ± .  

所以
31 1 3
40 40 4

x = − + = − 或
31 1 4
40 40 5

x = − − = − . 因此方程的解为
3
4

− 和
4
5

− .  

3. 公式法 

应用前面的配方法，可以很容易地得到一般的公式.  
假设二次方程为 2 0ax bx c+ + = ，其中 0a ≠ ，则有 

2 0b cx x
a a

+ + = ，
2 b cx x

a a
+ = − ， 

2 2
2

2 2
b b c bx x
a a a a

   + + = − +   
   

，
2 2

2

4
2 4
b b acx
a a

− + = 
 

， 

2 2

2

4 4
2 4 2
b b ac b acx
a a a

− −
+ = ± = ± ， 

2 4
2

b b acx
a

− ± −
=

.  
当 2 4 0b ac− > 时，有两个实根；当 2 4 0b ac− = 时，有一个实根；当 2 4 0b ac− < 时，

没有实根.  
根据上面的公式，可以直接求解.  
例 4 求解方程 23 5 1 0x x+ − = .  
解 此时 3, 5, 1a b c= = = − ，所以 2 24 5 4 3 ( 1) 37b ac− = − ⋅ ⋅ − = ，且  

2 4 5 37
2 6

b b acx
a

− ± − − ±
= = .  

三、线性方程组的求解 

对于线性方程组，可以采用一般的方法求解. 先以两个未知数的线性方程组为例

说明. 

例 5 解线性方程组
5 3 21 0
2 7 8 0
x y
x y
+ − =

 − + =
.  

解 可以通过将其化为等价的三角形方程组来解，步骤如下： 
5 3 21 0 (1)
2 7 8 0 (2)

x y
x y
+ − =

 − + =
(1) (2) 2 7 8 0 (3)

5 3 21 0 (4)
x y
x y

↔ − + =
→ + − =  

2 (4) 5 (3) 2 7 8 0 (5)
41 82 0 (6)

x y
y

× − × − + =
→ − =

2 7 8 0 (7)
2 (8)

x y
y

− + =
→ =

3
2

x
y
=

→ =
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对于含有三个及三个以上未知数的方程组，此方法同样适用.  

例 6 解线性方程组

3 2 1
4 5 11

2 3 2 10

x y z
x y z

x y z

− + = −
 + − =
 + − =

.  

解 
3 2 1 (1)
4 5 11 (2)
2 3 2 10 (3)

x y z
x y z
x y z

− + = −
 + − =
 + − =

3 (2) 4 (1)
3 (3) 2 (1)

3 2 1 (4)
7 23 37 (5)
11 10 32 (6)

x y z
y z
y z

× − ×
× − ×

− + = −
→ − =
 − =

 

7 (6) 11 (5)

3 2 1 (7)
7 23 37 (8)
183 183 (9)

x y z
y z

z

× − ×

− + = −
→ − =
 = −

(9) 183

3 2 1 (10)
7 23 37 (11)

1 (12)

x y z
y z

z
÷

− + = −
→ − =
 = −  

3 2 1
2
1

x y z
y
z

− + = −
→ =
 = −

1
2
1

x
y
z

=
→ =
 = −

. 

此种方法可以概括为：①将方程组中第一个未知数前面系数不为零的方程调整为

方程组的第一个方程，并将后面其他方程通过与第一个方程进行运算，消去第一个未

知数；②从得到的不含有第一个未知数的方程中，将第二个未知数前面系数不为零的

方程调整为方程组的第二个方程，并将后面其他方程通过与第二个方程进行运算，消

去第二个未知数；③重复上面的过程，直到最后一个方程中只含有一个未知数为止；

④求解最后的方程，并将此结果代入倒数第二个方程中，求解相应的方程，得出另一

个未知数，并将这两个未知数的解，同时代入到倒数第三个方程中，……，依此类推，

可以求出全部未知数的解. 

习题 1-2 

1. 通过因式分解来解下列方程： 

（1） 2 12 35 0x x− + = ； （2） 28 31 4 0x x+ − = ； （3） 23 14 5 0t t+ − = .  

2. 通过配方法求解下列方程： 

（1） 2 12 35 0x x− + = ； （2） 22 8 6 0x x+ − = ； （3） 2 4 5 0t t+ + = .  

3. 利用公式求解下列方程： 

（1） 22 3 2 0x x− + = ； （2） 23 10 8 0x x+ + = ； （3） 2 5 25 0t t− − = .  

4. 解下列方程组： 

（1）
2 3 4

4 5 3 7
2 4 5 3

x y z
x y z
x y z

− + =
 − + =
 + − = −

；   （2）
12 5 3 1
6 2 3 0
4 5 6 14

x y z
x y z
x y z

− + =
 + − =
 + − =

. 
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第 3 节 集合与区间 

一、寓意箭头 

很多数学上的叙述具有下面的形式 

“如果 A 命题成立，则 B 命题成立”， 

它的另一种形式是“A 命题推出 B 命题”，经常写作“A B⇒ ”，符号“⇒”称为

寓意箭头.  

有时，我们也使用双寓意箭头“⇔”，其含义为 

A B⇔ 意味着A B⇒ 并且B A⇒ .  

例如，对于“如果 0x ≠ ，则 2 0x > ”，我们可以表示为“ 20 0x x≠ ⇒ > ”.  

又如， 对于“ 20 0x x≠ ⇒ > ，且 2 0 0x x> ⇒ ≠ ”，可以表示为“ 20 0x x≠ ⇔ > ”.  

由双箭头表示的命题也称为等价命题.  

因为，一方面“当B 成立A 成立”表示B A⇒ ；另一方面“ A 成立仅当B 成立”

意味着只有B 成立，A 才会成立，或者说没有B 成立就不会有 A 成立，即A B⇒ . 所

以“A B⇔ ”也意味着“A 成立当且仅当B 成立”.  

二、集合 

1. 集合的概念 

集合是由一些对象聚集在一起组成的，集合中的每个对象称为元素. 通常用大写拉

丁字母 , , ,A B C 表示集合，用小写拉丁字母 , , ,a b c 表示集合的元素.  

如果元素 x 在集合 A中，记作 x A∈ ；如果元素 x 不在集合 A中，记作 x A∉ . 例如，

{ }0 0,1,2∈ ， { }1 0,1,2∈ ， { }2 0,1,2∈ ，但是 { }3 0,1,2∉ .  

集合可以用大括号表示. 例如，仅包含元素 a 的集合可以表示为{ }a ，包含元素 ,a b

的集合可以表示为{ },a b ，包含元素 , ,a b c 的集合可以表示为{ }, ,a b c ，依此类推.  

我们也可以用大括号表示无限集合 . 例如， { }1,2,3, 表示正整数集合，

{ }1, 2, 3,− − −  表示负整数集合.  
集合经常被一条性质所定义. 例如，{ }2x x > 表示所有大于 2 的实数组成的集合，

{ }1 2x x< < 表示介于 1 和 2 之间的所有实数组成的集合.  

设 A B、 为两个集合，如果集合 A的元素都是集合 B 的元素，则称 A是 B 的子集，

或称 B 包含 A（ A包含于 B ），记作 A B⊂ .  

若 A B⊂ 且 B A⊂ ，则称集合 A与集合 B 相等，记作 =A B .  电子工业出版社版权所有 
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把没有任何元素的集合称为空集，记作Φ .  

2. 集合的运算 

（1）集合的交。由所有属于集合 A 且属于集合 B 的元素组成的集合称为 A 与 B 的

交，记作 A B∩ ，可用图 1-3 表示. 用数学符号表示上述的定义为： x A B x A∈ ∩ ⇔ ∈

且 x B∈ . 
例如，如果 { }, , , ,A a b c d e= ， { }, , ,B c d e f= ，则 { }, ,A B c d e∩ = . 

（2）集合的并. 由所有属于集合 A 或集合 B 的元素组成的集合称为 A 与 B 的并，

记作 A B∪ ，可用图 1-4 表示. 用数学符号表示上述定义为: x A B x A∈ ∪ ⇔ ∈ 或 x B∈ .  

 

图 1-3 
 

图 1-4 

例如，如果 { }3,4,5,6A = ， { }5,6,7,8B = ，则 { }3,4,5,6,7,8A B∪ = . 

如果两个集合 A 和 B 没有公共元素，则称集合 A 与集合 B 不相交，记作 A B Φ∩ = .  

对于空集Φ ， A Φ Φ∩ = ， A AΦ∪ = .  

三、区间 

区间是用得较多的一类数集. 在数轴上取两点 a 和b ，且 a b< ，如图 1-5 所示.  

 
图 1-5 

用开区间 ( , )a b 表示介于a 和b 之间的所有实数，即 { }( , )a b x a x b= < < ，可用图 1-6

表示.  

 
图 1-6 

用闭区间[ ],a b 表示开区间 ( , )a b 和两个端点，即[ ] { },a b x a x b= ≤ ≤ ，可用图 1-7 表示.  

 
图 1-7 

其他的区间如表 1-2 所示.  
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表 1-2 区间及图示 

区间 图示 

{ }( , ]a b x a x b= < ≤  
 

{ }[ , )a b x a x b= ≤ <  
 

{ }( , )a x a x+∞ = <  
 

{ }[ , )a x a x+∞ = ≤  
 

{ }( , )b x x b−∞ = <  
 

{ }( , ]b x x b−∞ = ≤  
 

 

( , ) R−∞ +∞ = ，表示数轴上所有的点.  

对区间可以进行交并运算. 例如，
1 1(0,1) [ ,3] [ ,1)
2 2

∩ = ，
1(0,1) [ ,3] (0,3]
2

∪ = .  

四、不等式 

解关于 x 的方程就是找出使方程成立的数 x 的集合，解关于 x 的不等式就是找出

使不等式成立的数 x 的集合. 解不等式类似于解方程，但也有差别.  
类似之处有： 
（1）不等式两边加上或减去同一个数不等号不改变. 例如，由 2 7x − < 可以得到

9x < ，由 2 7x + < 可以得到 5x < .  

（2）不等式两边同乘以一个正数不等号不改变. 例如，由
1 7
2

x < 可以得到 14x < .  

差别之处有： 

不等式两边同乘以一个负数时不等式改变方向. 例如，由
1 7
2

x− < 可以得到 14x > − .  

1. 一次不等式的求解 

例 1 解不等式
1 ( 2) 9
2

x− + < .  

解 不等式两边同乘以 2− ，得 2 18x + > − . 再从两边减去 2，得 20x > − . 所以不

等式的解为 ( 20, )− +∞ . 

2. 多项式不等式的求解 

对于多项式不等式，我们采用分解因式法和符号表格方法来求解. 下面通过一个例
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题来说明此种方法.  
例 2 解不等式 2 5 6 0x x− + > .  
解 （1）令 2 5 6 0x x− + = ，得 ( 3)( 2) 0x x− − = ，所以 =2x 或 =3x .  

（2）列表讨论： 

x  ( ,2)−∞  2 (2,3)  3 (3, )+∞  

2x −  － 0 + + + 
3x −  － － － 0 + 

( 2)( 3)x x− −  + 0 － 0 + 

（3）得出结果： 
从上表可以看出，原不等式的解为 ( ,2) (3, )−∞ ∪ +∞ .  

求解多项式不等式的因式分解与符号表格方法，可以概括为：先将多项式分解为实

数范围内的一次因式和不能再分解的二次因式的乘积形式，求出对应的等式的实数根. 
再用这些根将 ( , )−∞ +∞ 划分，列表讨论各个因式在各个范围上的正负号. 最后计算出相

乘因子在各个范围上的正负号，由此确定不等式的解. 

习题 1-3 

1. 已知 { }2A x x= > ， { }4B x x= ≤ ， { }3C x x= > ，求下列集合： 

（1） A C∪ ； （2） A C∩ ； （3） B C∪ ； （4） B C∩ ； （5） ( )A B C∩ ∩ ； 
（6） ( )A B C∩ ∪ . 

2. 求出下列集合： 

（1） 1(0,1) ( ,2)
2

∪ ； （2） 1(0,1) ( ,2)
2

∩ ； （3） { }(0,1) 1∩ ；  （4） { }(0,1) 1∪ ； 

（5） 1[0,1] ( ,2]
2

∪ ；  （6） 1[0,1] ( ,2]
2

∩ ；   （7） ( 3, ) [ 2,0)− +∞ ∪ − ；  

（8） ( 3, ) [ 2,0)− +∞ ∩ − ；（9） ( ,3) [ 2, )−∞ ∪ − +∞ ；（10） ( ,3) [ 2, )−∞ ∩ − +∞ .  
3. 找出将区间[0,1]细分 3 等份的两个点.  

4. 求解下列不等式： 
（1） 4 7 1x − > ；   （2）1 2 8x− < ；  （3） 2 1 0x − < ； （4） 2 5 4 0x x− + < ； 

（5） 5 3 2 0x x x− − < ； （6） 2 2
5

x
x
−

>
−

.  

第 4 节 解析几何 

一、平面直角坐标系 

如图 1-8 所示，在平面内画出两条相交成直角并且原点重合的数轴，这两条数轴就

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



第１章 预备知识 

 

15 

组成了平面直角坐标系. 水平的数轴称为 x 轴，习惯上取向右方向为正方向；垂直的数

轴称为 y 轴，习惯上取向上方向为正方向；交点称为平面直角坐标系的原点，记作 0，

它对应着两个数轴的原点. 

有了平面直角坐标系后，平面上的每一个点可以用一对数组表示. 如图 1-9 所示，

如果点P在 x轴上的投影有坐标 0x ，在 y轴上的投影有坐标 0y ，则点P的坐标为 0 0( , )x y . 

反过来，一对数组可以表示平面上的一点. 为了说明具有坐标 0 0( , )x y 的点（我们将此

点记作 0 0( , )P x y ），在 x 轴上取坐标为 0x 的点，在 y 轴上取坐标为 0y 的点，过这两点分

别作垂直于所在坐标轴的垂线，二者的交点就是 0 0( , )P x y . 

 

图 1-8 
 

图 1-9 

下面用例子来说明点与坐标的联系.  
如图 1-10 所示， 4P 点和 8P 点在 x 轴上，它们的坐标具有 ( ,0)a 的特点. 2P 点和 6P 点

在 y 轴上，它们的坐标具有 (0, )b 的特点. 其余点的横、纵坐标均非零且位于 4 个象限中的

一个. 4 个象限的位置如图 1-11 所示. 第一象限的点的两个坐标都是正的. 第二象限的点的

x 坐标是负的，y 坐标是正的. 第三象限的点的两个坐标均为负的. 第四象限的点的 x 坐标

是正的，y 坐标是负的.  

         
                  图 1-10                                       图 1-11 
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从图 1-10 中可以看出， 1(5,4)P 和 7 (5, 4)P − 、 3 ( 5,4)P − 和 5 ( 5, 4)P − − 关于 x 轴对称；

1(5,4)P 和 3 ( 5,4)P − 、 5 ( 5, 4)P − − 和 7 (5, 4)P − 关于 y轴对称； 3 ( 5,4)P − 和 7 (5, 4)P − 、 1(5,4)P 和

5 ( 5, 4)P − − 关于原点对称.  

一般地， ( , )P a b 和 ( , )P a b− 关于 x 轴对称， ( , )P a b 和 ( , )P a b− 关于 y 轴对称， ( , )P a b

和 ( , )P a b− − 关于原点对称.  

按照数轴的定义，闭区间 [ , ]a b 的中点坐标为 

1 1( ) ( )
2 2

a b a a b+ − = + .  

利用上面的结论不难得到下面的定理.  
定理 1 连接 1 1 1( , )P x y 和 2 2 2( , )P x y 的线段 1 2PP 的中点坐标为 

1 2 1 2
1 1( ( ), ( ))
2 2

x x y y+ + .  

例 1 求连接点 1(5, 1)P − 和点 2 (3,4)P 线段的中点坐标.  

解 利用上面的定理，可知中点的横坐标为
1 (5 3) 4
2

+ = ，纵坐标为
1 3( 1 4)
2 2
− + = ，

于是，中点坐标为
3(4, )
2

. 

二、直线斜率 

图 1-12 给出了通过一点的几条直线，这些直线的倾斜率是不同的.  

1l ：当 x 坐标增加 3 时 y 坐标增加 5，所以倾斜率为
5
3
； 

2l ：当 x 坐标增加 3 时 y 坐标增加 1，所以倾斜率为
1
3
； 

3l ：当 x 坐标增加时 y 坐标保持不变，所以倾斜率为 0 ； 

4l ：当 x 坐标增加 3 时 y 坐标减小 5，所以倾斜率为
5
3

− . 

一般地，要确定一条不垂直于 x 轴的直线的倾斜率，需要知道两点坐标. 如图 1-13

所示，经过两点 0 0 0( , )P x y 和 1 1 1( , )P x y 的直线的倾斜率为 1 0

1 0

y y
x x
−
−

，这个比值称为直线的

斜率，一般用 k 表示.  
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图 1-12 
 

图 1-13 

斜率的符号意义，如图 1-14 所示.  

 
图 1-14 

（1）斜率符号为正号：表示直线从左到右上升； 
（2）斜率为 0：表示直线为水平线； 
（3）斜率符号为负号：表示直线从左到右下降. 
斜率的概念不适合垂直于 x 轴的直线，因为在该直线上点的横坐标相同，即

1 0 0x x− = ，所以 1 0

1 0

y y
x x
−
−

没有定义. 

容易看出，两条均不垂直于 x 轴的直线相互平行的充分必要条件是它们的斜率相

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



高等数学（上册） 

 

18 

等，即斜率之间的关系为 

1 2 1 2//l l k k⇔ = . 
证明 在图 1-15 中画出两条均不垂直于 x 轴的直线 1 2,l l . 由初等几何可以得到 

1 2//l l A C⇔∠ =∠ 且 B D∠ = ∠ ⇔两个直角三角形相似⇔ 1 2
b dk k
a c

= = = . 

两条均不垂直于 x 轴的直线相互垂直的充分必要条件是它们的斜率乘积等于 1− ，

即斜率之间的关系为 

1 2 1 2 1l l k k⊥ ⇔ ⋅ = − . 
证明  在图 1-16 中，两条均不垂直于 x 轴的直线相交于 0 0 0( , )P x y . 因为 1 2l l⊥ ，不

难看出 A C∠ = ∠ . 在图 1-16 中的两个直角三角形相似，所以对应边成比例，即 
1 0 1 0

2 0 0 2

y y x x
x x y y
− −

=
− −

.  

 

图 1-15 
 

图 1-16 

由上式可得               1 0 0 2

2 0 1 0

1y y y y
x x x x
− −

⋅ =
− −

, 

所以                       1 0 2 0

2 0 1 0

1y y y y
x x x x
− −

⋅ = −
− −

, 

变形可得               1 0 2 0

1 0 2 0

1y y y y
x x x x
− −

⋅ = −
− −

 

即                               1 2 1k k⋅ = − .  

通过将上述证明过程倒推，可以得到： 
如果 1 2 1k k⋅ = − ，则 1 2l l⊥ .  

三、直线方程 

将直线分为垂直于 x 轴与不垂直于 x 轴两种情况. 下面分别讨论它们的方程.  

1. 垂直于 x 轴的直线 
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如果 l 是一条垂直于 x 轴的直线，则 l 与 x 轴必在某点 ( ,0)P a 处相交，我们称 a为直

线 l 在 x 轴上的截距. 于是，垂直于 x 轴的直线 l 的方程为 x a= .  

2. 不垂直于 x 轴的直线 

（1）斜截式方程。如果 l 是一条不垂直于 x 轴的

直线（见图 1-17），则 l 必有斜率 k 且与 y 轴相交于

(0, )Q b 点，我们称 b 为直线 l 在 y 轴上的截距. 设点

( , )P x y 为在直线 l 上的不同于点 (0, )Q b 的任意一点，

则通过点 ( , )P x y 和点 (0, )Q b 的斜率为 

0
y b
x
−
−

.  

又因为点 ( , )P x y 和 (0, )Q b 都在直线 l 上，所以此

斜率应等于直线 l 的斜率，即 

0
y b k
x
−

=
−

. 

上式两边同乘以 x ，得点 ( , )P x y 满足的方程为 
y kx b= + .  

直线 l 上的所有点，包括 (0, )Q b ，都满足此方程. 此方程称为直线的斜截式方程. 它
表示该直线具有斜率 k 且在 y 轴上的截距为b .  

如果直线是水平的，则 0k = ，此时方程为 y b= . 如果直线通过原点，则方程为 y kx= .  

以上几种情况的直线图形，如图 1-18 所示.  
（2）线性方程。形如 0Ax By C+ + = （其中 A , B 不同时为 0）的方程称为关于 x，y

的线性方程.  
定理 2 每条直线都具有形如 0Ax By C+ + = （其中 A , B 不同时为 0）的方程，每

个这种形式的方程都表示直线.  
（3）点斜式方程。如图 1-19 所示，如果直线通过一点 0 0 0( , )P x y 且有斜率 k ，则该

直线方程为 

      
                     图 1-18                                   图 1-19 

0 0( )y y k x x− = − .  

 
图 1-17 
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下面给出推导过程. 设通过点 0 0 0( , )P x y 且有斜率 k 的直线方程为 y kx b= + ，由于

点 0 0 0( , )P x y 在此直线上，所以 

0 0y kx b= + ， 

于是 0 0b y kx= − ，代入 y kx b= + 中，可得 

0 0y kx y kx= + − ， 

整理可得 

0 0( )y y k x x− = − .  

（4）两点式方程。如果直线通过两点 0 0 0( , )P x y 和 1 1 1( , )P x y ，则该直线方程为 

1 0
0 0

1 0

( )y yy y x x
x x
−

− = −
−

.  

上述结果很容易由点斜式方程推出，这里从略.  

习题 1-4 

1. 求出点 (2, 3)P − 关于① x 轴；② y 轴；③原点的对称点.  

2. 求出端点为 1(1, 2)P − 和 2 (2, 6)P − 的线段的中点坐标.  

3. 已知点M 平分线段 1 2PP


，如果 2P 坐标为 (4,8) ，点M 坐标为 (1, 5)− ，求点 1P 的坐

标.  
4. 已知等边三角形的两顶点分别为原点O和 (0, )P b ，求第三个顶点的坐标.  

5. 下列直线通过已给的两点： 

1 (4,2) (7,1)l A B： ， ； 2 (2,5) (2, 1)l C D −： ， ； 

3 (0,0) (1,3)l E F： ， ； 4 (2,4) (1,0)l G H： ， ； 

5 ( 1,2) (5,2)l I J−： ， ； 6 (3,2) (2, 1)l K L −： ， . 

（1）哪条直线为水平线？（2）哪条直线与 x 轴垂直？（3）哪两条直线互相平行？

（4）哪两条直线互相垂直？ 
6. 通过点 ( 2,5)P − 和点 (2,3)Q 的直线与 x 轴和 y 轴分别相交何处？ 

7. 已知直线 1l 通过点 (2, 3)A − 和点 (7,7)B ，直线 2l 通过点 (5, 1)C − 和点 0(6, )D y ，

求满足下列条件的 0y ： 

（1） 1 2//l l ；   （2） 1 2l l⊥ .  

8. 找出下列直线的斜率和 y 轴上的截距： 

（1） 4y x= + ； （2） 4 1x = ； （3） 1 0x y+ + = ； （4） 1x y
a b
+ = .  

9. 求出通过点 ( 2, 3)P − − 且斜率为 3 的直线方程. 
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