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第 3 章 Lyapunov 稳定性

在这一章中, 将研究 Lyapunov 稳定性的理论基础. 内容主要包括 Lya-
punov 稳定性的基本概念、Lyapunov 函数和用 Lyapunov 方法研究系统解的
稳定性等重要性质, 并用适当的例子来阐明各种概念和理论之间的细微区别.

3.1 基本概念

3.1.1 Lyapunov 稳定性的基本概念

稳定性是系统的一个基本结构特性, 稳定性问题是系统控制理论研究的一
个重要课题. 对大多数情形, 稳定是系统能够正常运行的前提, 系统运动的稳
定性实质上归结为系统原点平衡状态的稳定性. 直观上, 系统原点平衡状态的
稳定性问题就是偏离原点平衡状态的受扰运动能不能只依赖于系统内部的结

构因素, 或使之限制在原点平衡状态附近, 或使之同时最终回到原点平衡状态.
系统运动稳定性可分为基于输入输出 (I/O, input-output)描述的外部稳定性
和基于状态空间描述的内部稳定性. 在一定条件下, 外部稳定性和内部稳定性
才存在等价关系.
考虑系统 {

x′ = f(t,x,u),

y = g(t,x)
(3.1.1)
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 117

与其自由系统

x′ = f(t,x). (3.1.2)

定义 3.1.1 对零初始状态, 若任意有界输入对应的输出也是有界的, 则
称系统 (3.1.1) 是外部稳定的 (externally stable).外部稳定性也常称为有界输
入有界输出稳定的 (Bounded Input Bounded Output Stable), 简称 BIBO 稳
定的 (BIBO stable).

定义 3.1.2 对非零初始状态和零输入对应的解是有界的, 并且趋于零,
则称系统 (3.1.1) 是内部稳定的 (internally stable).

在本章, 下面一般考虑内部稳定性.

定义 3.1.3 (1) 若对任意的 ε > 0, τ ⩾ 0, 存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ ,
∥η−ξ∥ < δ,使得 ∥x(t, τ,η)−φ(t, τ, ξ)∥ < ε,则称系统 (3.1.2)的特解 φ(t, τ, ξ)

是稳定的 (stable);
(2) 若存在 ε0 > 0, τ0 ⩾ 0, 对任意的 δ > 0, 存在 t0 ⩾ τ0, ∥η0 − ξ0∥ < δ,

使得 ∥x (t0, τ0,η0)−φ (t0, τ0, ξ0)∥ ⩾ ε0, 则称系统 (3.1.2) 的特解 φ(t) 是不稳

定的 (unstable).

系统 (3.1.2) 特解 x(t) 的稳定性是在有限区间上对初值的连续依赖性在

无穷区间上的推广.
在以下的讨论中, 只考虑系统 (3.1.2) 零解的稳定性问题. 事实上, 这并不

失一般性, 因为对系统任一特解 x(t) 的稳定性问题, 可通过变换 y = x− x 化
为关于 y 的系统 y′ = x′ − x′ = f(t,x) − f(t,x) = f(t,y + x) − f(t,x) ∆

=

F (t,y) 零解的稳定性问题. 于是定义 3.1.3 可修改为

定义 3.1.4 (1) 若对任意的 ε > 0, τ ⩾ 0, 存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ ,
∥ξ∥ < δ, 使得 ∥x(t)∥ < ε, 则称系统 (3.1.2) 是稳定的;

(2)若存在 ε0 > 0, τ0 ⩾ 0,对任意的 δ > 0,存在 t0 ⩾ τ0, ξ0 满足 ∥ξ0∥ < δ,
使得 ∥x (t0, τ0, ξ0)∥ ⩾ ε0, 则称系统 (3.1.2) 是不稳定的.

例 3.1.1 试研究单摆运动 φ′′ = −g
ℓ
sinφ 的稳定性, 如图 3.1 所示.

解 引入变量 φ = φ1, φ′ = φ2 得

{
φ′
1 = φ2,

φ′
2 = −ω2 sinφ1,

其中, ℓ 表示摆长,

φ 表示摆与垂直方向之间的角度, ω2 =
g

ℓ
. 由力学知识知, 系统的总能量为
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118 系统、稳定与控制基础
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图 3.1 稳定性和不稳定性示意图

V (φ) = ω2 (1− cosφ1) +
φ2
2

2
. 注意到系统是能量守恒的, 对系统的解 φ 有

ω2 (1− cosφ1) +
φ2
2

2
= ω2 (1− cos ξ1) +

ξ22
2
. (3.1.3)

注意到 V (φ) = C 在 φ1φ2 平面上表示的是对应不同 C 值的一族曲线, 而在
C 值很小时对应的曲线是封闭的, 由于 V 是 φ 的连续函数并且 V (0) = 0, 于
是, 系统的平衡位置是稳定的.
对式 (3.1.3), 若取 ξ2 = 0 所对应的解, 则有

(φ′
1 (t, τ, ξ1, 0))

2

2
= ω2 (cosφ1 (t, τ, ξ1, 0)− cos ξ1) ,

其中 ξ1 是单摆运动所对应的振幅. 于是 dt = dφ1 (t, τ, ξ1, 0)√
2ω
√

cosφ1 (t, τ, ξ1, 0)− cos ξ1
.

所以对应的振动周期为

Tξ1 =
4

ω

ξ1ˆ

0

dφ1 (t, τ, ξ1, 0)√
2
√

cosφ1 (t, τ, ξ1, 0)− cos ξ1
=

2

ω

ξ1ˆ

0

√
2dφ1 (t, τ, ξ1, 0)√

cosφ1 (t, τ, ξ1, 0)− cos ξ1
.

易证当 ξ1 > ξ′1 时有 Tξ1 > Tξ′1
, 表明系统的任一特解 φ1 (t, τ, ξ1, 0) ̸= 0

在其附近都存在与其周期不等的振动. 这种不等的周期性将使其不满足定义
3.1.3 的要求, 从而是不稳定的. 解毕.

1933 年, K. Persidsky¬首先指出了稳定性与初始时刻的关系, 并且提出了
一致稳定性的概念.

定义 3.1.5 若对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 对任意的 τ ⩾ 0, t ⩾ τ ,
∥ξ∥ < δ, 使得 ∥x(t)∥ < ε, 则称系统 (3.1.2) 是一致稳定的 (uniformly stable).

¬ Konstantin Petrovich Persidsky, 俄罗斯人. 俄文: Константин Петрович Персидский.
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 119

定理 3.1.1 x′ = f(t,x),f(t + ω,x) ≡ f(t,x) 稳定的充要条件是它是

一致稳定的.

证明 显然只需证必要性. 由于系统是稳定的, 故对任意的 ε > 0, 存在
δ1 > 0, 对任意的 t ⩾ ω, η = x(ω, τ, ξ), ∥η∥ < δ1, 使得 ∥x(t, ω, ξ)∥ < ε.
由解对初值的连续依赖性 (定理 2.4.1) 知, 存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ ,

0 ⩽ τ < ω, ξ, ∥ξ∥ < δ,使得 ∥x(ω, τ, ξ)∥ < δ1. 所以对任意的 ε > 0, 0 ⩽ τ < ω,
存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ, 使得 ∥x(t, ω, ξ)∥ < ε.

由周期性知, 当 kω ⩽ τ < (k + 1)ω 时, x(t, τ, ξ),x(t, τ − kω, ξ) 有相同性

态, 故若 ∥ξ∥ < δ, 则对任意的 τ ⩾ 0 有 ∥x(t, ω, ξ)∥ < ε, 即系统是一致稳定的.
证完.
自治系统作为周期系统的特殊情形有下面的推论.

推论 3.1.1 自治系统稳定的充要条件是它是一致稳定的.

稳定性问题中, 无论在理论上还是在应用上, 渐近稳定性往往更有意义, 是
工程意义下的稳定性. 为建立渐近稳定性的概念, 先给出吸引性的定义.

定义 3.1.6 (1)若对任意的 τ ⩾ 0,存在 η > 0,对任意的 ε > 0, ∥ξ∥ < η,
存在 T ⩾ 0, 当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x(t)∥ < ε, 则称系统 (3.1.2) 是吸引的
(attractive);

(2) 若对任意的 τ ⩾ 0, 存在 η > 0, 对任意的 ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 对任意
的 ∥ξ∥ < η, 当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x(t)∥ < ε, 则称系统 (3.1.2) 是等度吸引的
(equiattractive);

(3) 若存在 η > 0, 对任意的 ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 对任意的 τ ⩾ 0, ∥ξ∥ < η,
当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x(t)∥ < ε, 则称系统 (3.1.2) 是一致吸引的 (uniformly
attractive).

有关各种吸引性定义中的 T 称为衰减时间 (decay time), 而解趋于零时
初始状态的范围称为吸引域 (domain of attraction). 一般来讲, 吸引域的寻找
是十分困难的, 只能寻找其子集以满足充分条件的要求.
下面的例子说明吸引性并不蕴含着稳定性.

例 3.1.2 试研究 x′ = −x2.

解 容易求出系统的通解为 x(t) =
ξ

1 + ξ(t− τ)
,故对任意的 ξ,当 t→ ∞

时有 x(t) → 0, 所以系统是吸引的.
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120 系统、稳定与控制基础

另外, 系统是不稳定的. 事实上, 当 ξ < 0 时, 不论 ξ 多么小, 当 t→ τ − 1

ξ
时有 x(t) → ∞. 解毕.

但是有下面的结论.

定理 3.1.2 若系统 (3.1.2) 初始状态有界的解都一致地趋于零, 则满足
该条件的所有解都是稳定的.

证明 设 X = {x | x′ = f(t,x),x(τ) = ξ, ∥ξ∥ < M}. 易见 X 是开的, 故
对系统的任一解 ψ(t, τ,η),任意的 φ(t, τ, ξ) ∈ X,存在 δ1 > 0,当 ∥η−ξ∥ < δ1

时有 ψ(t, τ,η) ∈ X. 又由假设, 对任意的 ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 当 t ⩾ τ + T 时

有 ∥φ(t, τ, ξ)∥ < ε

2
, ∥ψ(t, τ,η)∥ < ε

2
. 在区间 [τ, τ + T ] 上, 由解对初值的连续

依赖性 (定理 2.4.1), 存在 δ2 > 0, 当 ∥η − ξ∥ < δ2 时有

∥ψ(t, τ,η)−φ(t, τ, ξ)∥ < ε. (3.1.4)

而在无穷区间 [τ + T,∞) 上有

∥ψ(t, τ,η)−φ(t, τ, ξ)∥ ⩽ ∥ψ(t, τ,η)∥+ ∥φ(t, τ, ξ)∥ < ε.

综上, 取 δ = min {δ1, δ2}. 则当 ∥η − ξ∥ < δ 时, 对任意的 t ⩾ τ 有

式 (3.1.4) 成立, 所以 φ(t, τ, ξ) 是稳定的. 证完.
下面的例子说明吸引性不蕴含着一致吸引性.

例 3.1.3 试研究 x′ = − x

1 + t
的吸引性.

解 易求出系统的通解为 x(t, τ, ξ) =
1 + τ

1 + t
ξ. 显然系统是吸引的, 并且

对任意的 τ, ξ 都是单调的. 设对任意的 ε, η > 0, 取 ξ = η 时有 x(t, τ, η) =
1 + τ

1 + τ + T
η < ε, 故 T > (1 + τ)

(η
ε
− 1
)
, 即衰减时间 T 随着 τ 的增加而增

加. 所以系统不是一致吸引的. 解毕.

定理 3.1.3 一阶系统吸引的充要条件是它是等度吸引的.

证明 只需证必要性. 若系统是吸引的, 则对任意的 x(τ) = ±α, α ⩽ η

所对应的两个解 x+(t, τ, α), x−(t, τ,−α) 有 lim
t→∞

x±(t, τ,±α) = 0, 即对任意的
ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 当 t ⩾ τ +T 时有 ε > x+(t, τ, α) > 0, 0 > x−(t, τ,−α) >
−ε. 由 Cauchy-Picard 解的存在惟一性 (定理 2.2.1) 和 Chaplygin 第一比较
定理 (定理 2.3.1) 知, 对任意的 |ξ| < α, 当 t ⩾ τ + T 时有

ε > x+(t, τ, α) > x(t, τ, ξ) > x−(t, τ,−α) > −ε
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 121

或 |x(t, τ, ξ)| < ε. 于是, 系统是等度吸引的. 证完.
现在给出各种渐近稳定性的概念.

定义 3.1.7 (1) 若系统 (3.1.2) 是稳定和吸引的, 则称其为渐近稳定的
(asy-stable);

(2) 若系统 (3.1.2) 是稳定和等度吸引的, 则称其为等度渐近稳定的 (equi-
asy-stable);

(3) 若系统 (3.1.2) 是一致稳定和一致吸引的, 则称其为一致渐近稳定的
(uniformly asy-stable).

渐近稳定性示意图如图 3.2 所示.

-

6

O
t

x

ε

δ

ξ

τ τ + T

图 3.2 渐近稳定性示意图

等度渐近稳定性概念是 J. Massera¬引进的. 而一致渐近稳定性的概念是
E. Barbashin和 N. Krasovsky®最早提出的. 此时, 人们认识到 A. Lyapunov
已经给出了一致渐近稳定性的判定.
定理 3.1.1、推论 3.1.1 和定理 3.1.3 可加强如下.

定理 3.1.4 (1) 周期系统 (渐近) 稳定的充要条件是它是一致 (渐近) 稳
定的;

(2) 自治系统 (渐近) 稳定的充要条件是它是一致 (渐近) 稳定的;
(3) 一阶系统渐近稳定的充要条件是它是等度渐近稳定的.

例 3.1.4 试研究 [A], 其中 A =

(
0 −α
α 0

)
, α ∈ R.

解 (1) 原点是中心的情况, 是稳定的. 事实上, 其通解为 ϱ(t) = ϱ0,

¬ José Luis Massera (1915.06.08-2002.09.09), 乌拉圭人.
 Evgenii Alekseevich Barbashin (1918-1969), 俄罗斯人. 俄文: Евгений Алексеевич Барбашин.
® Nikolai Nikolaevich Krasovsky (1924.09.07-2012.04.04), 俄罗斯人, N. Chetaev的学生, 1964年当选为

苏联科学院通讯院士 (1968 年为正式院士), 1976 年获列宁奖, 1984 年获国家奖, 1988 年当选为匈牙利科学院
外籍院士, 1992年获 Lyapunov金奖, 1996年获 Lomorosov金奖. 俄文: Николай Николаевич Красовский.
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122 系统、稳定与控制基础

φ(t) = αt + φ0, 故对任意的 ε > 0, 取 δ = ε, 则当 ϱ0 < δ 时, 对任意的
t ⩾ 0 有 ϱ (t, ϱ0, φ0) < ε.

(2) 由定理 3.1.4 知, 系统还是一致稳定的.
(3) 系统不是渐近稳定的. 这是因为 ϱ (t, ϱ0, φ0) ̸→ 0. 解毕.

例 3.1.5 试研究 [A], 其中 A = −λI2, 其中, λ ̸= 0.

解 原点是临界结点的情况, 解为 x(t) = e−λtξ.
(1) 当 λ > 0 时, 系统是渐近稳定的. 事实上, 对任意的 ε > 0, 取 δ = ε.

则当 ∥ξ∥ < δ 时, 对任意的 t ⩾ 0 有 ∥x(t)∥ < ε, 所以系统是稳定的. 又因为
x(t) → 0(t→ ∞), 所以系统是渐近稳定的.

(2) 显然, 系统是等度渐近稳定和一致渐近稳定的.
(3) 当 λ < 0 时, 系统是不稳定的. 这是因为 ∥x(t)∥ → ∞(t→ ∞). 解毕.

例 3.1.6 试研究 x′ = (6t sin t− 2t)x.

解 (1) 系统是稳定的. 事实上, 其通解为

x(t) = ξ exp
{
6 sin t− 6t cos t− t2 − 6 sin τ + 6t cos τ + τ2

}
,

而当 t ⩾ τ 时有 |x(t)| ⩽ ξ exp{τ2 + 6τ + 21}.
(2) 系统不是一致稳定的. 考虑 ξ ̸= 0, τ = 2nπ. 则当 n→ ∞ 时有

|x((2n+ 1)π, τ, ξ)| = ξ exp{(4n+ 1)π(6− π)} → ∞.

解毕.
有时, 还需要用到 I. Malkin¬在 1935 年给出的指数渐近稳定性定义.

定义 3.1.8 若存在 η,M,α > 0, 使得对任意的 τ ⩾ 0, ∥ξ∥ < η, 当
t ⩾ τ 时有 ∥x(t)∥ ⩽ M∥ξ∥e−α(t−τ), 则称系统 (3.1.2) 是指数渐近稳定的
(exponentially asy-stable).

3.1.2 Dini 导数

X 在 t0 的 Dini 导数 (Dini derivative)有下列 4 种:
(1,2) 上右 (上左)Dini 导数: D±X (t0) = lim sup

t→t±0

X(t)−X (t0)

t− t0
;

(3,4) 下右 (下左)Dini 导数: D±X (t0) = lim inf
t→t±0

X(t)−X (t0)

t− t0
.

若适当阶的矩阵函数 Y 是可导的, 则 Dini 导数有下列运算法则:

¬ Ioel Gilevich Malkin, 俄罗斯人. 俄文: Иоел Гилевич Малкин.
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 123

(1) D+ (X1 +X2) ⩽ (D+X1 +D+X2);
(2) D+ (X1 +X2) ⩾ (D+X1 +D+X2);
(3) 若 Y (t) ⩾ O, 则 D+(Y (t)X(t)) = Y ′(t)X(t) + Y (t)D+X(t);
(4) 若 Y (t) ⩽ O, 则 D+(Y (t)X(t)) = Y ′(t)X(t) + Y (t)D+X(t).

定理 3.1.5 连续 X 在一个区间上不减的充要条件是 D+X ⩾ 0.

证明 只需证充分性. 先设 D+X(t) > 0. 若存在 t1, t2 ∈ (α, β), t1 < t2,
但 X (t1) >X (t2), 则存在 µ, 使得 X (t1) > µ >X (t2).

令 ξ = sup{t | X(t) > µ}. 则 ξ ∈ (α, β), 且由 x 的连续性有 X(ξ) = µ.
故对任意的 t ∈ [ξ, β) 有

X(t)−X(ξ)

t− ξ
< 0, 从而 D+X(ξ) ⩽ 0. 矛盾.

现设 D+X ⩾ 0. 则对任意的 ε > 0 有 D+(X(t) + εt) ⩾ D+X(t) + ε > 0.
所以 X(t) + εt 是不减的. 证完.

引理 3.1.1 (单调收敛准则, monotone convergence criterion)单调
有界序列 (函数) 是收敛的.

引理 3.1.2 对任意的 x,y ∈ Rn, 定义 F (t) = ∥x + ty∥(t ∈ R), 则
D±F (0) 存在, 满足 −∥y∥ ⩽ D±F (0) ⩽ ∥y∥.

证明 由三角不等式知, 对任意的 u, v ∈ R, λ1, λ2 > 0, λ1 + λ2 = 1 有

F (λ1u+ λ2v) = ∥λ1(x+ uy) + λ2(x+ vy)∥
⩽ ∥λ1(x+ uy)∥+ ∥λ2(x+ vy)∥
= λ1∥x+ uy∥+ λ2∥x+ vy∥
= λ1F (u) + λ2F (v).

(3.1.5)

设 t1 < t2 < t3. 则 t2 =
t3 − t2
t3 − t1

t1 +
t2 − t1
t3 − t1

t3. 于是, 由式 (3.1.5) 有

F (t2) ⩽
t3 − t2
t3 − t1

F (t1) +
t2 − t1
t3 − t1

F (t3) .

故
F (t2)− F (t1)

t2 − t1
⩽ F (t3)− F (t1)

t3 − t1
⩽ F (t3)− F (t2)

t3 − t2
. 所以当 0 < h1 < h2

时有

F (t)− F (t− h2)

h2

⩽ F (t)− F (t− h1)

h1
⩽ F (t+ h1)− F (t)

h1
⩽ F (t+ h2)− F (t)

h2
.
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124 系统、稳定与控制基础

定义 φ(h) =
F (t)− F (t− h)

h
, ψ(h) =

F (t+ h)− F (t)

h
. 则它们在 h →

0+ 时是单调有界的, 故由单调收敛准则 (引理 3.1.1), D±F 存在. 特别地,
D±F (0) 存在. 又由三角不等式有

−|t|∥y∥ = −∥ty∥ ⩽ F (t)− F (0) = ∥x+ ty∥ − ∥x∥ ⩽ ∥ty∥ = |t|∥y∥.

证完.

引理 3.1.3 若 x 在 t 处存在左导数和右导数. 则 D±∥x(t)∥ 存在, 并且

−∥D±x(t)∥ ⩽ D±∥x(t)∥ ⩽ ∥D±x(t)∥ . (3.1.6)

证明 当 ∆t ̸= 0 时有 x(t+∆t) = x(t) +D±x(t) ·∆t+ o(∆t), 其中, 当
∆t > 0 时取 D+, 当 ∆t < 0 时取 D−. 于是, 由三角不等式有

∥x(t+∆t)∥ − ∥x(t)∥
∆t

=
∥x(t) +D±x(t)∆t∥ − ∥x(t)∥

∆t
+
o(∆t)

∆t
.

再由引理 3.1.2, 分别以 x, D±x 代替 x,y, 上式右端第一项当 ∆t → 0± 时存

在. 从而上式左端当 ∆t→ 0 时存在, 并满足式 (3.1.6). 证完.

3.1.3 Lie 导数、Lie 括号与 Lie 代数

考虑向量场 f 和一个标量函数 h, 其中 x,f ∈ Rn. 定义标量函数 h 关于

向量场 f 的 Lie 导数 (Lie derivative)为 Lfh = ⟨∇h,f⟩. 递推地, 定义

L0
fh = h, Li

fh = Lf
(
Li−1
f h

)
=
⟨
∇Li−1

f h,f
⟩
, i = 1, 2, · · · .

注记 3.1.1 Lie 导数实际上就是 h 沿着向量场 f 的方向导数.

对向量场 g, 定义 Lg (Lfh) = ⟨∇ (Lfh) , g⟩. 定义向量场 {f , g} 的 Lie 括
号 (Lie bracket)为 [f , g] = (∇g)f − (∇f)g, 并记

[f1, · · · ,fk−1,fk] = [f1, · · · , [fk−2, [fk−1,fk]] · · · ] .

例 3.1.7 若 f(x) =

(
−2x1 + ax2 + sinx1

−x2 cosx1

)
, g(x) =

(
0

cos 2x1

)
, 则

[f , g] =

(
0 0

−2 sin 2x1 0

)(
−2x1 + ax2 + sinx1

−x2 cosx1

)

−

(
−2 + cosx1 a

x2 sinx1 − cosx1

)(
0

cos 2x1

)
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 125

=

(
a cos 2x1

cosx1 cos 2x1 − 2 (−2x1 + ax2 + sinx1) sin 2x1

)
.

Lie 括号有下面三个基本性质:
(1) 双线性性 (bilinearity):

[c1f1 + c2f2, g] = c1 [f1, g]+c2 [f2, g] , [f , c1g1 + c2g2] = c1 [f , g1]+c2 [f , g2] ;

(2) 反交换性 (skew commutativity): [f , g] = −[g,f ];
(3) Jacobi 恒等式 (Jacobi identity): [f , g,h] + [g,h,f ] + [h,f , g] = 0.
Lie括号 [f , g]也可记 adfg. 递推地,记 ad0

fg = g, adi
fg =

[
f , adi−1

f g
]
(i =

1, 2, · · · ). 注意到

LfLgh− LgLfh = ∇ (Lgh)f −∇ (Lfh) g

= ∇((∇h)g)f −∇((∇h)f)g
=
(
∇h∇g + gT∇2h

)
f −

(
∇h∇f + fT∇2h

)
g

= ∇h((∇g)f − (∇f)g)
= ∇h[f , g],

即 Ladfgh = LfLgh− LgLfh, 也称为 Jacobi 恒等式. 进一步, 还有

Lad2fgh = Ladf (adfg)h

= LfLadfgh− LadfgLfh

= Lf (LfLgh− LgLfh)− (LfLg − LgLf )Lfh

= L2
fLgh− 2LfLgLfh+ LgL

2
fh.

下面定义 F 为向量场 f 中任意有限个元素的线性组合构成的集. 易证 F

是一个线性空间. 显然, [·, ·] : F × F 7→ F . 令

F =

{
k∑

λ=1

rλ
[
fλ
1 , · · · ,fλ

sλ

]
| rλ ∈ R,fλ

j ∈ F, j = 1, · · · , sλ

}
,

即 F 为 F 中任意有限个元素 f1, · · · ,fs 作成的 Lie 括号 [f1, · · · ,fs] 的线性
组合构成的集, 称为向量场生成的 Lie 代数 (Lie algebra).易证 F 是一个线性
空间.

3.1.4 Lyapunov 函数

研究非线性系统的稳定性, 主要采用 Lyapunov 直接方法, 这是由于求解
非线性系统有严重的困难. A. Lyapunov 受力学系统中渐近稳定平衡位置附
近总能量一定逐步减少这一物理现象的启发, 引入了一个作为工具的辅助函
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126 系统、稳定与控制基础

数-Lyapunov 函数. 通过它及它对系统全导数的性质就可判断系统的稳定性
等, 这一方法的优点在于避开了十分困难的非线性系统求解. 对非线性系统,
由于可由其变分方程等来构造 Lyapunov 函数, 而 Lyapunov 方法又同最优控
制、自适应控制和系统设计等领域有密切的关系.
下面考虑一个函数沿系统 (3.1.2) 解的 Dini 导数.

定理 3.1.6 设 V 定义在 I × G 上, 并且对 x 满足局部 Lipschitz 条件.
则其沿系统 (3.1.2) 解的上右导数

D+V (t,x(t)) = lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)))− V (t,x(t))

h
.

证明 由 Taylor 公式, 并注意到 Lipschitz 条件有

V (t+ h,x(t+ h))− V (t,x(t))

= V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)) + hε)− V (t,x(t))

⩽ V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t))) + Lh∥ε∥ − V (t,x(t)),

其中 ε→ 0, h→ 0. 故

D+V (t,x(t)) = lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t+ h))− V (t,x(t))

h

⩽ lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t))) + Lh∥ε∥ − V (t,x(t))

h

= lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)))− V (t,x(t))

h
.

(3.1.7)
另一方面有

V (t+ h,x(t+ h))− V (t,x(t))

= V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)) + hε)− V (t,x(t))

⩾ V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)))− Lh∥ε∥ − V (t,x(t)).

故

D+V (t,x(t))| = lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t+ h))− V (t,x(t))

h

⩾ lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)))− V (t,x(t))

h
.

(3.1.8)

由式 (3.1.7) 和式 (3.1.8) 得

D+V (t,x(t)) = lim sup
h→0+

V (t+ h,x(t) + hf(t,x(t)))− V (t,x(t))

h
.
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 127

证完.
定理 3.1.6 的重要意义在于求 V 沿系统 (3.1.2) 解的上右导数时, 不必知

道解本身.
若 V 是一阶可导的, 则对应的 Dini导数就是通常的导数. 事实上, 此时有

V 沿系统 (3.1.2) 解的导数为
dV (t,x(t))

dt =
∂V (t,x)

∂t
+∇V (t,x) · f(t,x) = ∂V (t,x)

∂t
+ LfV (t,x).

定义 3.1.9 若设 V 定义在 I ×G 上, 并满足
(1) V 是分段可微的;
(2) V (t,0) ≡ 0.

则称其是 Lyapunov 函数 (Lyapunov function).

定义 3.1.10 (1) 若 W (x) ⩾ 0, W (x) = 0 ⇐⇒ x = 0, 则称其为正定
的 (positive);

(2) 若 W (x) ⩽ 0, W (x) = 0 ⇐⇒ x = 0, 则称其为负定的 (negative);
(3) 若存在正定函数 W , 使得 V (t,x) ⩾W (x), 则称 V 是正定的;
(4) 若存在负定函数 W , 使得 V (t,x) ⩽W (x), 则称 V 是负定的;
(5) 若 V (t,x) ⩾ 0, V (t,0) ≡ 0, 则称其为半正定的 (semipositive);
(6) 若 V (t,x) ⩽ 0, V (t,0) ≡ 0, 则称其为半负定的 (seminegative).

例 3.1.8 若 P T = P , 则 V (x) = ⟨x,Px⟩ 正定的 (负定的, 半正定
的, 半负定的) 充要条件是 P 是正定的 (负定的, 半正定的, 半负定的), 记
P > O(P < O, P ⩾ O, P ⩽ O).

这样, 对称矩阵的全体构成了一个半序集, 但当 n > 1 时并不能构成一个

格.

例 3.1.9 V (x) = 13x21 + 2x22 + 2x42 + x62 − 10x1x2 − 4x1x
3
2 是正定的.

事实上, V (x) = (−3x1 + x2)
2
+ (2x1 − x2 − x32)

2
.

例 3.1.10 V (t,x) =
1

1 + t2
∥x∥2 是半正定的, 但不是正定的.

例 3.1.11 V (x) = ∥x∥2 + 2 既非正定又非负定的.

下面给出 H. Hahn¬在 1926 年引进的 K 类函数的概念.

¬ Hans Hahn (1879.09.27-1934.07.24), 奥地利人, von Escherich (Gustav Ritter von Escherich, 1849.
06.01-1935.01.28, 奥地利人) 的学生, 开拓集论和泛函分析, 奥地利科学院院士.
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128 系统、稳定与控制基础

定义 3.1.11 若 α(µ)(µ ⩾ 0) 满足
(1) α(µ) ⩾ 0, α(µ) = 0 ⇐⇒ µ = 0;
(2) 若 µ2 > µ1 ⩾ 0, 则 α (µ2) > α (µ1).

则称其为 K 类函数 (K class function), 记 α ∈ K.

定义 3.1.12 (1) 若对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 t ⩾ 0, ∥x∥ < δ 时有

|V (t,x)| < ε, 则称 V 有无穷小上界 (infinitesimally upper bound);
(2) 若存在正定函数 W , 使得 |V (t,x)| ⩽ W (x), 则称 V 有正定界 (posi-

tive bound).

显然, 若 V 有正定界, 则其有无穷小上界; 若 V 有无穷小上界, 则 V (t,0)

≡ 0.

注记 3.1.2 函数正定和有无穷小上界这类概念与 K 类函数这类概念在
利用 Lyapunov 函数研究稳定性方面是一样的, 但对不同的问题有时会有方便
和不方便之分. 前者较多见于俄文文献, 而后者较多见于西文文献.

下面来刻画这些概念之间的联系.

定理 3.1.7 (1) V 正定的充要条件是存在 α ∈ K,使得 V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) V 有正定界的充要条件是存在 β ∈ K, 使得 |V (t,x)| ⩽ β(∥x∥).

证明 (1) 只需证必要性. 由 V 正定性存在正定函数 W , 使得 V (t,x) ⩾
W (x).
令 φ(µ) = inf

∥x∥=µ
W (x). 若 µ = 0, 则 ∥x∥ = 0. 从而 x = 0. 所以

W (0) = 0. 易见 φ(0) = 0. 若 µ ̸= 0, 则 ∥x∥ ̸= 0. 从而 x ̸= 0. 所以
W (x) ̸= 0. 又 ∥x∥ = µ 是闭的, 所以 inf

∥x∥=µ
W (x) > 0, 即 φ(µ) > 0.

定义 α(µ) = inf
∥x∥⩾µ

W (x). 显然, α(0) = 0. 当 µ ̸= 0 时有 α(µ) ⩾ φ(µ) >

0. 而 α 的严格增加性是显然的.
(2) 只需证必要性. 由 V 有正定界, 故存在正定函数 W , 使得 |V (t,x)| ⩽

W (x).
令 β(µ) = sup

0⩽∥x∥⩽µ

W (x) + εµ, ε > 0. 显然 β(0) = 0, 当 µ ̸= 0 时有

β(µ) > 0. 而 |V (t,x)| ⩽ β(∥x∥), β 的严格增加性也是显然的. 证完.

定义 3.1.13 (1) 对任意的常数 λ, 若 V (λx) = λmV (x), 则称其是 m 次

型 (m-th form);
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 129

(2) 对任意的 t ⩾ 0, 常数 λ, 若 V (t, λx) = λmV (t,x), 则称其是变系数 m

次型 (m-th form with variable coefficient).

定理 3.1.8 若 V 是变系数 m 次型, 则
(1) 它正定的充要条件是存在 α > 0, 使得 V (t,x) ⩾ α∥x∥m;
(2) 它有正定界的充要条件是存在 β > 0, 使得 |V (t,x)| ⩽ β∥x∥m.

事实上,令 α = inf
t⩾0,∥x∥=1

|V (t,x)|, β = sup
t⩾0,∥x∥=1

|V (t,x)|,注意到 V (t,x) =

∥x∥mV
(
t,
x

∥x∥

)
即可.

定理 3.1.9 设 V = U + W , 其中 U 是变系数 m 次型, W (t,x) =

o (∥x∥m) 对 t ⩾ 0 一致成立, 即对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 当 t ⩾ 0,
∥x∥ < δ 时有 |W (t,x)| ⩽ ε∥x∥m. 若 U 是正定的, 则存在 η > 0, 当 t ⩾ 0,
∥x∥ < η 时, V 是正定的.

定理 3.1.10 设 V = U +W , 其中 U 是变系数 m 次型, 并且对任意的
δ > 0, 存在 x1,x2, ∥x1∥ , ∥x2∥ < δ, t1, t2 ⩾ 0, 使得 U (t1,x1)U (t2,x2) < 0,
而 W (t,x) = o (∥x∥m) 对 t 一致成立. 则对任意的 η, ε > 0, 存在 y1,y2,
∥y1∥ , ∥y2∥ < η, t1, t2 ⩾ 0, 使得 V (t1,y1)V (t2,y2) < 0.

推论 3.1.2 设 P > O. 设 V (t,x) = ⟨x,Px⟩+W (t,x). 若存在 η > 0,
α, 0 < α < λmin(P ), λmin(P ) 表示 P 的最小特征值, 当 t ⩾ 0, ∥x∥ < η 时有

|W (t,x)| ⩽ α∥x∥2, 则对任意的 t ⩾ 0, ∥x∥ < η, V 是正定的.

例 3.1.12 V (t,x) = (1 + t)∥x∥2 是正定的, 但没有无穷小上界.

例 3.1.13 设

V (t,x) =

{
∥x∥2, ∥x∥ ⩽ 1,(
1 + t

√
∥x∥2 − 1

)
∥x∥2, ∥x∥ > 1.

则 V 是正定的, 并有无穷小上界, 但没有时不变正定界.

例 3.1.14 当 |x| < 3
√
2 时, V (x) = 5x21 + 5x22 − 6x1x2 − x31 + x52 是正定

的.

例 3.1.15 V (x) = x21 − 2x22 + 4x1x2 + x41 + x42 既不是正定又不是负定

的.
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130 系统、稳定与控制基础

定义 3.1.14 若对任意的 M ⩾ 0, xn → x ∈ ∂G, 存在 N ∈ Z+, 对任
意的 n ⩾ N 有 W (xn) > M , 则称其在 G 上有无穷大下界 (infinitely lower
bound).

定义 3.1.15 若 φ ∈ K,并且 lim
µ→∞

φ(µ) = ∞,则称其为 K∞ 类函数 (K∞

class function), 记 φ ∈ K∞.

定理 3.1.11 W 正定的充要条件是存在 φ ∈ K∞,对任意的 x有W (x) ⩾
φ(∥x∥).

定义 3.1.16 若存在 φ ∈ K∞, 对任意的 t ⩾ 0,x, 使得 V (t,x) ⩾
φ(∥x∥), 则称其为径向无界的 (radially unbounded).

由于 AT = A ∈ Rn×n 的 n 个特征值均为实数, 不妨设它们从小到大排列
为 λ1 ⩽ · · · ⩽ λn.

例 3.1.16 若 P > O, 则 ⟨x,Px⟩ 是径向无界的.

事实上, 由 Rayleigh-Ritz 定理 (定理 1.4.6), 立即有 ⟨x,Px⟩ ⩾ λ1 ∥x∥2.

3.2 稳定性与不稳定性

3.2.1 稳定性与一致稳定性

定理 3.2.1 (Lyapunov稳定性定理, Lyapunov stability theorem)若
存在 Lyapunov 函数 V , α ∈ K, 对任意的 t ⩾ 0, ∥x∥ < ϱ, 使得

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ 0.
则系统 (3.1.2) 是稳定的.

证明 由 V 的连续性知, 对任意的 τ ⩾ 0, ε > 0, 存在 δ > 0, 对任
意的 ∥ξ∥ < δ 有 V (τ, ξ) ⩽ α(ε). 而由 (2), 对任意的 t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ 有

V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ε), 从而有 α(∥x∥) ⩽ V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ε), 即当
t ⩾ τ 时有 ∥x(t)∥ < ε, 所以系统 (3.1.2) 是稳定的. 证完.

例 3.2.1 试研究 x′′ + p(t)x′ + e−tx = 0 的稳定性.

解 令 x = x1, x′ = x2, 则有
{
x′1 = x2,

x′2 = −e−tx1 − p(t)x2.
取 Lyapunov 函
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 131

数 V (t,x) = x21 + etx22. 则有 x21 + etx22 ⩾ ∥x∥2. 又 d
dtV (t,x) = etx22(−2p+1),

所以由 Lyapunov 稳定性定理 (定理 3.2.1), 当 p(t) ⩾ 1

2
时, 系统是稳定的. 解

毕.

例 3.2.2 刚体绕固定点转动的稳定性: 设刚体重心与固定点 O 重合, 刚
体连体坐标系的指向与其惯性主轴一致, 惯性主轴的转动惯量为 α, β, γ, ω 是
其瞬时转动的角速度向量, 它在惯性主轴上的投影分别为 ω1, ω2, ω3, 则其转动
方程为 

αω′
1 = (β − γ)ω2ω3,

βω′
2 = (γ − α)ω3ω1,

γω′
2 = (α− β)ω1ω2.

试研究其绕一固定轴做等速时不变转动 ω1 = ω10, ω2 = ω3 = 0 的稳定性.

解 令 ξ1 = ω1 − ω10, ξ2 = ω2, ξ3 = ω3, 则有
ξ′1 =

β − γ

α
ξ2ξ3,

ξ′2 =
γ − α

β
(ω10 + ξ1) ξ3,

ξ′3 =
α− β

γ
(ω10 + ξ1) ξ2,

取 Lyapunov 函数

V (ξ) = β(β − α)ξ22 + γ(γ − α)ξ23 +
(
βξ22 + γξ23 + α

(
ξ21 + 2ω10ξ1

))2
.

易验证, 当 α < min{β, γ} 时, V 是正定的, 并且 Lξ′V (ξ) = 0, 所以由 Lya-
punov 稳定性定理 (定理 3.2.1) 可知, 原系统对应绕最小转动惯量惯性主轴的
转动是稳定的.
若 α > min{β, γ}, 则可取 Lyapunov 函数

V (ξ) = β(α− β)ξ22 + γ(α− γ)ξ23 +
(
βξ22 + γξ23 + α

(
ξ21 + 2ω10ξ1

))2
,

同样由 Lyapunov 稳定性定理 (定理 3.2.1) 可证, 原系统对应绕最小转动惯量
的惯性主轴的转动是稳定的. 解毕.

例 3.2.3 试研究飞机纵向运动稳定性: 设飞机的对称面与惯性坐标系的
铅直面重合, 其质心在 G 点, 质心速度 v 与水平线夹角为 ϑ, 飞机的攻角为 α,
如图 3.3 所示.

解 飞机受下述力的作用:
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132 系统、稳定与控制基础
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图 3.3 飞机受力示意图

(1) 重力 mg, 其中 g 为重力加速度;
(2) 升力 cLv

2, 其中 v 为飞行速度, cL 为升力系数;
(3) 阻力 cDv

2, 其中 cD 为阻力系数.
而其动态方程为 {

mv′ = −mg sinϑ− cD(α)v
2,

mvϑ′ = −mg cosϑ+ cL(α)v
2.

引入新的无量纲变量 v20 =
mg

cL
, τ =

gt

v0
, η =

v

v0
, β =

cD
cL

, 则有
dη
dτ = − sinϑ− βη2,

dϑ
dτ =

− cosϑ+ η2

η
.

(3.2.1)

系统 (3.2.1) 实际上是描述飞机质心的运动方程.
设 β = 0, 即阻力为零. 于是匀速 η = 1 与零姿态角 ϑ = 0 的飞行是系统

的一个时不变运动. 令 V (η, ϑ) =
η3

3
− η cosϑ+

2

3
, 则 d

dtV (η, ϑ) = 0.

令 η = 1 + ζ, cosϑ = 1− ϑ2

2
+ o (ϑ2), 则

V (1 + ζ, ϑ) = ζ2 +
ϑ2

2
+
ζ3

3
+
ζϑ2

2
+ o

(
ϑ2
)

是正定的. 于是, 由 Lyapunov 稳定性定理 (定理 3.2.1), 匀速 η = 1 与零姿态

角 ϑ = 0 的飞行系统是稳定的. 解毕.

定理 3.2.2 (Persidsky 一致稳定性定理, Persidsky uniform stabil-
ity theorem)若存在 Lyapunov 函数 V , α, β ∈ K, 对任意的 t ⩾ 0, ∥ξ∥ < ϱ,
使得

(1) β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 133

(2) d
dtV (t,x) ⩽ 0.

则系统 (3.1.2) 是一致稳定的.

证明 由 (2) 可知, 对任意的 ε > 0, 取 δ = β−1(α(ε)), 对任意的 τ ⩾ 0,
∥ξ∥ < δ, t ⩾ τ 有 V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ β(δ) = α(ε). 由 Lyapunov 稳定性定理
(定理 3.2.1) 的证明有 ∥x(t)∥ < ε. 所以系统 (3.1.2) 是一致稳定的. 证完.

例 3.2.4 试研究

{
x′1 = −x1 + x2,

x′2 = x1 cos t− x2.

解 显然它有零解. 令 Lyapunov 函数 V (x) =
1

2
∥x∥2, 则有

Lx′V (x(t)) = x(t)(−x(t) + y(t)) + y(t)(x(t) cos t− y(t))

= −∥x(t)∥2 + 2x(t)y(t) cos2 t
2

⩽ 0.

所以由 Persidsky 一致稳定性定理 (定理 3.2.2) 可知, 系统是一致稳定的. 解
毕.

例 3.2.5 试研究 x′′ + x′ + (2 + sin t)x = 0.

解 令 x = x1, x′ = x2, 则有
{
x′1 = x2,

x′2 = −x2 − (2 + sin t)x1.

取 Lyapunov 函数 V (t,x) = x21 +
x22

2 + sin t , 则有

Lx′V (t,x(t)) = −x22(t)
4 + 2 sin t+ cos t

(2 + sin t)2 ⩽ 0.

所以由 Persidsky 一致稳定性定理 (定理 3.2.2) 可知, 系统是一致稳定的. 解
毕.

3.2.2 关于部分变元的稳定性

关于部分变元的稳定性 (partial stability)是 V. Rumyantsev¬于 1957 年
提出的. 事实上, A. Lyapunov 最初的工作就有这样一个注记. 这样的工作是
有意义的, 例如, 高阶系统可等价地化为方程组, 从而只对一个变元的稳定性进
行研究. 还有些实际问题, 人们只对其中的部分变元有兴趣, 或由于技术上的

¬ Vladimir Vital’yevich Rumyantsev (1921.07.19-2007.06.10),俄罗斯人, 1992年当选为俄罗斯科学院院
士. 俄文: Владимир Витальевич Румяцев.
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134 系统、稳定与控制基础

原因, 对另一部分的变元无法控制和观测. 适当地修改稳定性定义, Lyapunov
函数定义和稳定性定理, 就可得关于部分变元稳定性的结果. 下面只举例性地
给出关于部分变元的稳定性概念定义, Lyapunov 函数定义和稳定性定理.
将系统 (3.1.2) 分成两个部分{

x′
1 = f1(t,x),

x′
2 = f2(t,x),

(3.2.2)

其中 x1 ∈ Rm, x2 ∈ Rn−m.

定义 3.2.1 (1) 若对任意的 ε > 0, τ ⩾ 0, 存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ ,
∥ξ∥ < δ, 使得 ∥x1(t)∥ < ε, 则称系统 (3.2.2) 关于 x1 是稳定的;

(2)若存在 ε0 > 0, τ0 ⩾ 0,对任意的 δ > 0,存在 t0 ⩾ τ0, ξ0 满足 ∥ξ0∥ < δ,
使得 ∥x1 (t0, τ0, ξ0)∥ ⩾ ε0, 则称系统 (3.2.2) 关于 x1 是不稳定的;

(3) 若对任意的 ε > 0, 存在 δ > 0, 对任意的 τ ⩾ 0, t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ, 使得
∥x1(t)∥ < ε, 则称系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致稳定的;

(4) 若对任意的 τ ⩾ 0, 存在 η > 0, 对任意的 ε > 0, ∥ξ∥ < η, 存在 T ⩾ 0,
当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x1(t)∥ < ε, 则称系统 (3.2.2) 关于 x1 是吸引的;

(5) 若存在 η > 0, 对任意的 ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 对任意的 τ ⩾ 0, ∥ξ∥ < η,
当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x1(t)∥ < ε, 则称系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致吸引的;

(6) 若系统 (3.2.2) 关于 x1 是稳定和吸引的, 则称其关于 x1 是渐近稳定

的;
(7) 若系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致稳定和一致吸引的, 则称其关于 x1 是

一致渐近稳定的.

定义 3.2.2 (1) 若存在正定函数 W , 使得 V (t,x) ⩾ W (x1), 则称 V 关

于 x1 是正定的;
(2) 若存在负定函数 W , 使得 V (t,x) ⩽ W (x1), 则称 V 关于 x1 是负定

的.

定理 3.2.3 (1) V 关于 x1正定的充要条件是存在 α ∈ K,使得 V (t,x) ⩾
α (∥x1∥);

(2) V 关于 x1 有正定界的充要条件是存在 β ∈ K, 使得 |V (t,x)| ⩽
β (∥x1∥).

定理 3.2.4 若存在 Lyapunov 函数 V , α ∈ K, 对任意的 t ⩾ 0, ∥x∥ < ϱ,
使得

(1) V (t,x) ⩾ α (∥x1∥);
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 135

(2) d
dtV (t,x) ⩽ 0.

则系统 (3.2.2) 关于 x1 是稳定的.

证明 由 V 的连续性知, 对任意的 τ ⩾ 0, ε > 0, 存在 δ > 0, 对任
意的 ∥ξ∥ < δ 有 V (τ, ξ) ⩽ α(ε). 而由 (2), 对任意的 t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ 有

V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ε). 从而有 α (∥x1∥) ⩽ V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ε), 即当
t ⩾ τ 时有 ∥x1(t)∥ < ε. 所以系统 (3.2.2) 关于 x1 是稳定的. 证完.

定理 3.2.5 若存在 Lyapunov 函数 V , α, β ∈ K, 对任意的 t ⩾ 0, ∥ξ∥ <
ϱ, 使得

(1) β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α (∥x1∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ 0.

则系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致稳定的.

证明 由 (2), 对任意的 ε > 0, 取 δ = β−1(α(ε)), 对任意的 τ ⩾ 0,
∥ξ∥ < δ, t ⩾ τ 有 V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ β(δ) = α(ε). 由定理 3.2.4 的证明有
∥x1(t, τ, ξ)∥ < ε, 所以系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致稳定的. 证完.

例 3.2.6 设电感、电阻和电容分别为 L1, L23, R1, C12, C3, 对应回路中
电流和电荷分别为 is, qs, 满足 is = q′s, 试研究如图 3.4 所示的电路.

R1

L1

C3C12 L23

- - -
i1 i2 i3

图 3.4 LRC 电路图

解 类似于动力学的分析方法, 该回路系统的动能、势能和耗散函数分别
为

T =
1

2

(
L1q

′
1
2
+ L23 (q

′
2 − q′3)

2
)
, U =

1

2

(
q23
C3

+
(q1 − q2)

2

C12

)
, R = R1q

′
1
2
.

利用 Lagrange 第二类方程 d
dt

(
∂T

∂q′s

)
− ∂T

∂qs
+
∂U

∂qs
+
∂R

∂q′s
= 0 得回路系
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136 系统、稳定与控制基础

统的运动方程 
L1q

′′
1 +R1q

′
1 −

1

C12

(q2 − q1) = 0,

L23 (q
′′
2 − q′′3 ) +

1

C12

(q2 − q1) = 0,

L23 (q
′′
3 − q′′2 ) +

q3
C3

= 0.

这是一个 6 阶线性系统, 以总能量作为 Lyapunov 函数, 即

V = T + U =
1

2

(
L1q

′
1
2
+ L23 (q

′
2 − q′3)

2
)
+

1

2

(
q23
C3

+
(q1 − q2)

2

C12

)
,

则有

V ′ = L1q
′
1q

′′
1 + L23 (q

′
2 − q′3) (q

′′
2 − q′′3 ) +

1

C3

q3q
′
3 +

1

C12

(q1 − q2) (q
′
1 − q′2)

= −R1q
′
1 +

1

C3

q′2q3 −
1

C12

(q1 − q2) q
′
2.

通过运动方程的后两个方程知 C3 (q1 − q2) = C12q3, 于是, V ′ = −R1q
′
1 ⩽ 0.

由于 Lyapunov 函数 V 可视为 q1 − q2, q3, q
′
1 的正定函数, 故回路系统对这些

量作为输出时有部分变元稳定性. 解毕.

3.2.3 不稳定性

系统本身不稳定的情况是大量存在的, 例如, 要在小初始扰动下产生一个
稳定的自激振动 (钟表), 它就是不稳定的. 再有, 自行车本身也是不稳定的, 但
经人的反馈控制后, 它就有很好的动态稳定性, 并且有很好的操纵性. 还有, 近
代飞机已经要求设计空气不稳定的构件以确保提高操纵性. 所以研究一个系统
的不稳定性是非常有意义的.
关于不稳定性, 给出 N. Chetaev¬的不稳定性定理.

定理 3.2.6 (Chetaev不稳定性定理, Chetaev instability theorem)若
存在 ε > 0, 使得 Bε ⊆ G, 其中 Bε = {x | ∥x∥ < ε}, 存在开集 P ⊆ Bε, 使得
0 ∈ ∂P , 存在 α ∈ K, Lyapunov 函数 V (x ∈ Bε), 使得

(1) 存在 k ⩾ 0, 当 x ∈ P 时有 0 < V (t,x) ⩽ k;
(2) d

dtV ⩾ α(V );
(3) 当 x ∈ ∂P

∩
Bε 时有 V (t,x) = 0.

则系统 (3.1.2) 是不稳定的.

¬ Nikolai Gur’yevich Chetaev (1902.11.23-1959.10.17), 俄罗斯人, Dmitri Nikolayevich Seiliger 的学生,
1960 年获列宁奖. 俄文: Николай Гуревич Четаев.
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 137

证明 由 0 ∈ ∂P , 对任意的 δ > 0, 存在 τ ⩾ 0, ξ ∈ P
∩
Bε, 使得

V (τ, ξ) > 0.
设当 t ⩾ τ 时有 ∥x(t)∥ < ε. 再由 ξ ∈ P , (2) 和 (3), 当 t ⩾ τ 时有

x(t) ∈ P . 从而当 t ⩾ τ 时, 注意到 V (t,x(t)) ⩾ V (τ, ξ), 当 t→ ∞ 时有

k ⩾ V (t,x(t)) = V (τ, ξ)+

tˆ

τ

d
dsV (s,x(s))ds ⩾ V (τ, ξ)+α(V (τ, ξ))(t−τ) → ∞.

这表明 ∥x(t)∥ < ε 不成立. 所以系统 (3.1.2) 是不稳定的. 证完.

例 3.2.7 试继续研究例 3.2.2, 但转动轴将是转动惯量居中的主轴, 此时
转动仍然是 ω1 = ω10, ω2 = 0, ω3 = 0, 而转动惯量改设为 γ > α > β.

解 取 Lyapunov 函数 V (ξ) = ξ2ξ3, 则有

Lξ′V (ξ) = (ω10 + ξ1)

(
γ − α

β
ξ23 +

α− β

γ
ξ22

)
.

取 P = {ξ | ξ2, ξ3 > 0, ∥ξ∥ < ε}, 则易证
(1) 存在 k > 0, 使得对任意的 ξ ∈ P 有 0 < V (ξ) ⩽ k;
(2) 存在 µ > 0, ξ ∈ Bε, 使得 Lξ′V ⩾ µV (ξ);
(3) 当 0 ∈ P , ξ ∈ ∂P

∩
Bε 时有 V (t, ξ) = 0.

从而由 Chetaev 不稳定性定理 (定理 3.2.6) 可知, 绕转动惯量居中主轴的匀速
转动是不稳定的. 解毕.

推论 3.2.1 (Lyapunov第一不稳定性定理, Lyapunov first instabil-
ity theorem)若存在 ε > 0, 使得 Bε ⊆ G, 存在开集 P ⊆ Bε, 使得 0 ∈ ∂P ,
存在 α ∈ K, Lyapunov 函数 V (x ∈ Bε), 使得

(1) 存在 β ∈ K, 当 x ∈ P 时有 0 < V (t,x) ⩽ β(∥x∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩾ α(∥x∥);

(3) 当 x ∈ ∂P
∩
Bε 时有 V (t,x) = 0.

则系统 (3.1.2) 是不稳定的.

例 3.2.8 试研究


x′1 = tx1 + etx2 + x21x2,

x′2 =
t+ 2

t+ 1
x1 − tx2 + x1x

2
2.
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138 系统、稳定与控制基础

解 取 Lyapunov 函数 V (x) = x1x2, 则有

Lx′V (x(t)) =
t+ 2

t+ 1
x21(t) + etx22(t) + 2x21(t)x

2
2(t) > ∥x(t)∥2 + 2x21(t)x

2
2(t),

这是正定函数. 取 ε = 1, P = {x | x1x2 > 0, ∥x∥2 < 1}, 则由 Lyapunov 第一
不稳定性定理 (推论 3.2.1) 可知, 系统是不稳定的. 解毕.

例 3.2.9 试研究

{
x′1 = x32 + x51,

x′2 = x31 + x52.

解 取 Lyapunov 函数 V (x) = x41 − x42, 则有

Lx′V (x) = 4
(
x81 − x82

)
= 4

(
x41 + x42

)
V (x).

取 ε = 1, P = {x | x21 − x22 > 0, ∥x∥2 < 1}, 则由 Lyapunov 第一不稳定性定理
(推论 3.2.1) 可知, 系统是不稳定的. 解毕.

推论 3.2.2 (Lyapunov第二不稳定性定理, Lyapunov second insta-
bility theorem)若存在 ε > 0,使得 Bε ⊆ G,存在开集 P ⊆ Bε,使得 0 ∈ ∂P ,
存在 α ∈ K, Lyapunov 函数 V (x ∈ Bε), 使得

(1) 存在 β ∈ K, 当 x ∈ P 时有 0 < V (t,x) ⩽ β(∥x∥);

(2) 存在 c ⩾ 0, 连续函数 W , 当 x ∈ P 时有 W (t,x) ⩾ 0, 使得 d
dtV =

cV +W ;
(3) 当 x ∈ ∂P

∩
Bε 时有 V (t,x) = 0.

则系统 (3.1.2) 是不稳定的.

不稳定性定理的本质在于给出一个条件, 使得能够确定在平衡位置的任意
邻域内一种偏离平衡位置的解总是存在的. 上述定理及推论中的 P 就是为了

保证这样的情况发生区域. 另外, 偏离平衡位置解的集维数对不稳定性来讲是
无关紧要的, 故 P 的维数还可低一些.

例 3.2.10 试研究 [A] 的不稳定性, 其中 A = diag(−1, 1).

解 这是鞍点的情形. 取 P = {ke2 | k ⩾ 0}, 这是一个一维的情况. 若取
Lyapunov 函数 V (x) = ∥x∥2, 则 L[A]V (x) = −x21 + x22. 由于在 P 上, x1 = 0,
于是在 P 上有 L[A]V (x) = 2V (x), 并且 0 ∈ ∂P , 从而满足了 Chetaev 不稳定
性定理 (定理 3.2.6) 的条件. 解毕.
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3.3 渐近稳定性

3.3.1 一致渐近稳定性

定理 3.3.1 (Lyapunov 一致渐近稳定性定理, Lyapunov uniform
asymptotic stability theorem)若存在 Lyapunov 函数 V , α, β, γ ∈ K, 使
得

(1) β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥).
则系统 (3.1.2) 是一致渐近稳定的.

证明 由 Persidsky 一致稳定性定理 (定理 3.2.2) 知系统 (3.1.2) 是一致
稳定的, 即对任意的 ε > 0, 存在 η > 0, 对任意的 τ ⩾ 0, ∥ξ∥ < η, 当 t ⩾ τ 时

有 ∥x(t)∥ < ε.
往证系统 (3.1.2) 是一致吸引的. 设对任意的 ν > 0, 使得 Bν ⊆ G. 定义

At,ν = {x | V (t,x) ⩽ α(ν),x ∈ G}.

则由 (2) 及 Bν ⊆ G, 对任意的 τ ⩾ 0, ξ ∈ Aτ,ν 有 V (t,x) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ν).
于是由 (1) 有 ∥x(t)∥ < ν. 定义 Tν,ε =

β(ν)− α(η)

γ(η)
.

任取 σ > Tν,ε. 设对任意的 τ ′ 有 ∥x(τ ′)∥ ⩾ η. 因为 ∥x(t)∥ < ν, 所以有
V (τ, ξ) ⩽ β(∥ξ∥) < β(ν). 又因为 ∥x(τ ′, τ, ξ)∥ ⩾ η,所以有 V (τ+σ,x(τ+σ)) ⩾
α(∥x(τ + σ)∥) > α(η). 则有

β(ν)− α(η) > V (τ, ξ)− V (τ + σ, x(τ + σ))

=
τ+σ´
τ

− d
dτ ′V (τ ′,x(τ ′))dτ ′

⩾
τ+σ´
τ

γ(η)dτ ′

= σγ(η)

> β(ν)− α(η).

矛盾. 所以 ∥x(τ ′)∥ ⩾ η 不成立, 即存在 τ ⩽ τ ′′ ⩽ τ + σ, 使得 ∥x(τ ′′)∥ < η, 故
存在 T = Tν,ε, 对任意的 τ ⩾ 0, ξ ∈ Aτ,ν , t ⩾ τ + T 有 ∥x(t)∥ < ε.

取 µ > 0, 使得 β(µ) = α(ν). 则当 ∥x∥ < µ 时有 V (t,x) ⩽ β(µ) = α(ν).
于是, 对任意的 τ ⩾ 0 有 Bµ ⊆ Aτ,ν . 从而 Bµ ⊆ Aν =

∩
τ⩾0

Aτ,ν . 所以由上面

所述可知, 存在 µ > 0, 对任意的 ε > 0, 存在 T ⩾ 0, 对任意的 τ ⩾ 0, ξ ∈ Bµ,
t ⩾ τ + T 有 ∥x(t)∥ < ε, 即系统 (3.1.2) 是一致吸引的. 证完.
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140 系统、稳定与控制基础

1892年, A. Lyapunov的博士论文在定理的相同条件下只证了系统的渐近
稳定性, 1933 年, K. Persidsky 给出了现在的结论. 他还给出了等度渐近稳定
性定理.

Lyapunov 一致渐近稳定性定理 (定理 3.3.1)(2) 可修改为 d
dtV ⩽ −γ(V ).

这样, 又有下面的定理.

定理 3.3.2 若存在 Lyapunov 函数 V , α, β, γ ∈ K, 使得
(1) β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV ⩽ −γ(V ).
则系统 (3.1.2) 是一致渐近稳定的.

Lyapunov 一致渐近稳定性定理 (定理 3.3.1)(1) 意味着 V 是正定并有无

穷小上界. 若去掉 V 有无穷小上界的条件, 定理结论则不成立, 甚至连渐近稳
定的结论也得不到.

1949 年, J. Massera 给出了一个反例.

例 3.3.1 (Massera 反例, Massera’s counterexample)构造可微函
数 g, 满足

(1) g(i) = 1, i ∈ Z+;

(2) g2(t) = e−t, t /∈
∞∪
i=1

Ii, 其中 Ii =

[
i−
(
1

2

)i

, i+

(
1

2

)i
]
;

(3) 1 ⩾ g2(t) ⩾ e−t, t ∈
∞∪
i=1

Ii.

J.Massera 的反例如图 3.5 所示.

-

6

O t

x

1

x = e−t

1 2 3 4 5
图 3.5 J. Massera 的反例

考虑方程 x′ =
g′

g
x. 容易求出其通解为 x(t) =

g(t)

g(τ)
ξ. 由此, 系统是稳定

但不是渐近稳定的. 取 V (t, x) =
x2

g2(t)

(
3−

t́

0

g2(s)ds
)
. 因为
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 141

∞̂

0

g2(s)ds <
∞̂

0

e−sds+
∞∑
i=1

(
1

2

)i

= 2,

所以 V (t, x) ⩾ x2, 即为正定的. 但显然其没有无穷小上界, 而 V ′(t, x(t)) =

−x2(t).
事实上, J. Massera 的反例 (例 3.3.1) 原始是给出 g 的具体表达式的. 令

g(t) =
∞∑

n=1

1

1 + n4(t− n)2
.

则此级数及其逐项求导数所成的级数均在任何有限区间上是一致收敛的, 故 g

是可微的, 并且有
(1) g(n) > 1;
(2) g(t) < 2 +

∞∑
n=1

1

n4
= c, t ⩾ 0.

余下的工作省略了.

定理 3.3.3 设 G 是开区域并且 0 ∈ G. 若存在 Lyapunov 函数 V , 正定
函数 W1,W2, γ ∈ K, 使得

(1) W2(x) ⩾ V (t,x) ⩾W1(x);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥);
(3) lim

x→∂G
W2(x) = ∞,

则系统 (3.1.2) 是一致渐近稳定的并且 G 为吸引区域.

证明 只需证 G 为吸引区域. 因为 W1(ξ) 是有限的, 所以存在 k ⩾ 0, 使
得 {x |W1(x) ⩽ k} = G1k ⊆ G 是含 ξ 的闭区域.

对任意的 ε > 0, 令 η = min {W2(x) | x ∈ G1k \Bε}, 则对任意的 x,
W1(x) ⩽ η 有 ∥x∥ < ε.
令 T =

k − η

γ
, 其中 γ = inf

(t,x)∈R\R−×G1k\Bε

{
− d
dtV (t,x)

}
. 显然 γ ⩾ 0. 则

当 t ⩾ τ + T 时有 ∥x(t)∥ < ε.
事实上, 由 (2), 只需证存在 t1 ∈ [τ, τ + T ], 使得 ∥x (t1)∥ < ε. 若不然, 则

对任意的 t ∈ [τ, τ + T ] 有 ∥x(t)∥ ⩾ ε. 由 η 的定义有 W2(x) ⩾ η, 故

k − η ⩾W1(ξ)−W2 (x(τ + T ))

> V (τ, ξ)− V (τ + T,x(τ + T ))

= −
τ+T´
τ

d
dtV (t,x(t))dt

⩾ γT,
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142 系统、稳定与控制基础

这与 T =
k − η

γ
矛盾, 即 G 为吸引区域. 证完.

例 3.3.2 试研究有阻尼的单摆系统 φ′′ +φ′ + sinφ = 0 的一致渐近稳定

性, 其中 φ 是摆相对于垂直轴的偏角.

解 令 φ = φ1, φ′ = φ2 得

{
φ′
1 = φ2,

φ′
2 = −φ2 − sinφ1.

构造 Lyapunov 函数 V (φ) = φ2
2 + (φ2 + φ1)

2
+ 4 (1− cosφ1), 则有

Lφ′V (φ(t)) = −2
(
φ2
2(t) + φ1(t) sinφ1(t)

)
是负定的. 所以系统是一致渐近稳定的. 解毕.
在例 3.3.2 中, 若只取总能量 V (φ) =

1

2
φ2 + 1− cosφ1 作为 Lyapunov 函

数, 则得 Lφ′V (φ) = −φ2
2, 不是负定的, 从而得不到一致渐近稳定性的结论.

例 3.3.3 试研究

{
x′1 = −

(
1 + sin2 t

)
x1 + (1− sin t cos t)x2,

x′2 = −(1− sin t cos t)x1 + (1 + cos2 t)x2.

解 取 V (x) = ∥x∥2,则 LfV (x(t)) = −2∥x(t)∥2−2 (x1(t) sin t+ x2(t) cos t)2

是负定的. 所以系统是一致渐近稳定的. 解毕.
为了研究周期系统的 (一致) 渐近稳定性, 给出下面的定义.

定义 3.3.1 若对任意的 δ > 0, 存在 t ⩾ τ , 使得 ∥x(t)∥ < δ, 则称系
统 (3.1.2) 是弱吸引的 (weakly attractive).

引理 3.3.1 若存在 α, γ ∈ K, 可微函数 V , V (t,0) = 0, 使得
(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥).
则系统 (3.1.2) 是弱吸引的.

引理 3.3.2 若系统 (3.1.2) 是一致稳定和弱吸引的, 则是吸引的.

对周期系统有 N. Krasovsky 于 1959 年给出的一致渐近稳定性定理.

定理 3.3.4 (Krasovsky 一致渐近稳定性定理, Krasovsky uniform
asymptotic stability theorem)若存在 α ∈ K, Lyapunov函数 V (t,x), V (t+

ω,x) = V (t,x), 使得
(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



i
i

i
i

i
i

i
i

第 3 章 Lyapunov 稳定性 143

(2) d
dtV (t,x(t)) ⩽ 0;

(3) 在 M \ {(t,0)} 中不存在任何系统的正半轨线, 其中

M =

{
(t,x) | d

dtV (t,x) = 0

}
.

则 x′ = f(t,x),f(t+ ω,x) ≡ f(t,x) 是渐近稳定的 (由定理 3.1.4 可知是一致
渐近稳定的).
若 (1)改为 (1)’存在 τ ⩾ 0,对任意的 δ > 0,存在 ∥ξ∥ < δ,有 V (τ, ξ) < 0;

则周期系统是不稳定的.

证明 由 Lyapunov稳定性定理 (定理 3.2.1)可知, 系统是稳定的, 由定理
3.1.4 可知, 系统是一致稳定的, 而由引理 3.3.2, 故只需证系统是弱吸引的.
若不然, 存在 δ > 0, 对任意的 t ⩾ τ 有 ∥x(t)∥ ⩾ δ. 由 (1) 和 (2), 取

ξ ∈ Aτ,ν , 则当 t ⩾ τ 时有 α(∥x(t, τ, ξ)∥) ⩽ V (t,x(t, τ, ξ)) ⩽ V (τ, ξ) ⩽ α(ν).
从而有 ∥x(t, τ, ξ)∥ ⩽ ν. 故有 δ ⩽ ∥x(t, τ, ξ)∥ ⩽ ν. 因此由 Bolzano-Weierstraß
定理 (定理 1.2.13) 可知, {xk = x(τ + kω, τ, ξ)} 有收敛子序列. 简单起见, 记
lim
k→∞

xk = x∗.
由 (2), 注意到 V (t,x) 的连续性和周期性有

lim
t→∞

V (t,x(t, τ, ξ)) = lim
k→∞

V (τ+kω,x(τ+kω, τ, ξ)) = lim
k→∞

V (τ,xk) = V (τ,x∗) .

(3.3.1)
由 (3), 存在 t∗ > τ , 使得 LfV (t∗,x (t∗, τ,x∗)) < 0, 从而

V (t∗,x (t∗, τ,x∗)) ̸= V (τ,x∗) . (3.3.2)

由 f(t,x) 的周期性和解的存在惟一性有

x (t∗, τ,xk) = x (t∗ + kω, τ + kω,xk)

= x (t∗ + kω, τ + kω,x(τ + kω, τ, ξ))

= x (t∗ + kω, τ, ξ) .

(3.3.3)

由式 (3.3.1) ∼ 式 (3.3.3), 并注意到 V (t,x) 的周期性有

V (τ,x∗) = lim
k→∞

V (t∗ + kω,x (t∗ + kω, τ, ξ))

= lim
k→∞

V (t∗,x (t∗, τ, ξ))

= V (t∗,x (t∗, τ,x∗))

̸= V (τ,x∗) .

矛盾. 所以系统是一致渐近稳定的.
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144 系统、稳定与控制基础

至于后一个结论, 可类似地使用反证法. 证完.
Krasovsky 一致渐近稳定性定理 (定理 3.3.4) 对一般系统是无效的. 例如,

考虑 x′ = −p(t)x, 其中, p(t) > 0,
∞́

0

p(t)dt < ∞. 可验证 V (x) = x2 满足定理

的 (1)∼(3), 然而这个系统却不是渐近稳定的.

例 3.3.4 试研究在含有陀螺摆和单轨行驶火车的系统中出现的三阶系

统

ξ′′′ + αξ′′ + φ(ξ′) + ψ(ξ) = 0, α > 0,

其中, φ(ξ′), ψ(ξ) 是可微的, φ(0) = ψ(0) = 0.

解 做变换 ξ1 = ξ, ξ2 = ξ′, ξ3 = ξ′2 + αξ2, 则系统变为
ξ′1 = ξ2,

ξ′2 = ξ3 − αξ2,

ξ′3 = −φ (ξ2)− ψ (ξ1) ,

它有零解. 取 Lyapunov 函数 V (ξ) = αΨ (ξ1) + ψ (ξ1) ξ2 + Φ (ξ2) +
1

2
ξ23 , 其中,

Φ (ξ2) =

ξ2ˆ

0

φ(τ)dτ, Ψ (ξ1) =

ξ1ˆ

0

ψ(σ)dσ,

则 Lξ′V (ξ(t)) = ξ2(t) (ψ
′ (ξ1(t)) ξ2(t)− αφ (ξ2(t))).

令 W (ξ1, ξ2) = αΨ (ξ1) + ψ (ξ1) ξ2 + Φ (ξ2). 则 W,V 在正定性上是等价

的. 设
(1) ξ1ψ (ξ1) > 0, ξ1 ̸= 0;
(2) (αφ (ξ2)− ψ′ (ξ1) ξ2) ξ2 > 0, ξ2 ̸= 0;
(3) lim

ξ21+ξ22→∞
W (ξ1, ξ2) = ∞.

则有

(a) Ψ (ξ1) > 0, ξ1 ̸= 0;
(b) Lξ′V (ξ) ⩽ 0, M = {ξ | Lξ′V (ξ) = 0} = {ξ | ξ2 = 0};
(c) V (ξ) 有无限大下界.
由 (1), 在 ξ1 = 0 附近有 ψ′ (ξ1) ⩾ 0.

由 (2), φ (ξ2) ξ2 > 0, ξ2 ̸= 0, 且 H (ξ1, ξ2) =
ξ2́

0

(αφ(τ)− ψ′ (ξ1) τ) dτ > 0.

于是
ξ1́

0

ψ(σ)H (σ, ξ2) dσ = αΨ(ξ1)Φ (ξ2)−
ξ22
4
ψ2 (ξ1) 为 ξ1, ξ2 的正定函数. 注
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 145

意到 Φ(η) > 0,则W (ξ1, ξ2) =
4αΨ(ξ1)Φ (ξ2)− ξ22ψ

2 (ξ1) + (2Φ (ξ2) + ξ2ψ (ξ1))
2

4Φ (ξ2)
为 ξ1, ξ2 的正定函数. 所以 V 为 ξ 的正定函数.
因为 M = {ξ | ξ2 = 0}, 若 ξ′ = 0, ξ2 = 0, 则 ξ = 0. 于是 M \ {0} 中不含

方程的任何正半轨线. 于是由 Krasovsky 一致渐近稳定性定理 (定理 3.3.4) 可
知, 系统在假设 (1)∼(3) 下是一致渐近稳定的. 解毕.

例 3.3.5 试研究受阻尼弹性系统 x′′ +Cx′ +Kx = 0 的一致渐近稳定

性, 其中 C,K > O.

解 取 Lyapunov函数 V (x) = ⟨x,Kx⟩+∥x′∥2有 LfV (x) = −2⟨x′,Cx′⟩.
因为 M = {(x,x′) | x′ = 0}, 若 x′ = 0, 则 x = c是常向量, 从而 x′′ = 0.

由系统有 Kx = 0, 而 K > O, 所以 x = 0. 于是 M \ {0} 中不含系统的任何
正半轨线. 于是由 Krasovsky 一致渐近稳定性定理 (定理 3.3.4), 系统在假设
(1)-(3) 下是一致渐近稳定的. 解毕.
在这一节的最后, 给出关于部分变元的一致渐近稳定性定理.

定理 3.3.5 若存在 Lyapunov 函数 V , α, β, γ ∈ K, 使得
(1) β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α (∥x1∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥).

则系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致渐近稳定的.

证明 由 (1)和定理 3.2.5可知, 系统 (3.2.2)关于 x1 是一致稳定的, 即对
任意的 ε > 0, 存在 η > 0, 对任意的 τ ⩾ 0, t ⩾ τ , ∥ξ∥ < η, 使得 ∥x1(t)∥ < ε.

取 δ = δ(ε) > 0, 令 T (ε) =
β(δ(ε))

γ(η(ε))
, ∥ξ∥ < δ(ε). 若 ∥x(t)∥ ⩾ η(ε), 在区

间 (τ, τ + T (ε)) 上对 (2) 积分得

0 ⩽ V (τ+T (ε),x(τ+T (ε))) ⩽ V (τ)−γ(η(ε))T (ε) < β(δ(ε))−γ(η(ε))T (ε) = 0,

这是一个矛盾, 故存在 t′ ∈ (τ), 使得 ∥x(t′)∥ < η(ε). 所以当 t > τ + T (ε) > t′

时有 ∥x1(t)∥ < ε. 证完.

推论 3.3.1 若存在 Lyapunov 函数 V , α, β, γ ∈ K, 使得
(1) β

(
∥x1∥2 + ∥Cx2∥2

)
⩾ V (t,x) ⩾ α (∥x1∥), C 为一矩阵;

(2) d
dtV (t,x) ⩽ −γ (∥x1∥).

则系统 (3.2.2) 关于 x1 是一致渐近稳定的.
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3.3.2 渐近稳定性

下面给出 L. Salvadori¬给出的一个渐近稳定性定理.

定理 3.3.6 (Salvadori渐近稳定性定理, Salvadori asy-stability the-
orem)若存在 Lyapunov 函数 V,W , α, β, γ ∈ K, M ⩾ 0, 使得

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥), W (t,x) ⩾ β(∥x∥);

(2) d
dtV ⩽ −γ(W );

(3) d
dtW (t,x) ⩽M 或

d
dtW (t,x) ⩾ −M .

则系统 (3.1.2) 是渐近稳定的.

证明 采用一种 “Annulus Argument” 的证法.
设 ν ⩾ 0, 使得 Bν ⊆ G. 令 Aτ,ν = {x | V (τ,x) ⩽ α(ν),x ∈ G}.
要证对任意的 ξ ∈ Aτ,ν 有 lim

t→∞
W (t,x(t)) = 0, 从而 lim

t→∞
x(t) = 0.

若不然, 则存在 ξ ∈ Aτ,ν , 使得 lim
t→∞

W (t,x(t)) = 0 不成立. 故有下面的两
种情形:
情形 (1) 存在 k, T ⩾ 0, 当 t ⩾ τ + T 时有 W (t,x(t)) ⩾ k;
情形 (2) 存在 k ⩾ 0, Ti, T

′
i ⩾ 0, Ti < T ′

i < Ti+1 (i ∈ Z+), 使得

W (Ti,x (Ti)) =
k

2
, W (T ′

i ,x (T ′
i )) = k,

并且对任意的 Ti < T < T ′
i 有

k

2
< W (T,x(T )) < k.

由于 ξ ∈ Aτ,ν , 故有 V (τ) ⩽ α(ν). 又 d
dtV (t,x(t)) < 0, 所以当 t ⩾ τ 时

有 V (t,x) ⩽ α(ν). 故当 t ⩾ τ 时有 ∥x(t)∥ < ν.

若情形 (1) 发生, 则有 d
dtV (t,x(t)) ⩽ −γ(k), 从而当 t ⩾ τ 时有

0 ⩽ V (t,x(t)) ⩽ V (τ, ξ)− γ(k)(t− τ).

这是不可能的.
若情形 (2) 发生, 不妨设 d

dtW (t,x(t)) ⩽ M 成立. 两端从 Ti 到 T ′
i 积分

得 (T ′
i − Ti)M ⩾ k

2
或 T ′

i − Ti ⩾
k

2M
.

¬ Luigi Salvadori, 意大利人.
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利用假设 (2) 和 (3) 有

V (T ′
n,x (T ′

n)) ⩽ V (τ, ξ) +
n∑

i=1

T ′
iˆ

Ti

d
dsV (s,x(s))ds ⩽ V (τ, ξ)− nγ

(
k

2

)
k

2M
.

这也是不可能的. 证完.

例 3.3.6 试研究时变阻尼单摆系统 ξ′′ + ν(t)ξ′ + ξ = 0.

解 令 ξ = ξ1, ξ′ = ξ2, 系统变为
{
ξ′1 = ξ2,

ξ′2 = −ξ1 − ν(t)ξ2.

取 Lyapunov 函数 V (t, ξ) = (αξ1 + ξ2)
2
+ β(t)ξ21 . 则

d
dtV (t, ξ(t)) = −(2α− β′(t))ξ21(t)− 2(ν(t)− α)ξ22(t)

= (2β(t)− 2 + 2α(α− ν(t)))ξ1(t)ξ2(t).

令 β(t) = 1− α(α− ν(t)), 则
d
dtV (t, ξ(t)) = −α(2− ν′(t))ξ21(t)− 2(ν(t)− α)ξ22(t).

设 ν(t) ⩾ α1 > α, ν′(t) ⩽ β1 < 2, 则 V (t, ξ) 是正定的, 而 d
dtV (t, ξ) 是负

定的.
令 W (ξ) = ∥ξ∥2. 则 Lξ′W (ξ(t)) = −2ν(t)ξ22(t) 是有上界的.
令 k = min {α (2− β1) , 2 (α− α1)}. 则

d
dtV (t, ξ) ⩽ −α (2− β1) ξ

2
1 − 2 (α1 − α) ξ22 ⩽ −k∥ξ∥2 = −kW (ξ).

于是, 由 Salvadori 渐近稳定性定理 (定理 3.3.6) 可知, 只要阻尼 ν 满足 ν ⩾
α1 > α, ν′ ⩽ β1 < 2, 则系统是渐近稳定的.

ν ⩾ α1 > α 相当于真实的阻力, 而 ν′ ⩽ β1 < 2 则表明若阻尼增长过快有

可能不保证渐近稳定性. 事实上, 令 ν(t) = 2 + et 显然不满足前面的式子, 此
时的系统对任意的常数 µ, ξ1(t) = µ (2 + e−t), ξ2(t) = −µe−t 均为系统的解.
但因为 lim

t→∞
ξ1(t) = µ, 故系统不是渐近稳定的. 解毕.

下面给出 M. Marachkov¬的渐近稳定性定理.

推论 3.3.2 (Marachkov 渐近稳定性定理, Marachkov asy-stability
theorem)若存在 k ⩾ 0, 使得 ∥f(t,x)∥ ⩽ k, Lyapunov 函数 V , α, γ ∈ K, 使
得

¬ M. Marachkov, 俄罗斯人. 俄文: М. Марачков.
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148 系统、稳定与控制基础

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥).
则系统 (3.1.2) 是渐近稳定的.

事实上, 在 Salvadori 渐近稳定性定理 (定理 3.3.6) 中令 W (x) = ∥x∥2 即
可.
现将 Marachkov 渐近稳定性定理 (推论 3.3.2) 推广到部分变元的情形.

推论 3.3.3 若对任意的 τ ⩾ 0, 存在 δ, k > 0, 使得当 t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ 时

有 ∥f1(t,x)∥ ⩽ k, Lyapunov 函数 V , α, γ ∈ K, 使得
(1) V (t,x) ⩾ α(∥x1∥);
(2) d

dtV (t,x) ⩽ −γ (∥x1∥).
则系统 (3.2.2) 关于 x1 是渐近稳定的.

例 3.3.7 试继续研究例 3.2.6.

解 在例 3.2.6 中已得结论: 回路系统关于 q1 − q2, q3, q
′
1 是稳定的. 由回

路系统运动方程 

L1q
′′
1 +R1q

′
1 −

1

C12

(q2 − q1) = 0,

L23 (q
′′
2 − q′′3 ) +

1

C12

(q2 − q1) = 0,

L23 (q
′′
3 − q′′2 ) +

q3
C3

= 0

中的第一个方程有 q′′1 = −R1

L1

q′1 −
1

L1C12

(q1 − q2) = f1 (q
′
1, q1 − q2). 故对任意

的 τ ⩾ 0, 存在 δ, k > 0, 使得当 t ⩾ τ , ∥ξ∥ < δ 时有 |f1 (q′1, q1 − q2)| ⩽ k. 由
推论 3.3.3 可知, 回路系统关于 q′1 是渐近稳定的. 由于回路系统是时不变系统,
所以 q′1 必然以指数趋向于零, 故回路系统必然关于 q1 是稳定的, 即回路系统
关于 q1 − q2, q3, q1 是稳定的. 从而关于 q1, q2, q3 是稳定的, 并且关于 q′1 是渐

近稳定的, 即三个回路的电荷是稳定的, 其中第一个回路的电荷是指数渐近稳
定的.
下证平衡位置 qi = q′i = 0 (i = 1, 2, 3) 关于 q′2, q

′
3 并不是渐近稳定的. 事

实上, 在平衡位置的任意邻域内, 均可取得平衡位置 qi = 0 (i = 1, 2, 3), q′i = 0,
q′2 = q′3 = λ ̸= 0, 故回路系统关于 q′2, q

′
3 均不是吸引的, 从而关于 q1, q2, q3 也

不是吸引的. 解毕.
J. Massera 的反例 (例 3.3.1) 是因为 ∥f(t,x)∥ ⩽ k 不成立. 事实上, 他也
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第 3 章 Lyapunov 稳定性 149

给出过一个渐近稳定性定理.

推论 3.3.4 (Massera 渐近稳定性定理, Massera asy-stability the-
orem)若存在 Lyapunov 函数 V , α, γ ∈ K, 使得

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);
(2) d

dtV ⩽ −γ(V ).
则系统 (3.2.2) 关于 x1 是渐近稳定的.

事实上, 在 Salvadori 渐近稳定性定理 (定理 3.3.6) 中令 W = V 即可.

3.3.3 指数渐近稳定性

定理 3.3.7 系统 (3.1.2) 是指数渐近稳定的, 则必是一致渐近稳定的.

定义 3.3.2 若存在 µ1, k1, k2 ⩾ 0, 使得对任意的 0 ⩽ µ ⩽ µ1, α, β ∈ K
有

k1α(µ) ⩾ β(µ) ⩾ k2α(µ),

则称 α, β 是同级增势的 (ascending in the same order).

定理 3.3.8 (指数渐近稳定性定理, exponentially asy-stability the-
orem)若存在 Lyapunov 函数 V , σ ⩾ 0, 使得 α, β, γ ∈ K 和 µσ 是同级增势

的, β(∥x∥) ⩾ V (t,x) ⩾ α(∥x∥), d
dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥), 则系统 (3.1.2) 是指数

渐近稳定的.

证明 因为 β, γ 是同级增势的, 则存在 k1 ⩾ 0, 使得
d
dtV (t,x) ⩽ −γ(∥x∥) ⩽ −k1β(∥x∥) ⩽ −k1V (t,x).

令 Aτ,ν = {x | V (τ,x) ⩽ α(ν),x ∈ G}, 则对任意的 ξ ∈ Aτ,ν , 当 t ⩾ τ 时

有 V (t,x) ⩽ V (τ, ξ)e−k1(t−τ), 于是,

α(∥x∥) ⩽ V (t,x) ⩽ V (τ, ξ)e−k1(t−τ) ⩽ β(∥ξ∥)e−k1(t−τ). (3.3.4)

由于 α, β, µσ 是同级增势的, 故存在 ℓ1, ℓ2 ⩾ 0, 对任意的 0 ⩽ µ ⩽ µ1 有

(ℓ1µ)
σ ⩽ α(µ), β(µ) ⩽ (ℓ2µ)

σ. 由式 (3.3.4)得 ∥x(t)∥ ⩽ ℓ2
ℓ1
∥ξ∥ exp

{
−k1
σ
(t− τ)

}
.

证完.
在指数渐近稳定性定理 (定理 3.3.8) 中, 若只是 α, β, γ ∈ K 是同级增势

的, 不足以保证定理的结论.

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



i
i

i
i

i
i

i
i

150 系统、稳定与控制基础

例 3.3.8 试研究 x′ = −x3.

解 显然系统是一致渐近稳定的. 但其解为 x(t) =
ξ√

1 + 2ξ2(t− τ)
, 故

它不是指数渐近稳定的. 另一方面, 若令 V (x) = exp
{
− 1

x2

}
, V (0) = 0,

则有 V ′(x) = −2V (x). 显然可令 α(µ) = β(µ) = exp
{
− 1

µ2

}
, γ(µ) =

2 exp
{
− 1

µ2

}
, 它们都是同级增势的, 但系统却不是指数渐近稳定的. 解毕.

在这一节的最后, 对 x′ = f(x) 给出 Barbashin-Krasovsky 的渐近稳定性
定理一个结果.

定理 3.3.9 (Barbashin-Krasovsky渐近稳定性定理, Barbashin-Krasovsky
asy-stability theorem) ) 若

(1) 存在 Lyapunov 函数 V , α ∈ K, 使得 V (x) ⩾ α(∥x∥);
(2) LfV (x) ⩽ 0, 并且除零解外的任意解都不恒为零,

则 x′ = f(x) 是渐近稳定的.

例 3.3.9 试研究

{
x′1 = x2,

x′2 = −x1 − x2 (1 + x2)
2
.

解 当取 Lyapunov 函数 V (x) = ∥x∥2, 则有 LfV (x) = −2x22 (1 + x2)
2.

故为了使得 Lx′V (x) ≡ 0, 只有两种情形: (x1(t), 0)
T; (x1(t),−1)

T.
(1) 此时有 x′1(t) = 0, 0 = x′2(t) = −x1(t), 故除零解外没有任何非平凡解;
(2) 此时有 x′1(t) = −1, 0 = x′2(t) = −x1(t), 这是个矛盾.

由 Barbashin-Krasovsky 渐近稳定性定理 (定理 3.3.9) 可知, 系统是渐近稳定
的. 解毕.

习题

1. 设 x′ = f(x). 若 df(x)
dx +

df(x)
dxT < O, 试证系统为渐近稳定的.

2. 利用习题 3.3.3 的结论, 试判断
{
x′1 = −3x1 + x2,

x′2 = x1 − x2 − x32
的渐近稳定性.
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3.4 Lyapunov 函数的构造举例

先介绍 D. G. Schultz和 J. E. Gibson于 1962年提出的变量梯度法 (vari-
able gradient method).考虑 x′ = f(x), f(0) = 0. 令 ∇V (x) = Ax.

为了使得计算简单, 令 rot∇V (x) = 0, 即梯度 ∇V 对应于有势场, 而此条
件成立 ⇐⇒

∂2V (x)

∂xj∂xi
=
∂2V (x)

∂xi∂xj
, i ̸= j, i, j = 1, · · · , n, (3.4.1)

故可定出 A. 再确定出

V (x) =
x1(x2=···=xn=0)´

0

∂V (x)

∂x1
dx1 +

x2(x1=x1,x3=···=xn=0)´
0

∂V (x)

∂x2
dx2

+ · · ·+
xn(x1=x2=···=xn−1=0)´

0

∂V (x)

∂xn
dxn.

若 V 为正定的, 则其为 Lyapunov 函数; 否则, 此方法失效.

例 3.4.1 试研究

{
x′1 = x2,

x′2 = −x21 − x2.

解 令 ∇V (x) =

(
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

)
, 其中取 a22 = 2. 由式 (3.4.1) 可导出

a12 =
∂2V (x)

∂x1∂x2
=
∂2V (x)

∂x2∂x1
= a21.

又有

LfV (x) = (a11x1 + a12x2, a21x1 + a22x2)

(
x2

−x21 − x2

)
= (a11 − a21 − 2x21)x1x2 + (a12 − 2)x22 − a21x

4
1

< 0.

由上述可取系数为 a12 = a21, a11 = a12 + 2x21, 0 < a12 < 2. 由此可定出

∇V (x) =

(
(a21 + 2x21)x1 + a12x2

a12x1 + 2x2

)
.
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再确定出

V (x) =
x1(x2=0)´

0

(a21 + 2x21) dx1 +
x2(x1=x1)´

0

(a12x1 + 2x2) dx2

=
1

2
x41 +

a12
2
x21 + a12x1x2 + x22

=
1

2
x41 +

⟨
x,

 a12
2

a12
2a12

2
1

x⟩ .
容易判断 V 是正定的, 故为 Lyapunov 函数, 所以系统是渐近稳定的. 解毕.
下面介绍 N. Krasovsky 的方法. 考虑 x′ = f(x), 0 是惟一平衡状态. 取

V (x) = ∥f(x)∥2. 易证它是正定的. 记 F (x) = f ′(x), 则

LfV (x) =
d∥f(x)∥2

dt
=

⟨df(x)
dt ,f(x)

⟩
+

⟨
f(x),

df(x)
dt

⟩
= ⟨f ′(x)x′,f(x)⟩+ ⟨f(x),f ′(x)x′⟩
=
⟨
f(x),

(
F T(x) + F (x)

)
f(x)

⟩
.

故若 F T(x) + F (x) < O, 则 LfV (x) < 0.

例 3.4.2 试研究非线性系统

{
x′1 = −3x1 + x2,

x′2 = 2x1 − x2 − x32.

解 取 V (x) = ∥f(x)∥2(参见例 3.1.9). 再来计算

F (x) = f ′(x) =

(
−3 1

2 −1− 3x22

)
, F T(x)+F (x) =

(
−6 3

3 −2− 6x22

)
< O,

故系统是渐近稳定的. 解毕.

3.5 稳定性的比较定理

在这一节, 考虑系统 (3.1.2) 和 u′ = ω(t, u) 稳定性的比较问题, 介绍 C.
Corduneanu¬的一个比较结果.

定理 3.5.1 (Corduneanu比较定理, Corduneanu comparison the-
orem)若存在 α ∈ K, 可微函数 V , 使得

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);

¬ Constantin Corduneanu (1928.07.26-2018.12.27), 罗马尼亚人.
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(2) d
dtV (t,x) ⩽ ω(t, V (t,x)).

则

(a) 若 u = 0 是稳定的, 则 x = 0 是稳定的;
(b) 若 u = 0 是渐近稳定的, 则 x = 0 是等度渐近稳定的.

若还有

(3) 存在 β ∈ K, 使得 V (t,x) ⩽ β(∥x∥).
则

(a) 若 u = 0 是一致稳定的, 则 x = 0 是一致稳定的;
(b) 若 u = 0 是一致渐近稳定的, 则 x = 0 是一致渐近稳定的.

证明 只证 (a) 和 (b). (a) 设对任意的 (τ, ξ), 系统 (3.1.2) 和 u′ = ω(t, u)

所确定的解分别为 x(t, τ, ξ) 和 u(t, τ, η), 其中 η = V (τ, ξ). 则由 (1), (2) 和定
理 2.3.3 有

α(∥x∥) ⩽ V (t,x) ⩽ u(t, τ, η). (3.5.1)

因为 u = 0 是稳定的, 则对任意的 τ ⩾ 0, ε > 0, 存在 δ∗ > 0, 对任意的
t ⩾ τ , η < δ∗ 有 u(t, τ, η) < α(ε). 又由 V 的连续性可知, 存在 δ > 0, 对任意
的 ∥ξ∥ < δ 有 η < δ∗.
注意到上述和式 (3.5.1) 有 ∥x(t, τ, ξ)∥ < ε (t ⩾ τ), 即 x = 0 是稳定的.
(b) 由定理 3.1.3, u = 0 是等度渐近稳定的. 所以对任意的 τ ⩾ 0, 存

在 η∗ > 0, 对任意的 ε > 0, 存在 T > 0, 对任意的 t ⩾ τ + T , η < η∗ 有

u(t, τ, η) < α(ε). 又由 V 的连续性可知, 存在 δ > 0, 对任意的 ∥ξ∥ < δ 有

η < η∗ (t ⩾ τ + T ).
注意到上述和式 (3.5.1) 有 ∥x(t, τ, ξ)∥ < ε (t ⩾ τ + T ), 即 x = 0 是等度

吸引的, 从而是等度渐近稳定的. 证完.

注记 3.5.1 (1) 若 ω(t, u) ≡ 0, 则 Corduneanu 比较定理 (定理 3.5.1) 就
成为 Lyapunov 稳定性定理 (定理 3.2.1) 和 Persidsky 一致稳定性定理 (定理
3.2.2);

(2) 若 ω(t, u) = −γ(u), γ ∈ K, 且
ή

0

du
γ(u)

= ∞, 则 Corduneanu 比较定理

(定理 3.5.1) 就成为 Salvadori 渐近稳定性定理 (定理 3.3.6).

推论 3.5.1 若 φ ∈ C 是正的, γ ∈ K, 则 u′ = −φ(t)γ(u) 是一致稳定的.
若还有

∞́

τ

φ(t)dt = ∞, 则系统是等度渐近稳定的.
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推论 3.5.2 (1) 若对任意的 τ ⩾ 0, 存在 A ⩾ 0, 使得
t́

τ

λ(s)ds ⩽ A, 其

中 λ ∈ C, 则 u′ = λ(t)u 是稳定的;

(2) 若存在 A ⩾ 0, 对任意的 τ ⩾ 0, 使得
t́

τ

λ(s)ds ⩽ A, 其中 λ ∈ C, 则系

统是一致稳定的;
(3) 若对任意的 τ ⩾ 0 有 lim

t→∞

t́

τ

λ(s)ds = −∞, 则系统是等度渐近稳定的.

习题

1. 若存在 λ ∈ C 是非负的, Lyapunov 函数 V , α, β, γ ∈ K, 使得

(1) α(∥x∥) ⩽ V (t,x) < β(∥x∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ −λ(t)γ(V (t,x)).

则系统 (3.1.2) 是一致稳定的.

2. 若存在 λ ∈ C, Lyapunov 函数 V , α ∈ K, 使得

(1) V (t,x) ⩾ α(∥x∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ λ(t)γ(V (t,x));

(3) 对任意的 τ , 存在 A > 0, 使得当 t ⩾ τ 时有
t́

τ

λ(s)ds ⩽ A.

则系统 (3.1.2) 是稳定的.

3. 若存在 λ ∈ C, Lyapunov 函数 V , α, β ∈ K, 使得

(1) α(∥x∥) ⩽ V (t,x) < β(∥x∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ λ(t)γ(V (t,x));

(3) 存在 A > 0, 对任意的 τ , 使得当 t ⩾ τ 时有
t́

τ

λ(s)ds ⩽ A.

则系统 (3.1.2) 是一致稳定的.

4. 若存在 λ ∈ C, Lyapunov 函数 V , α, β ∈ K, 使得

(1) α(∥x∥) ⩽ V (t,x) < β(∥x∥);

(2) d
dtV (t,x) ⩽ λ(t)γ(V (t,x));

(3) 存在 A > 0, 对任意的 τ , 使得当 t ⩾ τ 时有
t́

τ

λ(s)ds ⩽ −A(t− τ).

则系统 (3.1.2) 是一致渐近稳定的.
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