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第三章 n 维向量与向量空间 

本章包含 n维向量及其运算、向量组的线性相关性、向量组的秩和向量空间等

内容． 

所谓 n维向量就是由 n个有次序的数组成的有序数组．n维向量的概念来源于现实生

活及科研中的实际问题．由若干个结构相同的 n维向量构成的集合称为 n维向量组．n维

向量组的线性相关、线性无关及秩的概念是线性代数的重要内容． 

全体 n维向量构成的集合称为 n维向量空间，向量空间的基与维数刻画了向量空间

的本质结构． 

§3.1 n 维向量及其运算 

1.  n 维向量的概念 

n维向量的概念来源于现实生活中的许多事例．例如，要确定平面上一点的位置，

需要 2 个有次序的实数 ( , )x y ；确定空间中一个点的位置，需要 3 个有次序的实数

( , , )x y z ．又如，空间中一个球的位置和大小可以用 4 个有次序的数 ( , , , )x y z r 来刻画：

前 3 个数刻画球心的坐标，第 4 个数刻画球的半径．在经济问题中，也会碰到这样的情

况，例如，一个工厂生成 n种产品，设第 i 种产品的年产量为 ia 个单位，则这 n种产品的

产量可用 n个有次序的数组成的数组 1 2( , , , )na a a 来表达． 

以上例子中，都包含一个核心的数据类型：n个有次序的数所组成的数组．一般 n维

向量的定义如下． 
定义 1  n个有次序的数 1a ， 2a ，， na 所组成的数组称为 n 维向量．其中，第 i 个

数 ia 称为向量的第 i 个分量． 

分量全为实数的向量称为实向量，分量为复数的向量称为复向量，如无特别说明，

本书只讨论实向量． n维向量一般用希腊字母 α、β、 γ 等表示． 

n维向量可以写成一列，也可以写成一行．如果写成一列，则称为 n 维列向量，简

称列向量，如 
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1

2

n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α  

如果写成一行，则称为 n 维行向量，简称行向量，如 

1 2( , , , )na a a= α  

列向量与行向量的区别只是写法的不同，本质上是一样的．本书中，若未特别指明，

所说的向量都是指列向量． 

分量全为 0 的向量                 

0
0

0

 
 
 
 
 
 



 

称为零向量，记为 0． 

向量

1

2

n

a
a

a

− 
 − 
 
  − 



称为向量

1

2

n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α 的负向量，记为 −α ． 

用矩阵的观点来看， n维列向量就是 n行 1 列的矩阵， n维行向量就是 1 行 n列的

矩阵． 

类似于矩阵相等的定义，我们有： 

定义 2 如果 n 维向量

1

2

n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α ，

1

2

n

b
b

b

 
 
 =  
  
 



β 的对应分量都相等，即 i ia b= ，

1, 2, ,i n=  ，则称向量α 与 β 相等，记作 =α β ． 

当 3n ≤ 时，向量有直观的几何意义．例如，在三维空间中引入坐标系以后，空间中

任一点的坐标 ( , , )x y z 就是一个三维向量；反之，任意一个三维向量都可以对应三维空

间中的一个点．当 4n ≥ 时，向量没有直观的几何意义． 

2.  n 维向量的线性运算 

定义 3  设向量

1

2

n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α 、

1

2

n

b
b

b

 
 
 =  
  
 



β ， k 为一个实数， 
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（1）向量  
1 1

2 2

n n

a b
a b

a b

+ 
 + 
 
  + 



 

称为向量α 与 β 的和，记作 +α β ； 

（2）向量 
1

2

n

ka
ka

ka

 
 
 
 
  
 



 

称为数 k 与向量α 的积，记作 kα ． 
称 +α β 为向量的加法运算，称 kα 为向量的数乘运算．向量的加法运算与向量的数

乘运算统称为向量的线性运算． 
设α 、 β 、 γ 是三个向量， k 、 l 是两个实数，由定义 3 立即可以推出，向量的线

性运算具有以下性质： 
（1） + = +α β β α ； 

（2） ( ) ( )+ + = + +α β γ α β γ ； 

（3） + =0α α ； 
（4） ( )+ − = − = 0α α α α ； 

（5） ( )k k k+ = +α β α β ； 

（6） ( )k l k l+ = +α α α ； 

（7） ( ) ( )k l kl=α α ； 

（8）1 =α α ． 

例 1 设向量 1

1
1
0

 
 =  
 
 

ν ， 2

0
1
1

 
 =  
 
 

ν ， 3

3
4
0

 
 =  
 
 

ν ，求 1 2−ν ν 及 1 2 33 2+ −ν ν ν ． 

解 1 2

1 0 1 0 1
1 1 1 1 0
0 1 0 1 1

−       
       − = − = − =       
       − −       

ν ν ； 

1 2 3

1 0 3 3 0 3 3 0 3 0
3 2 3 1 2 1 4 3 2 4 3 2 4 1

0 1 0 0 2 0 0 2 0 2

+ −               
               + − = + − = + − = + − =               
               + −               

ν ν ν ． 

例 2 设 1 (2, 4, 1, 1)= − −α ， 2
5( 3, 1, 2, )
2

= − − −α ，如果向量 β 满足 13 −α  

22( )+ = 0β α ，求向量 β ． 
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解 由已知条件，有 1 23 2 2− − = 0α β α ，推出 

2 1 2 1
1 3(2 3 )
2 2

5 3( 3, 1, 2, ) (2, 4, 1, 1)
2 2

1(6, 5, , 1)
2

= − − = − +

= − − − − + − −

= − − ．

β α α α α

 

§3.2 向量组的线性相关性 

1. 线性相关性的概念 

若干个同维数的向量所组成的集合称为向量组． 

例如，对 3 行 4 列的矩阵

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

 
 =  
 
 

A ，若记矩阵 A 的列向量分别为 

1

1
5
9

 
 =  
 
 

α ， 2

2
6

10

 
 =  
 
 

α ， 3

3
7

11

 
 =  
 
 

α ， 4

4
8

12

 
 =  
 
 

α  

则 1 2 3 4, , ,α α α α 都是 3 维列向量，且矩阵 A 可以记为 

1 2 3 4( , , , )=A α α α α  

称 1 2 3 4, , ,α α α α 为矩阵 A 的列向量组． 

同理，若记 A 的行向量分别为 

1 (1, 2, 3, 4)=β ， 2 (5, 6, 7, 8)=β ， 3 (9, 10, 11, 12)=β  

则矩阵 A 可以记为 

1

2

3

 
 =  
 
 

A
β
β
β

 

称 1β ， 2β ， 3β 为矩阵 A 的行向量组． 

由上可知，一个矩阵的列向量组和行向量组都是只含有限个向量的向量组；反之，

给定一个含有限个向量的向量组，总可以构成一个矩阵．因此，矩阵与含有限个向量的

行（列）向量组一一对应． 
定义 4  设 1 2, , , mα α α 是一个含 m 个向量的向量组， 1 2, , , mk k k 是任意给定

的m 个实数，则表达式 

 1 1 2 2 m mk k k+ + +α α α  （1） 
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称为向量组 1 2, , , mα α α 的一个线性组合， 1 2, , , mk k k 称为这个线性组合的系数． 

例 3  设有向量组 1

1
5
9

 
 =  
 
 

α ， 2

2
6

10

 
 =  
 
 

α ， 3

3
7

11

 
 =  
 
 

α ， 4

4
8

12

 
 =  
 
 

α ，求向量组在系数 1 1k = ，

2 2k = ， 3 3k = ， 4 4k = 下的线性组合． 

解 向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 在系数 1 1k = ， 2 2k = ， 3 3k = ， 4 4k = 下的线性组合为 

1 1 2 2 3 3 4 4

1 2 3 4 30
1 5 2 6 3 7 4 8 70

9 10 11 12 110
k k k k

         
         + + + = + + + =         
         
         

α α α α  

当然，给定不同的系数，就可以得到不同的线性组合． 
定义 5  给定向量组 1 2, , , mα α α 和向量β ，如果存在一组实数 1 2, , , mλ λ λ ，使得 

 1 1 2 2 m mk k k= + + +β α α α  （2） 

则称向量 β 可以由向量组 1 2, , , mα α α 线性表出． 

例如，在例 3 中，若记向量

30
70

110

 
 =  
 
 

β ，则有 

30 1 2 3 4
70 1 5 2 6 3 7 4 8

110 9 10 11 12

         
         = + + +         
         
         

 

即 

1 2 3 41 2 3 4= + + +β α α α α  

故向量 β 可以由向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 线性表出． 

例 4  设有 n维向量组 1 2, , , ne e e 和 n维向量α 如下： 

1

1
0

0

 
 
 =
 
 
 



e ， 2

0
1

0

 
 
 =
 
 
 



e ，，

0
0

1

n

 
 
 =
 
 
 



e ，

1

2

n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α  

问向量α 能否由向量组 1 2, , , ne e e 线性表出？ 

解 对向量α ，总有 

1

2
1 2

1 0 0
0 1 0

0 0 1

n

n

a
a

a a a

a

       
       
       = = + + +       
               



  

α  

故 1 1 2 2 n na a a= + + +e e eα ，即α 可以由向量组 1 2, , , ne e e 线性表出． 
由例 4 可知：任一 n维列向量组总可以由向量组 1 2, , , ne e e 线性表出．以后，我
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们称向量组 1 2, , , ne e e 为 n 维单位向量组． 

现在，我们讨论“线性表出”的概念与线性方程组之间的关系． 
设有向量 

11

21
1

1n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α ，

12

22
2

2n

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α ，，

1

2

m

m
m

nm

a
a

a

 
 
 =  
  
 



α ，

1

2

n

b
b

b

 
 
 =  
  
 



β  

由定义不难看出，向量 β 能由向量组 1α ， 2α ，， mα 线性表出，等价于由向量构成的

方程 
 1 1 2 2 m mx x x+ + + =α α α β  （3） 

有实数解． 
特别地，当向量 = 0β 时，总有 

1 20 0 0 m+ + + = 0α α α  

因此，n 维零向量可以由任意 n 维向量组线性表出． 
在方程（3）中，将向量的分量具体写出，并利用向量的数乘和加法运算，有 

1 1 11 2 12 111 12 1

21 22 2 1 21 2 22 2 2
1 2

1 2 1 1 2 2

m m m

m m m
m

n n nnm n n m nm

a x a x a x aa a b
a a a x a x a x a b

x x x

a a ba x a x a x a

+ + +        
        + + +        + + + = =        
                + + +        







   



 

再由向量相等的定义，有 

 

1 11 2 12 1 1

1 21 2 22 2 2

1 1 2 2

m m

m m

n n m nm n

x a x a x a b
x a x a x a b

x a x a x a b

+ + + =
 + + + =


 + + + =









,

 （4） 

所以，我们也可以说：向量 β 能由向量组 1α ， 2α ，， mα 线性表出，等价于线性方程

组（4）有解． 
这就是“线性表出”的概念与线性方程组的关系． 

例 5 已知向量组 1

1
2
3

 
 =  
 
 

α ， 2

2
3
5

 
 =  
 
 

α ， 3

1
4
3

− 
 =  
 
 

α ，向量

2
9

11

 
 =  
 
 

β ，问 β 能否由向

量组 1α ， 2α ， 3α 线性表出？ 
解 设数 1x ， 2x ， 3x ，使得 1 1 2 2 3 3x x x+ + =α α α β ，按分量形式写出，得方程组 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 2
2 3 4 9
3 5 3 11

x x x
x x x
x x x

+ − =
 + + =
 + + =

 

方程组有一个解为 1 1x = ， 2 1x = ， 3 1x = ，故 β 可以由向量组 1α ， 2α ， 3α 线性表
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出，表达式为 1 2 3= + +β α α α ． 

如果向量 γ 可以由向量组 1α ， 2α ，， mα 线性表出，而向量组 1α ， 2α ，， mα

中的每个向量 iα 都可以由向量组 1β ， 2β ，， sβ 线性表出，则向量 γ 可以由向量组 1β ，

2β ，， sβ 线性表出．这一性质，称为线性表出的传递性． 

事实上，设 

γ 1 1 2 2
1

m

m m i i
i

λ λ λ λ
=

= + + + =∑α α α α ， 1 1 2 2
1

s

i i i is s ik k
k

µ µ µ µ
=

= + + + =∑α β β β β  

则有 γ
1 1 1 1

( ) ( )
m s s m

i ik k i ik k
i k k i
λ µ λ µ

= = = =

= =∑ ∑ ∑ ∑β β  

故向量 γ 可以由向量组 1β ， 2β ，， sβ 线性表出． 

定义 6 如果向量组 1α ， 2α ，， sα 中的每一个向量都可以由向量组 1β ， 2β ，，

tβ 线性表出，则称向量组 1α ， 2α ，， sα 能由向量组 1β ， 2β ，， tβ 线性表出．如

果两个向量组能相互线性表出，则称这两个向量组等价． 

例 6 设有向量 

1

1
1
0

 
 =  
 
 

α ， 2

1
0
1

 
 =  
 
 

α ， 1

2
1
3

 
 = − 
 
 

β ， 2

0
1
1

 
 =  
 − 

β  

问向量组 1α ， 2α 与向量组 1β ， 2β 是否等价？ 

解 由观察可知， 1 1 23= − +β α α ， 2 1 2= −β α α ，故向量组 1β ， 2β 可以由向量组 1α ，

2α 线性表出； 

又 1 1 2
1 3
2 2

= +α β β ， 2 1 2
1 1
2 2

= +α β β ，故向量组 1α ， 2α 也可以由向量组 1β ， 2β 线

性表出． 
因此，向量组 1α ， 2α 与向量组 1β ， 2β 等价． 

由定义不难看出，向量组之间的等价关系具有以下性质． 

（1）反身性：任一向量组都可以由它自身线性表出． 
（2）对称性：如果向量组 1α ， 2α ，， sα 与向量组 1β ， 2β ，， tβ 等价，则向

量组 1β ， 2β ，， tβ 与向量组 1α ， 2α ，， sα 等价． 

（3）传递性：如果向量组 1α ， 2α ，， sα 与向量组 1β ， 2β ，， tβ 等价，而向

量组 1β ， 2β ，， tβ 与向量组 1γ ， 2γ ，， lγ 等价，则向量组 1α ， 2α ，， sα 与

向量组 1γ ， 2γ ，， lγ 等价． 

定义 7  给定向量组 1α ， 2α ，， mα ，如果存在不全为 0 的实数 1k ， 2k ，， mk ，

使得 

 1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0α α α  （5） 

则称向量组 1α ， 2α ，， mα 线性相关，否则称它线性无关． 
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换言之，向量组 1α ， 2α ，， mα 线性无关，等价于要使 1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0α α α ，

必须 1k ， 2k ，， mk 全等于 0． 

特别地，对于只含一个向量的向量组α ，当 = 0α 时是线性相关的，当 ≠ 0α 时是线

性无关的．对于含两个向量α ，β 的向量组，线性相关的充要条件是向量α 与 β 的分量

对应成比例． 
用方程的观点来看，向量组 1α ， 2α ， ， mα 线性相关，等价于方程

1 1 2 2 m mx x x+ + + = 0α α α 存在非零解；向量组 1α ， 2α ，， mα 线性无关，等价于方程

1 1 2 2 m mx x x+ + + = 0α α α 只有零解． 

例 7 判断下列向量组线性相关或线性无关． 

（1） 1

2
5
 

=  
 

α ， 2

1
3
 

=  
 

α ； 

（2） 1

1
2
3

 
 = − 
 
 

α ， 2

3
2
5

 
 =  
 − 

α ， 3

2
0
1

 
 =  
 − 

α ； 

（3） 1

1
2
3

 
 =  
 
 

α ， 2

0
4
5

 
 =  
 
 

α ， 3

0
0
6

 
 =  
 
 

α ； 

（4） 1

1
0

0

 
 
 =
 
 
 



e ， 2

0
1

0

 
 
 =
 
 
 



e ，，

0
0

1

n

 
 
 =
 
 
 



e ． 

解 （1）由于向量 1α 与 2α 的分量对应不成比例，即 2∶1≠5∶3，故向量组 1α ， 2α

线性无关． 

（2）方法一：观察法 

经观察可知，有 

1 2 3

1 3 2 1 3 4 0
2 2 2 2 0 2 2 0 0

3 5 1 3 5 2 0

+ −         
         + − = − + − = − + − =         
         − − − +         

α α α  

按定义，向量组 1α ， 2α ， 3α 线性相关． 

方法二：解方程组法 
设有实数 1x ， 2x ， 3x ，使得 1 1 2 2 3 3x x x+ + = 0α α α ，具体写出来就是 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 2 0
2 2 0 0
3 5 0

x x x
x x x
x x x

+ + =
− + + =
 − − =

  

利用消元法可将方程化为 
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1 3

2 3

1 0
2
1 0
2

0 0

x x

x x

 + =

 + =


=

 

得

1

2

2

1=
2
1=
2

=

x k

x k k

x k

 −

 −



（ 为任意常数）．故此方程存在无穷多组非零解，例如取 3 2x = − ，则得

1 2 1x x= = ，因此，向量组 1α ， 2α ， 3α 线性相关． 

（3）设有实数 1x ， 2x ， 3x ，使得 1 1 2 2 3 3x x x+ + = 0α α α ，具体写出来就是 

1

1 2

1 2 3

0,
2 4 0
3 5 6 0

x
x x
x x x

=
 + =
 + + = ．

 

解此方程，得 1 2 3 0x x x= = = ，即方程只存在零解．因此，向量组 1α ， 2α ， 3α 线性无关． 

（4）设有实数 1x ， 2x ，， nx ，使得 1 1 2 2 n nx x x+ + + = 0e e e ，具体写出来就是 

1

2
1 2

1 0 0 0
0 1 0 0

0 0 1 0

n

n

x
x

x x x

x

        
        
        + + + = =        
                 



   

 

解得 1 2 0nx x x= = = = ，故 n维单位向量组 1e ， 2e ，， ne 线性无关． 

例 8 已知向量组 1α ， 2α ，， 1s+α 线性无关，而向量 1 1 1s+= +β α α ， 2 2 1s+= +β α α ，， 

1s s s+= +β α α ，证明：向量的 1β ， 2β ，， sβ 线性无关． 

证明 设有实数 1x ， 2x ，， sx ，使得 1 1 2 2 s sx x x+ + + = 0β β β ，具体写出就是 

1 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )s s s s sx x x+ + ++ + + + + + = 0α α α α α α  

推出 

1 1 2 2 1 2 1( )s s s sx x x x x x ++ + + + + + + = 0 α α α α  

由题设，向量组 1α ， 2α ，， 1s+α 线性无关，因此，必有 

1 0x = ， 2 0x = ，， 1 20,s sx x x x= + + + = 0  

也就是说，方程 1 1 2 2 s sx x x+ + + = 0β β β 只有零解，因此，向量组 1β ， 2β ，， sβ

线性无关． 

2. 线性相关性定理 

定理 1  向量组 1α ， 2α ，， ( 2)m m ≥α 线性相关，等价于向量组 1α ， 2α ，， mα
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中，至少有一个向量能由其余 1m − 个向量线性表出． 
证明 如果向量组 1α ， 2α ，， mα 线性相关，则按定义，有不全为 0 的数 1k ， 2k ，，

mk ，使得 

1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0α α α  

因为 1k ， 2k ，， mk 不全为 0，不妨设 1 0k ≠ ，则有 1 2 2
1

1( )m mk k
k
−

= + +α α α ，即

向量 1α 可以由向量组 2α ， 3α ，， mα 线性表出． 

反之，如果向量组 1α ， 2α ，， mα 中，至少有一个向量能由其余 1m − 个向量线

性表出，不妨设 1α 可以由 2α ， 3α ，， mα 线性表出，则存在数 2k ， 3k ，， mk ，使

得 

1 2 2 3 3 m mk k k= + + +α α α α  

则有                   1 2 2 3 3( 1) m mk k k− + + + + = 0α α α α  

由于 1− ， 2k ， 3k ，， mk 不全为 0（至少-1 不为 0），故向量组 1α ， 2α ，， mα

线性相关． 

由于零向量可以由任一向量组线性表出，由以上结论可知，含有零向量的向量组一

定线性相关． 
推论 1  向量组 1α ， 2α ，…， ( 2)m m ≥α 线性无关，等价于向量组 1α ， 2α ，…， mα

中，任何一个向量都不能由其余 m−1 个向量线性表出． 

定理 2  如果一向量组的一部分组线性相关，则这个向量组就线性相关． 
证明  设向量组为 1α ， 2α ，， sα ，， rα ，因为此向量组的其中一部分组线性

相关，不妨设 1α ， 2α ，， ( )s s r≤α 线性相关，即存在不全为 0 的数 1k ， 2k ，， sk ，

使得 

1 1 2 2 s sk k k+ + + = 0α α α  

根据上式，显然有 1 1 2 2 10 0s s s rk k k ++ + + + + + = 0 α α α α α ，因为 1k ， 2k ，， sk
不全为 0，所以 1k ， 2k ，， sk ，0，，0 也不全为 0，因此，向量组 1α ， 2α ，，

rα 线性相关． 

推论 2  如果一向量组线性无关，那么它的任何一个非空的部分组也线性无关． 
定理 3  设向量组 1α ， 2α ，…， mα 线性无关，而向量组 1α ， 2α ，…， mα ，β 线

性相关，则向量 β 必能由向量组 1α ， 2α ，…， mα 线性表出，且表示方法是唯一的． 
证明  由于向量组 1α ， 2α ，， mα ，β 线性相关，故存在不全为 0 的数 1k ， 2k ，，

mk ， 1mk + ，使得 

1 1 2 2 1m m mk k k k ++ + + + = 0α α α β  

如果 1 0mk + = ，则必有 1k ， 2k ，， mk 不全为 0，且上式变为 

1 1 2 2 m mk k k+ + + = 0α α α  
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这就与 1α ， 2α ，， mα 线性无关相矛盾．因此，必有 1 0mk + ≠ ，由此可得 

1 1 2 2
1

1 ( )m m
m

k k k
k +

−
= + + +β α α α  

即 β 可由向量组 1α ， 2α ，， mα 线性表出． 

下面证明表示方法的唯一性． 

设 1 1 2 2 m ml l l= + + +β α α α ，且 1 1 2 2 m mh h h= + + +β α α α ，则 

1 1 2 2 1 1 2 2( )m m m ml l l h h h+ + + − + + + = − = 0 α α α α α α β β  

即                  1 1 1 2 2 2( ) ( )l h l h− + − +α α + ( )m m ml h− = 0α  

由于向量组 1α ， 2α ，， mα 线性无关，因此，必有 

1 1 0l h− = ， 2 2 0l h− = ，， 0m ml h− =  

即 1 1l h= ， 2 2l h= ，， m ml h= ．因此，表示方法是唯一的． 

定理 4 设 1α ， 2α ，…，α s 与 1β ， 2β ，…， β t 是两个向量组，如果 

（1） 1α ， 2α ，…，α s 能由 1β ， 2β ，…， β t 线性表出； 

（2） >s t ， 
则向量组 1α ， 2α ，…，α s 必然线性相关． 

此定理的证明需要用到第五章（线性方程组）的有关知识，此处略去． 

推论 3 如果向量组 1α ， 2α ，…， sα 可以由 1β ， 2β ，…， tβ 线性表出，且 1α ， 2α ，…，

sα 线性无关，则 s t≤ ． 

推论 4 任意 1n + 个 n 维向量必然线性相关． 

证明 由于任意 1n + 个 n维向量都可以由 n维单位向量 1e ， 2e ，， ne 线性表出，

而 1n n+ > ，故由定理 4 可知， 1n + 个 n维向量必然线性相关． 

由推论 4 和定理 1，可以得出一个更一般的结论． 

m 个 n维向量组成的向量组，当向量个数m 大于向量的维数 n时，此向量组必然线

性相关． 

推论 5 两个线性无关的等价的向量组，必然含有相同个数的向量． 
事实上，设向量组 1α ， 2α ，， sα 与 1β ， 2β ，， tβ 等价，且都线性无关，则

由向量组等价的定义，此两个向量组能相互线性表出，由推论 3 可知，同时有 s t≤ 和 t s≤ ，

故必有 s t= ，即两个向量组的向量个数相同． 
例 9 设向量组 1α ， 2α ， 3α 线性相关，向量组 2α ， 3α ， 4α 线性无关．求证： 

（1） 1α 能由 2α ， 3α 线性表出； 

（2） 4α 不能由 1α ， 2α ， 3α 线性表出． 

证明 （1）因为 2α ， 3α ， 4α 线性无关，由推论 2 可知， 2α ， 3α 线性无关，而 1α ，

2α ， 3α 线性相关，由定理 3 可知， 1α 能由 2α ， 3α 线性表出． 
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（2）用反证法．假设 4α 能由 1α ， 2α ， 3α 线性表出，而由（1）知， 1α 能由 2α ， 3α

线性表出，因此 4α 可以由 2α ， 3α 线性表出．根据定理 1 知，向量组 2α ， 3α ， 4α 线性

相关，这与条件 2α ， 3α ， 4α 线性无关相矛盾．故 4α 不能由 2α ， 3α 线性表出． 

例 10  设向量组 1α ， 2α ，， sα 线性无关，而 1α ， 2α ，， sα 可以由向量组 1β ，

2β ，， tβ 线性表出．求证：在向量组 1β ， 2β ，， tβ 中，至少存在一个向量 jβ ，

使得向量组 2α ， 3α ，， sα ， jβ 线性无关． 

证明 用反证法．假设对于 1β ， 2β ，， tβ 中的每个向量 jβ ，都使向量组 2α ，

3α ，， sα ， jβ 线性相关，则由定理 3 知， jβ ( j=1，2，，t )可由向量组 2α ， 2α ，，

sα 线性表出．又由题设， 1α 可以由 1β ， 2β ，， tβ 线性表出，由线性表出的传递性

可知， 1α 可以由 2α ， 2α ，， sα 线性表出，这就与向量组 1α ， 2α ，， sα 线性无

关矛盾．因此，必存在 jβ ，使得向量组 2α ， 3α ，， sα ， jβ 线性无关． 

§3.3 向量组的秩 

1. 向量组的极大线性无关组 

定义 8 设有向量组 A ，如果在 A 中能选出 r 个向量构成的部分组 0 1：A α ， 2α ，，

rα ，满足： 
（1）向量组 0A 线性无关； 

（2）向量组 A 中任意 1r + 个向量（如果 A 中有多于 r 个向量的话）都线性相关，则

称部分组 0 1：A α ， 2α ，， rα 为向量组 A 的一个极大线性无关组，简称极大无关组． 

例如，在向量组 1

1
2
3

 
 =  
 
 

：A α ， 2

0
1
2

 
 =  
 
 

α ， 3

1
3
5

 
 =  
 
 

α 中，因为 1α ， 2α 的分量不对应

成比例，因此 1α ， 2α 线性无关，而由于 1 2 3+ − = 0α α α ，故 1α ， 2α ， 3α 线性相关，按

极大线性无关组的定义可知， 1α ， 2α 就是向量组 1：A α ， 2α ， 3α 的一个极大无关组．容

易看出， 1α ， 3α 或 2α ， 3α 也是向量组 A 的极大无关组． 

由极大线性无关组的定义可知，一个线性无关的向量组的极大线性无关组就是它本身． 

极大无关组的一个基本性质就是：一个向量组 A 与它的极大无关组 A0等价． 
事实上，不妨设极大无关组 0A 为 1α ， 2α ，， rα ，因向量组 0A 是向量组 A 的一

个部分组，故向量组 0A 一定可以由向量组 A 线性表出；而对于向量组 A 中任一向量α ，

因 1α ， 2α ，， rα ，α 线性相关，而 1α ， 2α ，， rα 线性无关，故α 一定可以由向

量组 1α ， 2α ，， rα 线性表出，即向量组 A 可以由向量组 0A 线性表出，所以，向量

组 A 与它的极大无关组 0A 等价． 
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一个向量组的极大无关组一般不唯一，但是每一个极大无关组都等价于向量组自身，

由等价关系的传递性可知，一个向量组的任意两个极大无关组都是等价的． 

我们也可以用以下定义判断是否为极大线性无关组． 

推论 6（极大无关组的等价定义） 设向量组 0 1αA ： ， 2α ，…，αr 是向量组 A 的一

个部分组，且满足 
（1）向量组 0A 线性无关； 

（2）向量组 A 中的任一向量都能由 0A 线性表出， 

则向量组 0A 就是向量组 A 的一个极大线性无关组． 

证明 只需证明向量组 A 中的任意 1r + 个向量都线性相关即可． 
设 1β ， 2β ，， +1rβ 是向量组 A 中的任意 1r + 个向量．由条件（2）可知，向量

组 1β ， 2β ，， +1rβ 能由向量组 0A 线性表出，而 1r r+ > ，故由定理 4 可知，向量组 1β ，

2β ，， +1rβ 一定线性相关．因此，向量组 0A 就是向量组 A 的一个极大线性无关组． 

2. 向量组的秩及其求法 

我们知道，一个向量组的极大线性无关组可能不是唯一的．同时，一个向量组的任

意两个极大线性无关组等价，由推论 5 可知，向量组的任意两个极大线性无关组都含有

相同个数的向量．这就表明，一个向量组的极大无关组所含向量的个数与极大无关组的

选择无关，而是由向量组本身所决定的，它直接反映了向量组本身的性质，为此，我们

引入向量组的秩的概念． 
定义 9 向量组 A 的极大线性无关组 0 1A ：α ， 2α ，， rα 所含向量的个数 r 称为

向量组 A 的秩，记作 ( )R A 或 R ( 1α ， 2α ，， mα )． 

例如，在向量组 

1

1
2
3

 
 =  
 
 

：A α ， 2

0
1
2

 
 =  
 
 

α ， 3

1
3
5

 
 =  
 
 

α  

中，由于 1α ， 2α 是向量组 A 的一个极大线性无关组，而 1α ， 2α 含有 2 个向量，故向量

组 A 的秩为 2，即 ( ) 2R =A 或 R ( 1α ， 2α ， 3α ) = 2． 

只含零向量的向量组没有极大无关组，规定它的秩为 0． 

例 11 记全体 n维向量构成的向量组为 nR ，求 nR 的一个极大无关组及 nR 的秩． 
解 由例 7 可知，n 维单位向量组 1e ， 2e ，， ne 线性无关，而任意一个 n维向量

都可以由 1e ， 2e ，， ne 线性表出，由极大线性无关组的等价等义知，n 维单位向量组

1e ， 2e ，， ne 就是 nR 的一个极大无关组． 

由于向量组 1e ， 2e ，， ne 包含 n 个向量，故向量组 nR 的秩为 n． 
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不难看出： 

（1）如果一个向量组 A 的秩为 r ，则向量组 A 中的任意 1r + 个向量都线性相关，因

此，向量组 A 中的任意 r 个线性无关的向量都是向量组 A 的一个极大线性无关组． 
（2）设向量组 A 包含m 个向量，由于向量组 A 的极大线性无关组 0A 是向量组 A 的

一个部分组（从向量组 A 中挑选出的一部分向量），因此，向量组 0A 中向量的个数一定

小于等于m ，即 ( )R m≤A ．且有如下结论： 

设向量组 A 包含 m 个向量，则（Ⅰ）向量组 A 线性相关的充要条件是 ( )R A m< ，

即向量组 A 的秩小于向量的个数．（Ⅱ）向量组 A 线性无关的充要条件是 ( )R A m< ，即

向量组 A 的秩等于向量的个数． 

（3）因为向量组与它的极大无关组等价，由等价关系的传递性可知，任意两个等价

的向量组的极大无关组也等价．而由推论 5 可知，两个等价的线性无关向量组，必然含

有相同个数的向量，因此，等价的向量组的秩相同． 
例 12 已知向量组 1：A α ， 2α ，， sα 能由向量组 1：B β ， 2β ，， tβ 线性表

出，求证 ( ) ( )R R≤A B ． 

证明 要证 ( ) ( )R R≤A B ，就是要证向量组 A 的极大无关组中向量的个数小于等于

向量组 B 的极大无关组中向量的个数． 
设 ( )R r=A ，且

1iα ，
2iα ，，

riα 为向量组 A 的一个极大无关组；设 ( )R B k= ，

且
1j

β ，
2j

β ，，
kj

β 为向量组 B 的一个极大无关组． 

由于向量组 A 可以由向量组 B 线性表出，故
1iα ，

2iα ，，
riα 可以由

1j
β ，

2j
β ，，

kj
β 线性表出，而

1iα ，
2iα ，，

riα 线性无关，由推论 3 可知 r k≤ ，即 ( ) ( )R R≤A B ． 

例 13 已知向量组 1α ， 2α ，， sα 的秩为 r ，向量组 1β ， 2β ，， sβ 的秩为 t ．求
证 1 1 2 2( , , , )s sR r t+ + + ≤ +α β α β α β ． 

证明 设
1iα ，

2iα ，，
riα 是向量组 1α ， 2α ，， sα 的一个极大无关组，

1j
β ，

2jβ ，，
tj

β 是向量组 1β ， 2β ，， sβ 的一个极大无关组． 

那么，对任一 (1 )i i s≤ ≤ ， iα 可以由
1iα ，

2iα ，，
riα 线性表出， iβ 可以由

1j
β ，

2j
β ，，

tj
β 线性表出，所以， i i+α β 可由

1iα ，
2iα ，，

riα ，
1j

β ，
2j

β ，，
tj

β

线性表出，从而有 

1 2 1 21 1 2 2( , , , ) ( , ), , , , , ,
r ts s j j ji i iR R r t+ + + ≤ ≤ +  α β α β α β α α α β β β ． 

向量组的秩的定义并没有给出求向量组的秩的方法．前面我们说过，一个含有限个

向量的向量组与矩阵一一对应，而由第一章知，任何一个矩阵都可以用初等行变换化为

行阶梯形矩阵．由于行阶梯形矩阵的行向量组的秩比较容易求出，因此，我们可以借助

矩阵和矩阵的初等变换来求出向量组的秩． 

首先，我们回顾一下矩阵的初等行变换． 

矩阵的初等行变换包含以下三种变换： 
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（1）互换两行； 

（2）将某一行中的所有元素乘以一个不为 0 的常数； 

（3）将某一行的所有元素的 k 倍加到另一行的对应元素上去． 

其中，每一种变换都是可逆的． 
设矩阵 A 的行向量组为 1α ， 2α ，， mα ，即 

1

2

m

 
 
 =  
  
 

A


α
α

α

 

现将矩阵 A 进行一次初等行变换，记变换以后的矩阵的行向量组为 1′α ， 2′α ，，

m′α ，即 

1 1

2 2

m m

r

′   
   ′   = →   
      ′   

 

A

α α
α α

α α

 

由初等行变换的定义可知，向量组 1′α ， 2′α ，， m′α 可以由向量组 1α ， 2α ，，

mα 线性表出；又由于三种初等行变换都是可逆的，因此，向量组 1α ， 2α ，， mα 也

可以由向量组 1′α ， 2′α ，， m′α 线性表出．也就是说，向量组 1′α ， 2′α ，， m′α 与向

量组 1α ， 2α ，， mα 等价，即 

矩阵经过一次初等行变换以后，行向量组等价． 

由等价关系的传递性可知，经过有限次初等行变换后，矩阵的行向量组仍然等价．也

就是说，矩阵的初等行变换将矩阵的行向量组变为一个与之等价的行向量组．又因为等

价的向量组的秩相同，因此，我们得出一个重要结论． 

矩阵的初等行变换不会改变行向量组的秩． 

下面，我们研究行阶梯形矩阵中行向量组的秩的问题． 

设有如下行阶梯形矩阵，其中非零行的行数为 r ： 

 

11 12 1

22 20

00

0 0 0
0 0 0

r

r

rr

a a a

a a

a





= 









  







A













1

2

0
0

n

n

rn

a

a

a












 ( 0, 1, 2, , )iia i r≠ =   （6） 

显然，在行阶梯形矩阵的 r 个非零行中，任何一行都不能由其余非零行线性表出，

由推论 1 可知，这 r 个非零行必线性无关；而由于任意 1r + 个行向量必然含有零向量，
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故任意 1r + 个行向量必线性相关．因此，行向量组的秩就是 r ． 

也就是说：在行阶梯形矩阵中，行向量组的秩就是非零行的行数． 

同时，我们不加证明地指出： 

矩阵的列向量组的秩等于矩阵的行向量组的秩． 

由此，我们得出求向量组的秩的一般方法． 

将向量组按行（或按列）排列成一个矩阵，然后将矩阵用初等行变换变为阶梯形矩

阵，其中非零行的行数就是该向量组的秩． 

求出了向量组的秩，同时也就可以判断出此向量组的线性相关性． 

例 14 求向量组 1

1
2
1
2

 
 
 =
 
 
− 

α ， 2

2
3
0
1

 
 
 =
 
 
− 

α ， 3

1
1
5
7

 
 − =
 −
 
 

α 的秩，并判断此向量组是否线

性相关． 

解：将向量组按列排列成一个矩阵，然后使用初等行变换将矩阵变为行阶梯形矩阵． 

2 1
3 23 1

1 2 3
4 1 4 2

1 2 1 1 2 1 1 2 1
2

2 3 1 0 1 3 0 1 32( , , )
2 31 0 5 0 2 6 0 0 0

2 1 7 0 3 9 0 0 0

r r
r rr r

r r r r

     
−     − − − − −−−     = = → →

     + +− − −
     
− −     

A α α α  

由于行阶梯形矩阵中，非零行的行数为 2，故向量组 1α ， 2α ， 3α 的秩为 2，因此，

向量组 1α ， 2α ， 3α 线性相关． 

至此我们可以看出，判断一个给定的向量组是否线性相关，有三种基本方法，即例

7 中的直接观察法、解方程组法，以及例 14 中的初等变换法．其中，初等变换法首先用

矩阵的初等行变换求出向量组的秩，然后判断此向量组的线性相关性． 

下面给出“线性表出”和“向量组等价”的两个充要条件． 
定理 5 向量组 1β ， 2β ，…， β t 能由向量组 1α ， 2α ，…，α s 线性表出的充分必

要条件是 R ( 1α ， 2α ，…，α s ) = R ( 1α ， 2α ，…，α s ， 1β ， 2β ，…， β t )． 
证明 首先，设 R ( 1α ， 2α ，， sα ) = r，且设

1iα ，
2iα ，，

riα 是向量组 1α ，

2α ，， sα 的一个极大线性无关组． 
（1）必要性．因向量组 1β ， 2β ，， tβ 能由向量组 1α ， 2α ，， sα 线性表出，

而 1α ， 2α ，， sα 能由
1iα ，

2iα ，，
riα 线性表出，由线性表出的传递性可知，向

量组 1β ， 2β ，， tβ 能由向量组
1iα ，

2iα ，，
riα 线性表出，因此，向量组 1α ， 2α ，，

sα ， 1β ， 2β ，， tβ 能由
1iα ，

2iα ，，
riα 线性表出，而

1iα ，
2iα ，，

riα 线性无关，

由极大无关组的等价定义，可知
1iα ，

2iα ，，
riα 也是向量组 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，，

tβ 的一个极大无关组，所以R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，， tβ ) = r，即有 
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R ( 1α ， 2α ，， sα ) = R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，， tβ ) 

（2）充分性．因为 R ( 1α ， 2α ，， sα ) = R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，，

tβ )，故向量组 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，， tβ 的秩也等于 r ，因此， 1α ， 2α ，，

sα ， 1β ， 2β ，， tβ 中的任意 r 个线性无关的向量组都是 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，，

tβ 的极大线性无关组．所以，
1iα ，

2iα ，，
riα 也是向量组 1α ， 2α ，， sα ， 1β ，

2β ，， tβ 的一个极大线性无关组，按极大线性无关组的等价定义，可知向量组 1β ，

2β ，， tβ 可以由
1iα ，

2iα ，，
riα 线性表出，由于

1iα ，
2iα ，，

riα 是 1α ， 2α ，，

sα 的部分组，故向量组 1β ， 2β ，， tβ 可以由 1α ， 2α ，， sα 线性表出． 

当向量组 1β ， 2β ，， tβ 只包含一个向量 β 时，得到： 

推论 7  向量 β 能由向量组 1α ， 2α ，…， sα 线性表出的充分必要条件是 R ( 1α ，

2α ，…， sα ) = R ( 1α ， 2α ，…， sα ， β )． 

利用定理 5，我们可以得出向量组等价的充要条件： 
推论 8 向量组 1β ， 2β ，…， tβ 与向量组 1α ， 2α ，…， sα 等价的充分必要条件是

R ( 1α ， 2α ，…， sα ) = R ( 1β ， 2β ，…， tβ ) = R ( 1α ， 2α ，…， sα ， 1β ， 2β ，…， tβ )． 
证明 因向量组 1β ， 2β ，， tβ 与向量组 1α ， 2α ，， sα 能相互线性表出，由

定理 5，有 

R ( 1α ， 2α ，， sα ) = R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，， tβ ) 

和       R ( 1β ， 2β ，， tβ ) = R ( 1β ， 2β ，， tβ ， 1α ， 2α ，， sα )． 

由于 R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，， tβ ) = R ( 1β ， 2β ，， tβ ， 1α ， 2α ，，

sα )，故有 
R ( 1α ， 2α ，， sα ) = R ( 1β ， 2β ，， tβ ) = R ( 1α ， 2α ，， sα ， 1β ， 2β ，，

tβ ) 

有了推论 7，§3．2 中的例 5 也可采用如下的一种新解法． 

解 令 A= ( 1α ， 2α ， 3α ， β )
1 2 1 2
2 3 4 9
3 5 3 11

− 
 =  
 
 

 

用初等行变换将 A 化为行阶梯形矩阵． 

3 22 1

3 1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
22 3 4 9 0 1 6 5 0 1 6 5
3

3 5 3 11 0 1 6 5 0 0 0 0

r rr r
r r

− − −     
−−     = → − → −     −     −     

A  

可以看出 R ( 1α ， 2α ， 3α ) = R ( 1α ， 2α ， 3α ， β ) = 2，由推论 7，向量 β 可以由

向量组 1α ， 2α ， 3α 线性表出． 
例  15 设向量组 ( )1: 0, 1, 2=A α ， ( )2 1, 3, 5=α ， ( )3 2, 1, 0=α ，向量组
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1: (1, 2, 3)=B β ， 2 ( 1, 0, 1)= −β ，试证明向量组 A 与向量组 B 等价． 

证明 方法一（利用初等行变换）由于初等行变换前后的矩阵的行向量组等价，同

时，任一矩阵都可以用初等行变换化为行最简形矩阵，而一个矩阵的行最简形矩阵是唯

一的，因此，我们可以利用矩阵的初等行变换证明向量组的等价． 

记

1
3 12 1

2

3

0 1 2 1 3 5 1 3 5
21 3 5 0 1 2 0 1 2

2 1 0 2 1 0 0 5 10

r rr r
       

−↔       = = → →       
       − −      

A
α
α
α

 

3 2 1 2
1

1 3 5 1 0 1
5 30 1 2 0 1 2

0 0 0 0 0 0

r r r r
−   

+ −   → → =   
   
   

A  

21 2 1 1 2
1

2

1
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 0 122
1 0 1 0 2 4 0 1 2 0 1 2

rr r r r× −         + −
= = → → → =         −        

B B
β
β

 

由于矩阵 1A 与 1B 行向量组等价，而矩阵 A 与 1A 行向量组等价、矩阵 B 与 1B 行向量

组等价，故由等价关系的传递性可知，矩阵 A 与 B 行向量组等价，即向量组 1α ， 2α ， 3α
与向量组 1β ， 2β 等价． 

方法二（利用向量组等价的充要条件） 

令 ( )T T T T T 1 2
1 2 3 1 2

0 1 2 1 1 1 3 1 2 0
, , , , 1 3 1 2 0 0 1 2 1 1

2 5 0 3 1 2 5 0 3 1

r r
−   

↔   = = → −   
   
   

A α α α β β  

3 1 3 2

1 3 1 2 0 1 3 1 2 0
2 0 1 2 1 1 0 1 2 1 1

0 1 2 1 1 0 0 0 0 0

r r r r
   

− +   → − → −   
   − − −   

 

可知 R ( 1α ， 2α ， 3α ) = R ( 1α ， 2α ， 3α ， 1β ， 2β ) = 2 

又 T T 3 22 1
1 2

3 1

1 1 1 1 1 1
22( , ) 2 0 0 2 0 2

3
3 1 0 4 0 0

r rr r
r r

− − −     
−−     = → →     −     

     

β β  

故 1 2( , ) 2R =β β ，因此 R ( 1α ， 2α ， 3α ) = R ( 1β ， 2β ) = R ( 1α ， 2α ， 3α ， 1β ， 2β )． 

由推论 8 可知，向量组 1α ， 2α ， 3α 与向量组 1β ， 2β 等价． 

3. 极大线性无关组的求法 

向量组的极大线性无关组的定义，并没有提供具体求出一个向量组的极大线性无关

组的方法．与求向量组的秩类似，我们可以利用矩阵的初等行变换，求出向量组的极大

线性无关组． 
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例 16 设矩阵

1 2 2 1 1
2 4 8 0 2
2 4 2 3 3
3 6 0 6 4

− − 
 − =
 − −
 

− − 

A ，求矩阵 A 的列向量组的秩与一个极大

无关组． 
解 记矩阵 A 的列向量分别为 1α ， 2α ， 3α ， 4α ， 5α ，即 

A = ( 1α ， 2α ， 3α ， 4α ， 5α ) 

用初等行变换将矩阵 A 化为行阶梯形矩阵． 

2 1

3 1

4 1

1 2 2 1 1 1 2 2 1 1
2

2 4 8 0 2 0 0 4 2 02
32 4 2 3 3 0 0 2 1 5

3 6 0 6 4 0 0 6 3 1

r r
r r
r r

− − − −   −   − +   = →
   −− −
   

− − − −   

A  

2 3

3 2 4 3

4 2

1 2 2 1 1 1 2 2 1 11 1
0 0 2 1 0 0 0 2 1 02 5
0 0 0 0 5 0 0 0 0 1

3 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

r r

r r r r
r r

− − − −   
   × ×
   → → =−    −
   +
   

B  

由于阶梯形矩阵 B 中共有 3 个非零行，故 A 的列向量组的秩等于 3． 

要找出矩阵 A 的列向量组的极大无关组，只需在 A 的列向量组中，任意找出 3 个线

性无关的向量． 

注意到，在阶梯形矩阵 B 中，三个非零行主元所在的列分别为 1、3、5 列．单独观

察矩阵 A 的 1、3、5 列，有 

( 1α ， 3α ， 5α ) =

1 2 1 1 2 1
2 8 2 0 2 0
2 2 3 0 0 1
3 0 4 0 0 0

r
   
   
   →
   − −
   
   

 

因此，向量组 R ( 1α ， 3α ， 5α ) = 3，即向量组 1α ， 3α ， 5α 线性无关，因此，向量组 

1

1
2
2
3

 
 
 =
 −
 
 

α ， 3

2
8
2
0

 
 
 =
 −
 
 

α ， 5

1
2
3
4

 
 
 =
 
 
 

α  

就是矩阵 A 的列向量组的一个极大无关组． 

由此例我们可以得出求向量组的极大无关组的一般方法： 

将向量组按列排列成一个矩阵，然后用初等行变换将矩阵化为行阶梯形矩阵，其中，

非零行的行数就是向量组的秩，非零行的主元所在的列对应的原向量，就构成此向量组

的一个极大无关组． 
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例 17 设有向量组 

1

1
1
2
2

 
 
 =
 
 
 

α ， 2

0
2
1
5

 
 
 =
 
 
 

α ， 3

2
0
3
1

 
 
 =
 
 
− 

α ， 4

1
1
0
4

 
 
 =
 
 
 

α  

求此向量组的一个极大无关组，并将不属于极大无关组中的向量用极大无关组线性表出． 
解 首先将向量组按列排列成一个矩阵，即令 A = ( 1α ， 2α ， 3α ， 4α )，然后对 A 施

行初等行变换，化为行阶梯形矩阵． 

2 1

2 33 1

4 1

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 1
1 2 0 1 0 2 2 0 0 1 1 22

22 1 3 0 0 1 1 2 0 2 2 0
2 5 1 4 0 5 5 2 0 5 5 2

r r
r rr r

r r

     −     − − −↔−     = → →
     − − − −
     

− − −     

A  

3 2 4 3

4 2

1 0 2 1 1 0 2 1
0 1 1 2 0 1 1 22 3

5 0 0 0 4 0 0 0 4
0 0 0 12 0 0 0 0

r r r r
r r

   
   − − − −− −   → →
   −
   
   

 

因为在行阶梯形矩阵中，非零行的行数为 3，因此，向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 的秩

等于 3． 

注意到，在行阶梯形矩阵中，3 个非零行的主元所在的列为 1、2、4 列，与之对应

的原向量为 1α ， 2α ， 4α ，所以 1α ， 2α ， 4α 就是向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 的一个极大

无关组． 
为将不属于极大无关组的向量 3α 用 1α ， 2α ， 4α 表示，我们进一步将阶梯形矩阵用

初等行变换变为行最简形矩阵，即 

3
1 3

2 3

1 0 2 1 1 0 2 1 1 0 2 0
1

0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 04
20 0 0 4 0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

r r r
r r

     
     ×− − − − −−     → → =
     +
     
     

B  

将此行最简形矩阵记为 

B = ( 1β ， 2β ， 3β ， 4β ) 

由于矩阵的初等行变换对应线性方程组的同解变换，因此，方程 

1 1 2 2 3 3 4 4x x x x+ + + = 0α α α α  

与                         1 1 2 2 3 3 4 4x x x x+ + + = 0β β β β  

同解．也就是说，向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 与向量组 1β ， 2β ， 3β ， 4β 之间具有相同

的线性关系，通过观察 1β ， 2β ， 3β ， 4β ，有 

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



线 性 代 数 

· 68 · 

3 1 2 4

2 1 0 0
1 0 1 0

2 0 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

       
       −       = = − + = − +
       
       
       

β β β β  

所以 3 1 2 42 0= − +α α α α ． 

由此题我们也可以得出一个一般结论：矩阵的初等行变换不改变列向量组的线性关系． 

*§3.4 向量空间 

1. 向量空间的概念 

定义 10  设V 为 n维向量的集合，若V 非空，且V 对于 n维向量的加法与数乘两种

运算封闭，即 
（1）若 V∈α ， V∈β ，则 V+ ∈α β ； 

（2）若 V∈α ，λ∈R ，则 Vλ ∈α ， 

则称集合V 为R 上的向量空间． 

从以上定义不难看出，向量空间是对加法与数乘运算封闭的向量组． 

例 18 全体 n维向量的集合 nR ， 

（1）因 nR 至少包含一个零向量

0
0

0

 
 
 =
 
 
 



α ，故 nR 非空； 

（2）因为两个 n维向量的和仍是 n维向量，实数 λ乘 n维向量也仍然是 n维向量，故 nR
对加法与数乘运算封闭． 

因此，全体 n维向量的集合 nR 就是一个向量空间，称为 n维向量空间． 

注：当 3n = 时，三维向量空间 3R 表示几何立体空间； 

    当 2n = 时，二维向量空间 2R 表示平面； 

    当 1n = 时，一维向量空间R 表示数轴； 

    当 3n > 时， nR 没有直观的几何意义． 

例 19 判断下列集合是否为向量空间 

                  2 2{ (0, , , ) , , }n nV x x x x= = ∈R x  

解（1）因为V 至少含有一个向量 (0, 0, , 0)= x ，因此，集合V 非空． 

（2）设 =α (0， 2a ， 3a ，， na ) V∈ ， =β (0， 2b ， 3b ，， nb ) V∈ ，λ∈R ，

则有 
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2 2 3 3(0, , , , )n na b a b a b V+ = + + + ∈α β  

2 3(0, , , , )na a a Vλ λ λ λ= ∈α  

即集合V 对于加法与数乘运算封闭．因此，集合V 是一个向量空间． 

例 20 判断下列集合是否为向量空间 

            2 2{ (1, , , ) , , }n nV x x x x= = ∈R x ． 

解 （1）由于V 至少包含一个向量 (1, 0, , 0)= x ，因此，集合V 非空． 

（2）设 2 3 2 3(1, , , , ) , (1, , , , )n na a a V b b b V= ∈ = ∈ α β ，则有： 

2 2 3 3(2, , , , )n na b a b a b V+ = + + + ∉α β  

即集合V 对于加法运算不封闭．所以，集合V 不是一个向量空间． 
例 21 设α 、β 是两个已知的 n维向量，集合V 为所有能由α 、β 线性表出的 n维

向量的集合，即           { , }V λ µ λ µ= = + ∈Rξ α β  

试判断集合V 是否为向量空间． 

解 （1）由于集合V 至少包含零向量，故集合V 非空． 
（2）设 1 1 1 2 2 2, , kλ µ λ µ= + = + ∈Rξ α β ξ α β ，则有 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) Vλ λ µ µ+ = + + + ∈ξ ξ α β ，且 1 1 1( ) ( )k k k Vλ µ= + ∈ξ α β  

即集合V 对于加法与数乘运算封闭．所以，集合V 是一个向量空间． 
称 { , }V λ µ λ µ= = + ∈Rξ α β 为由向量α 、 β 所生成的向量空间． 

一般地，由向量组 1α ， 2α ，， mα 所生成的向量空间记为 

1 1 2 2 1 2{ , , , }m m mV λ λ λ λ λ λ= = + + ∈R ξ α α α  

定义 11 设有向量空间 1V 和 2V ，若 1 2V V⊂ ，则称 1V 是 2V 的子空间． 

例如，设α 、 β 、 γ 是三个已知的 n维向量，记 

1 { , }V λ µ λ µ= = + ∈Rξ α β ， 2 { , , }V λ µ ψ λ µ ψ= = + + ∈Rξ α β γ  

则对于任一                   1 1 1 1Vλ µ= + ∈ξ α β  

有                         1 1 1 20 Vλ µ= + + ⋅ ∈ξ α β γ  

因此 1 2V V⊂ ，即 1V 是 2V 的子空间． 

例 22 设向量组 1α ， 2α ，， mα 与向量组 1β ， 2β ，， sβ 等价，记 

1 1 1 2 2 1 2{ , , , }m m mV λ λ λ λ λ λ= = + + + ∈R ξ α α α  

2 1 1 2 2 1 2{ , , , }s s sV µ µ µ µ µ µ= = + + + ∈R ξ β β β  

试证明： 1 2V V= ． 

证明 设 1V∈x ，则 x 可以由 1α ， 2α ，， mα 线性表示，而 1α ， 2α ，， mα 可

以由 1β ， 2β ，， sβ 线性表示，故 x可以由 1β ， 2β ，， sβ 线性表示，因此， 2V∈x ，

即 1 2V V⊂ ． 

同理可证：若 2V∈x ，则 1V∈x ，即 2 1V V⊂ ，所以， 1 2V V= ． 
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由例 22 可知，等价的向量组生成的向量空间相同． 
例 23 设由向量组 1 (0, 1, 2)=α ， 2 (1, 3, 5)=α ， 3 (2, 1, 0)=α 生成的向量空间为

1V ，由向量组 1 (1, 2, 3)=β ， 2 ( 1, 0, 1)= −β 生成的向量空间为 2V ，证明： 1 2V V= ． 

证明 由例 15 可知，向量组 1α ， 2α ， 3α 与向量组 1β ， 2β 等价，而等价的向量组

生成的向量空间相同，因此，向量组 1α ， 2α ， 3α 与向量组 1β ， 2β 生成的向量空间相

同，即 1 2V V= ． 

2. 向量空间的基与维数 

定义 12 设V 是向量空间，若有 r 个向量 1α ， 2α ，， r V∈α ，且满足： 

（1） 1α ， 2α ，， rα 线性无关； 

（2）V 中任一向量都可以由 1α ， 2α ，， rα 线性表出， 

则称向量组 1α ， 2α ，， rα 为向量空间V 的一个基，数 r 称为向量空间V 的维数，记

为 dimV r= ，并称V 为 r 维向量空间． 

由于向量空间V 除零空间外实际上是含无穷多个向量的向量组，则按向量组的极大

线性无关组的等价定义可知，V 的基就是V 的极大线性无关组，V 的维数就是V 的秩． 

零空间只有一个零向量，没有基，其维数为 0． 

例 24 求全体 n维向量构成的 n维向量空间 nR 的基与维数． 

解 由例 11 可知， n维单位向量组 

1

1
0

0

 
 
 =
 
 
 



e ， 2

0
1

0

 
 
 =
 
 
 



e ，，

0
0

1

n

 
 
 =
 
 
 



e   

就是 nR 的一个极大无关组，所以， 1e ， 2e ，， ne 就是 nR 的一个基，且 nR 的维数

dim n n=R ． 

由于 nR 的维数为 n，因此，任意 n个线性无关的 n维向量都是 n维向量空间 nR 的基． 
例 25 求向量空间 2 2{ (0, , , ) , , }n nV x x x x= = ∈R x 的一个基与维数． 

解 令 2 (0, 1, 0, , 0)= e ， 3 (0, 0, 1, , 0)= e ，， (0, 0, 0, , 1)n = e ，则 

（1）将 2e ， 3e ，， ne 按行排列成一个矩阵，得 

2

3

0 1 0
0 0 1

0 0 0n

  
  
  =  
     

  

e
e

e









0
0

1



 =






A  

可以看出，矩阵 A 是一个阶梯形矩阵，且非零行的行数为 1n − 行，即向量组 2e ， 3e ，，

ne 的秩等于 1n − ，因此，向量组 2e ， 3e ，， ne 线性无关． 
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（2）对任一 2(0, , , )nx x V= ∈x ，总有 2 2 n nx x= + +x e e ，即 x 可以由 2e ， 3e ，，

ne 线性表出． 

因此，向量组 2e ， 3e ，， ne 就是向量空间V 的一组基，且 dim 1V n= − ． 

设向量组 1α ， 2α ，， rα 为向量空间V 的一个基，则按定义，V 中的任一向量都可

以由 1α ， 2α ，， rα 线性表出，另外，由向量空间对加法与数乘运算的封闭性可知，凡

能由 1α ， 2α ，， rα 线性表出的向量都属于向量空间V ，因此，向量空间V 可以写为 

1 1 2 2 1 2{ , , , }r r rV λ λ λ λ λ λ= = + + + ∈R ξ α α α  

也就是说，任一向量空间 V 都可以由它的一个基生成，这就比较清楚地显示出向量

空间V 的构造． 

3. 向量在基下的坐标 

设向量组 1α ， 2α ，， rα 为向量空间V 的一个基，则按定义，V 中的任一向量 x

都可以唯一地由 1α ， 2α ，， rα 线性表出．设表达式为 

1 1 2 2 r rλ λ λ= + + +x α α α  

数组（ 1λ ， 2λ ，， rλ ）称为向量 x 在基 1α ， 2α ，， rα 下的坐标． 

由坐标的定义可以看出，向量 x 在基 1α ， 2α ，， rα 下的坐标（ 1λ ， 2λ ，， rλ ），

就是向量 x 由基 1α ， 2α ，， rα 线性表出的系数构成的数组． 

例 26 求 n维向量空间中任一向量

1

2

n

x
x

x

 
 
 =  
  
 



x 在基 1e ， 2e ，， ne 下的坐标． 

解 由于

1

2
1 2 1 1 2 2

1 0 0
0 1 0

0 0 1

n n n

n

x
x

x x x x x x

x

       
       
       = = + + + = + + +       
               

 

  

x e e e  

即向量

1

2

n

x
x

x

 
 
 =  
  
 



x 在基 1e ， 2e ，， ne 下的坐标就是（ 1x ， 2x ，， nx ）．因此，称 1e ，

2e ，， ne 为 n维向量空间的自然基． 

例 27 给定向量组 1

2
4
1

− 
 =  
 
 

α ， 2

1
3
5

− 
 =  
 
 

α ， 3

2
3
1

 
 = − 
 
 

α ，

1
1
3

 
 =  
 
 

β ，试验证向量组 1α ，
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2α ， 3α 是三维向量空间 3R 的一个基，并求出向量 β 在这组基下的坐标． 

解 由于任意 n个线性无关的 n维向量都是 n维向量空间 nR 的基，因此，要证 1α ，

2α ， 3α 是三维向量空间 3R 的一个基，只需证明 1α ， 2α ， 3α 线性无关；要求向量 β 在

这组基下的坐标，只需将 β 用 1α ， 2α ， 3α 线性表出．令 

A=（ 1α ， 2α ， 3α ， β ）

2 1 2 1
4 3 3 1
1 5 1 3

− − 
 = − 
 
 

 

先用初等行变换将矩阵 A 化为行阶梯形矩阵： 

1 3 2 1

3 1

2 3 3 1

2 1 2 1 1 5 1 3 1 5 1 3
44 3 3 1 4 3 3 1 0 17 7 11
2

1 5 1 3 2 1 2 1 0 9 4 7

1 5 1 3 1 5 1 3
2 90 1 1 3 0 1 1 3

0 9 4 7 0 0 5 20

r r r r
r r

r r r r

− −     
↔ −     = − → − → − − −     +     − −     

   
+ −   → →   

   − −   

．

A

 

由于                  ( )1 2 3

1 5 1
, , 0 1 1

0 0 5

r
 
 → 
 − 

α α α  

所以 R ( 1α ， 2α ， 3α ) = 3，即 1α ， 2α ， 3α 线性无关，所以 1α ， 2α ， 3α 是三维向

量空间 3R 的一个基． 
为将 β 用 1α ， 2α ， 3α 线性表出，继续用初等行变换将行阶梯形矩阵化为行最简

形矩阵 

3
1 2

1 3

2 3

1 5 1 3 1 5 1 3 1 0 4 121( ) 550 1 1 3 0 1 1 3 0 1 1 3
0 0 5 20 0 0 1 4 0 0 1 4

1 0 0 4
4 0 1 0 1

0 0 1 4

r r r

r r
r r

− −     × − −     → →     
     − −     

 
+  → − −  

 

．

 

因为 
4 1 0 0
1 4 0 ( 1) 1 4 0
4 0 0 1

       
       − = + − +       
       
       

 

且由于初等行变换不会改变列向量组的线性关系，所以 1 2 34 4= − +β α α α ，即向量 β 在

基 1α ， 2α ， 3α 下的坐标为 (4 1 4)−， ， ． 
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习 题 三 

1．设

2
0
1
3

 
 
 =
 −
 
 

α ，

1
7
4
2

 
 
 =
 
 
− 

β ，

0
1
0
1

 
 
 =
 
 
 

γ ，（1）求 2 3+ −α β γ ； 

（2）若有 χ ，满足 3 5 2 0− + + =α β γ χ ，求 χ ． 

2．设有矩阵

1 1 6 2
0 2 1 5
4 0 9 1

 
 =  
 − 

A ，写出矩阵 A 的列向量组和行向量组． 

3．已知向量 1

1
2
2

 
 =  
 
 

α ， 2

2
2
1

 
 = − 
 
 

α ， 3

0
6
3

 
 =  
 
 

α ，问向量 3α 能否由向量 1α 、 2α 线性表

出？ 

4．已知向量

1

3
a
 
 =  
 
 

β 能由 1

2
1
0

 
 =  
 
 

α ， 2

3
2
1

− 
 =  
 
 

α 线性表出，求 a的值． 

5．判断下列向量组是线性相关的还是线性无关的． 

（1） 1

1
3
 

=  
 

α ， 2

2
5
 

=  
 

α ； 

（2） 1

1
3
4

 
 = − 
 
 

α ， 2

2
1
3

 
 =  
 − 

α ， 3

5
1
2

 
 = − 
 − 

α ； 

（3） 1

2
0
0

 
 =  
 
 

α ， 2

3
6
0

 
 =  
 
 

α ， 3

5
1
4

 
 =  
 
 

α ． 

6．判断下列命题是否正确，正确的请给出证明，错误的请举出反例： 

（1）若两个向量组的秩相等，则这两个向量组等价． 

（2）若向量组 1α ， 2α ，， sα 可由 1β ， 2β ，， tβ 线性表出，则必有 s t< ． 

（3）若向量组 1α ， 2α ，， sα 与 2α ，， sα 都线性相关，则 1α 必不能由 2α ，，

sα 线性表出． 

（4）若向量组 1α ， 2α ，， sα 线性无关，则对任意一组不全为 0 的数 1k ， 2k ，，

sk ，都有 1 1 2 2 s sk k k+ + + ≠ 0α α α ． 
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（5）若 1α ， 2α 线性相关， 1β ， 2β 线性相关，则 1 1+α β ， 2 2+α β 也线性相关． 

7．若向量组α ， β ， γ 线性无关，证明向量组 +α β ， +β γ ， +γ α 也线性无关． 

8．若向量组 1α ， 2α ，， ( 2)s s ≥α 中， 1 ≠ 0α ，且每个 ( 2, 3, , )i i s= α 都不能

由 1α ， 2α ，， 1i−α 线性表出，证明 1α ， 2α ，， sα 线性无关． 

9．设 1α ， 2α ，， nα 是一组 n维向量，已知 n 维单位向量 1e ， 2e ，， ne 能由

它们线性表出，证明 1α ， 2α ，， nα 线性无关． 

10．设非零向量 β 可以由向量组 1α ， 2α ，， sα 线性表出，证明：表示法唯一的

充分必要条件是 1α ， 2α ，， sα 线性无关． 

11．设向量组 A 与向量组 B 有相同的秩，且向量组 A 可以由向量组 B 线性表出，证

明向量组 A 与向量组 B 等价． 
12．设向量组 1α ， 2α ，， sα 的秩为 r ，在其中任意取出m 个向量

1i
α ，

2i
α ，，

mi
α ，若此向量组的秩为 1r ，证明 1r r m s≥ + − ． 

13．设有向量组 1 (1, 1, 1)=α ， 2 (1, 2, 3)=α ， 3 (1, 3, )t=α ，问 t 为何值时，向量组

1α ， 2α ， 3α 线性相关？ 

14．已知向量组 

1

0
: 1

1

 
 =  
 
 

A α ， 2

1
1
0

 
 =  
 
 

α ；  1

1
: 0

1

− 
 =  
 
 

B β ， 2

1
2
1

 
 =  
 
 

β ， 3

3
2
1

 
 =  
 − 

β ， 

证明向量组 A 与向量组 B 等价． 

15．用初等行变换求下列向量组的秩，并判断向量组的线性相关性． 

（1） 1

1
3
1

− 
 =  
 
 

α ， 2

2
1
0

 
 =  
 
 

α ， 3

1
4
1

 
 =  
 
 

α ；    （2） 1

2
= 3

0

 
 
 
 
 

β ， 2

1
= 4

0

− 
 
 
 
 

β ， 3

0
= 0

2

 
 
 
 
 

β ． 

16．求下列向量组的秩和一个极大线性无关组． 

（1） 1

1
2
1

 
 =  
 − 

α ， 2

9
100

10

 
 =  
 
 

α ， 3

2
4
2

− 
 = − 
 
 

α ； 

（2） 1 (1, 2, 0, 3)= −α ， 2 ( 2, 5, 3, 6)= − −α ， 3 (0, 1, 3, 0)=α ， 4 ( 2, 1,= −α  

4, 7 )− ． 

17．设向量组 

1

1
2
3
4

 
 
 =
 
 
− 

α ， 2

2
3
4
1

 
 
 =
 −
 
 

α ， 3

2
5
8
3

 
 − =
 
 
− 

α ， 4

3
4
1
2

 
 − =
 
 
 

α ， 
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求此向量组的秩与一个极大线性无关组，并将不属于极大无关组中的向量用极大无关组

线性表出．

18．已知矩阵 
1 1 2 2 1
0 2 1 5 1
2 0 3 1 3
1 1 2 4 1

 
 − =
 −
 

− 

A  

求矩阵 A 的列向量组的一个极大线性无关组，并将不属于极大无关组中的向量用极大无

关组线性表出．

19．以下向量集合是否构成向量空间，为什么？ 
（1） 1 2 3 1 2 1 2 3{ ( , , ) 0, , , }V x x x x x x x x= = = ∈Rx ； 
（2） 1 2 1 1{ ( , , , ) 0, , , }n n nV x x x x x x x= = + + = ∈R  x ； 
（3） 1 2 1 1{ ( , , , ) 1, , , }n n nV x x x x x x x= = + + = ∈R  x ． 

20．求由向量组 

1

1
2
1
0

 
 
 =
 
 
 

α ， 2

1
1
1
2

 
 
 =
 
 
 

α ， 3

3
4
3
4

 
 
 =
 
 
 

α ， 4

1
1
2
1

 
 
 =
 
 
 

α ， 5

4
5
6
4

 
 
 =
 
 
 

α  

所生成的向量空间的一个基与维数．

21．由向量组 1 (1, 1, 0, 0)=α ， 2 (1, 0, 1, 1)=α 所生成的向量空间记为 1V ，由向量

组 1 (2, 1, 3, 3)= −β ， 2 (0, 1, 1, 1)= − −β 所生成的向量空间记为 2V ，试证 1 2V V= ． 

22．给定向量组 1

1
1
0

 
 = − 
 
 

α ， 2

2
1
3

 
 =  
 
 

α ， 3

3
1
2

 
 =  
 
 

α ，

5
0
7

 
 =  
 
 

β ，试验证向量组 1α ， 2α ，

3α 是三维向量空间 3R 的一个基，并求出向量 β 在这组基下的坐标． 

23．已知 1V ， 2V 都是 3R 的二维子空间，证明 1V 与 2V 有非零的公共向量． 

本 章 小 结 

一、教学要求 

1．理解 n维向量的概念； 
2．理解向量组的线性组合、一个向量能由一个向量组线性表出的概念，掌握一个向

量能由一个向量组线性表出的判定方法；

3．理解向量组 B 能由向量组 A 线性表示、向量组等价的概念，掌握向量组之间的线

习题三参考答案 
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性表出和等价的判定方法； 
4．理解向量组的线性相关和线性无关的概念，掌握向量组线性相关性的判定方法； 
5．掌握向量组的秩的概念及其求法，掌握向量组的极大无关组的概念及其求法； 
6．了解向量空间的相关概念． 

二、重点与难点 

重点：向量组的线性相关和线性无关的概念、向量组线性相关性的判定方法、向量

组的极大线性无关组的求法． 
难点：向量组的线性相关和线性无关的概念、向量组线性相关性的判定方法． 

三、知识框图 
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总 练 习 三 

一、选择题 

1．设 A 为 n阶方阵，且 A 的列向量组的秩为 r ，已知 r n< ，则 A 中（  ）． 

A．必有 r 个列向量线性无关 

B．任意 r 个列向量线性无关 

C．任意 r 个行向量都是 A 的行向量组的一个极大无关组 
D． 0≠A  

2．向量组 1α ， 2α ，， mα ( 2)m ≥ 线性无关的充分必要条件是（  ）． 

A．当 1 2 0mk k k= = = = 时， 1 1 2 2 m mk k kα α α+ + + = 0 能够成立 

B． 1α ， 2α ，， mα 中不含零向量 

C． 1α ， 2α ，， mα 中至少有一个向量不能由其余向量线性表示 

D． 1α ， 2α ，， mα 中任意一个向量都不能由其余向量线性表示 

3．设 A 为 4× 3 矩阵，则下述说法中正确的是（  ）． 

A．A 的列向量组的秩至少是 3   B．A 的列向量组线性无关 

C．A 的行向量组线性相关    D．A 的列向量组线性相关 

4．以下说法中不正确的有（  ）个． 

（1）秩相同的两个向量组一定等价 
（2）若向量组 1α ， 2α ，， rα 线性无关， 1r+α 可由 1α ， 2α ，， rα 线性表出，

则向量组 1α ， 2α ，， rα ， 1r+α 也线性无关 

（3）设 1α ， 2α ，， rα 线性无关，则 1α ， 2α ，， 1r−α 也线性无关 

（4） 1α ， 2α ，， rα 线性相关，则 rα 一定可由 1α ， 2α ，， 1r−α 线性表出 

（5）若两个向量组等价，则它们所含的向量个数相同 

A．1    B．2    C．3    D．4 
5．设向量 1 2(1, 1, 2, 4) , (0, 3, 1, 2) ,= − =α α 3 (3, 0, 7 , 14),=α 4 (1, 2, 2, 0) ,= −α  

5 ( 2, 1, 5, 10)=α ，则以下都是该向量组的极大无关组，除了（  ）． 

A． 1 4 5, ,α α α       B． 1 2 3, ,α α α   

C． 2 3 4, ,α α α       D． 1 2 4, ,α α α   
6．设 A 为 3 阶方阵， A 的列向量组记为 1α ， 2α ， 3α ，则以下行列式中与 A 值相

等的是（  ）． 
A． 1 2 2 3 1 3, ,+ − + +α α α α α α    B． 1 1 2 1 2 3, 2 , 3+ + +α α α α α α  

C． 1 2 1 2 3 3, ,+ + +α α α α α α    D． 1 2 3 1 3, 2 , 3+ +α α α α α  
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7．设向量组 1 2 3, ,α α α 线性无关，则 ,x y 满足（  ）时， 1 1 2 32 3 ,= + +β α α α 2 14= +β α  

2 3 1 2 35 , 2x y= + +α β α α α 也线性无关． 
A．5 2 8x + y         B．x y  

C．5 2 8x + y        D．x y   

8．设向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 线性无关，则以下向量组中线性无关的是（  ）． 

A． 1 2+α α ， 2 3−α α ， 3 4+α α ， 4 1−α α  

B． 1 2+α α ， 2 3+α α ， 3 4−α α ， 4 1−α α  

C． 1 2+α α ， 2 3+α α ， 3 4+α α ， 4 1−α α  

D． 1 2−α α ， 2 3−α α ， 3 4−α α ， 4 1−α α  

9．对于向量组 1α ， 2α ，， sα ，则以下结论中不正确的是（  ）． 

A．若对于任意一组不全为 0 的数 1k ， 2k ，， sk ，都有 1 1 2 2 s sk k k+ + + ≠ 0α α α ，

则 1α ， 2α ，， sα 线性无关 

B．若 1α ， 2α ，， sα 线性相关，则对于任意一组不全为 0 的数 1 2, , , sk k k ，

都有 1 1 2 2 s sk k k+ + + = 0α α α  

C． 1α ， 2α ，， sα 线性无关的充要条件是此向量组的秩为 s  

D． 1α ， 2α ，， sα 中若有零向量，则向量组一定线性相关 

10．已知向量组 A： 1α ， 2α ，， rα 可由向量组 B： 1β ， 2β ，， tβ 线性表示，

则以下说法中正确的是（  ）． 

A．若 r t> ，则向量组 B 线性相关 

B．若 r t> ，则向量组 A 线性无关 

C．若向量组 A 线性无关，则 r t≤  

D．若向量组 B 线性无关，则 r t≤  

二、填空题 
1．已知向量组 T

1 (1, 0, 1)=α ， T
2 (2, 2, 3)=α ， T

3 (1, 3, )t=α 线性无关，则

t ≠     ． 
2．设向量组 T

1 (1, 1, 1)=α ， T
2 (2, 4, 0)=α ， T

3 (2, 1, 1)=α ，则 1 2 33 2− + =α α α    ． 

3．已知向量组 1 1 22= +β α α ， 2 2 33= −β α α ， 3 1 36= +β α α ，则向量组 1β ， 2β ， 3β

线性            ．（相关、无关） 
4．设向量 1 2 3 4 1 2 3 4( , , , ) , ( , , , ) ,x x x x y y y y= =α β 1 2 3 4( , , , )z z z z=γ ，若行

列式
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0
x y z
x y z
x y z

 ，则 , ,α β γ 线性           ．（相关、无关） 

5．设向量 T
1 ( 2, 1, 1, 1) ,=α T

2 ( 1, 1, 7 , 10) ,= −α T
3 (3, 1, 1, 2) ,= − −α 4 (8,=α  
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T5, 9, 11) ，则向量组 1 2 3 4, , ,α α α α 线性           ．(相关、无关) 

6 ． 设 向 量 T T T
1 2 3( 2, 1, 4, 1) , ( 3, 2, 2, 1) , (1, 1, 14, 2) ,= = − − − − = −α α α  

T( 5, 2, , 3)t= − − −β ，已知 β 可由 1 2 3, ,α α α 线性表出，则 t =             ． 

7．设向量组 T
1 (1, 3, 2, 1)= −α ， T

2 ( 5, 1, 6, 11)= − −α ， T
3 (2, 1, 3, 5)= − −α ，则

R ( 1α ， 2α ， 3α ) =          ，此时 1α ， 2α ， 3α 线性           ．（相关、无关） 

8．设方阵

1 1
1 1

1 1

k
k

k

 
 − − − 
 
 

A = ，已知 A 的列向量组线性相关，则 k =             ． 

9．已知向量α 满足5(0, 1, 2) 5 (1, 0, 2) = (4, 0, 2)− − − −α ，则 =α             ． 

10．设 3 阶方阵 2 3( , , )= α γ γA ， 2 3( , , )= β γ γB ，其中α ， β ， 2γ ， 3γ 均为 3 维

列向量， 2= −A ， 5=B ，则行列式 + =A B             ． 

三、计算题 
1．设向量组 T

1 (1, 2, 3, 4)=α ， T
2 (5, 6, 7, 8)=α ， T

3 (7, 10, , 16)t=α ，问 t 取何

值时， 1α ， 2α ， 3α 线性无关． 

2．设向量组 T
1 (1, 2, 1)= −α ， T

2 (0, 1, 3)=α ， T
3 (3, , 0)a=α ， T

4 (2, 5, )b=α ，问

a，b 取何值时，R ( 1α ， 2α ， 3α ， 4α ) = 2． 

3．设向量组 
T

1 (1, 0, 2)=α ， T
2 (1, 1, 3)=α ， T

3 (1, 1, 2)k= − +α ， T(1, 2, 3)k= +β ， 

（1） k 取何值时， β 不能由向量组 1α ， 2α ， 3α 线性表示？ 

（2） k 取何值时， β 能由向量组 1α ， 2α ， 3α 线性表示，且表示法唯一？ 

4．设向量组 
T

1 (1, 0, 2, 1)=α ， T
2 (2, 5, 1, 4)= −α ， T

3 (1, 1, 3, 1)= − −α ， T
4 (2, 1, 3, 0)=α ， 

求向量组 1α ， 2α ， 3α ， 4α 的秩，一个极大无关组，并将其余向量用极大无关组表示． 

四、证明下列各题 
1．设向量组 1α ， 2α ， 3α 线性无关， 1 12=β α ， 2 2 3= +β α α ， 3 2 3= −β α α ， 证明：

1β ， 2β ， 3β 线性无关． 

2．已知向量组 B ： 1β ， 2β ， 3β 与向量组 A ： 1α ， 2α ， 3α 的线性表示式为 

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 3

2
2 2
3

= + −
 = − +
 = +

β α α α
β α α α
β α α

， 

试证向量组 A 与向量组 B 等价． 
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