
 

第 3 章  多维随机变量及其分布 

上一章讨论了一个随机变量的情况，但在实际问题中某些随机试验的结果需要同时用两

个或两个以上的随机变量来描述. 例如，研究某一地区的学龄前儿童的身体发育情况，需要同

时考虑儿童的身高和体重；研究一个地区的财政收入情况，需要同时分析当地的国内生产总

值、税收和其他收入等. 因此，本章介绍多维随机变量及其分布.  

3.1  多维随机变量及其分布函数 

3.1.1  多维随机变量 

定义 3.1.1  设 是随机试验的样本空间，对 中的每一个样本点，有 n个实数 1( )X  , 

2 ( )X  , , ( )nX  与之对应，称 1 2( , , , )nX X X 为定义在 上的一个 n维随机变量.  

由于二维随机变量与 n 维随机变量没有本质的区别，为简单起见，下面着重讨论二维随

机变量.  

定义 3.1.2  设 是随机试验的样本空间，对 中的每一个样本点，有两个实数 ( )X  、

( )Y  与之对应，称 ( , )X Y 为定义在 上的一个二维随机变量.  

3.1.2  联合分布函数 

与一维随机变量类似，首先引入二维随机变量的分布函数.  

定义 3.1.3  设 ( , )X Y 是二维随机变量，对任意 x yR， ，称二元函数 

 ( , ) { , }F x y P X x Y y ≤ ≤  （3.1.1） 

为二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数.   

若将二维随机变量 ( , )X Y 看作平面上的随机点，则

联合分布函数 ( , )F x y 的几何意义为随机点 ( , )X Y 落在

点 ( , )x y 左下方阴影部分内的概率，如图 3.1.1 所示.  

与一维随机变量的分布函数类似，二维随机变量的联

合分布函数 ( , )F x y 具有以下基本性质.  

定理 3.1.1  设 ( , )F x y 为二维随机变量 ( , )X Y 的联

合分布函数，则 ( , )F x y 满足 

（1）单调性： ( , )F x y 分别关于 x，y 单调不降，即 

当 1 2x x 时， 1 2( , ) ( , )F x y F x y≤ ； 

当 1 2y y 时， 1 2( , ) ( , )F x y F x y≤ . 
（2）有界性： 0 ( , ) 1F x y≤ ≤ ，且 lim ( , ) 0

x
F x y


 ， lim ( , ) 0

y
F x y


 ， lim ( , ) 1

x
y

F x y



 . 

 

图 3.1.1  分布函数 ( , )F x y 的几何意义 
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（3）右连续性： ( , )F x y 是右连续函数，即 

0
0 0( 0, ) lim ( , ) ( , )

x x
F x y F x y F x y


   ， 

0
0 0( , 0) lim ( , ) ( , )

y y
F x y F x y F x y


   . 

（4）相容性：对于任意实数 1 2x x ， 1 2y y ，  

1 2 1 2

2 2 2 1 1 2 1 1

{ , }

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0.

P x X x y Y y

F x y F x y F x y F x y

 
   

≤ ≤

≥
 

二维概率计算如图 3.1.2 所示. 

满足以上四条性质的二元函数 ( , )F x y ，一定是某个

二维随机变量的联合分布函数；反之，二维随机变量的联合分布函数一定满足以上四条性质.  

例 3.1.1  设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数为 

 ( , ) ( arctan )( arctan )F x y A B x C y   ， 2( , )x y R   

试求系数 A、B、C，并求 {0 1,0 1}P x y ≤ ≤ .  
解  lim ( , ) lim ( arctan )( arctan )

x x
F x y A B x C y

 
    

                   
π

( arctan ) 0
2

A C yB    
 

  

         

lim ( , ) lim ( arctan )( arctan )

π
( arctan ) 0

2

y y
F x y A B x C y

A B x C

 
  

    
 

  

         

lim ( , ) lim ( arctan )( arctan )

π π
1

2 2

x x
y y

F x y A B x C y

A B C

 
 

  

      
  

  

由此可得 2

1

π
A  ，

π

2
B C   

根据联合分布函数的相容性可知 

 
1

{0 1,0 1} (1,1) (0,1) (1,0) (0,0)=
16

P X Y F F F F     ≤ ≤   

定义 3.1.4  设 1 2( , , , )nX X X 为 上的一个 n维随机变量，对任意 ix R ，i = 1,2, ,n，

称 n元函数 

 1 2 1 1 2 2( , , , ) { , , }n n nF x x x P X x X x X x ≤ ≤ ≤  （3.1.2） 

为 n维随机变量 1 2( , , , )nX X X 的联合分布函数.  

式中， 1 1 2 2 1 1 2 2{ , , } { } { } { }n n n nX x X x X x X x X x X x  ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ .  

3.1.3  联合分布律 

定义 3.1.5  如果二维随机变量 ( , )X Y 只取有限对或可列无穷多对值 ( , )i jx y ，i, j = 1,2,，

 

图 3.1.2  二维概率计算 
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则称 ( , )X Y 为二维离散型随机变量，称 

 { , }i j ijP X x Y y p   ，（i, j = 1,2,） （3.1.3） 

为 ( , )X Y 的联合分布律. 

二维离散型随机变量的联合分布律也可表示为如表 3.1.1 所示的表格形式. 

表 3.1.1  二维离散型随机变量的联合分布律 

X 
Y 

1y  2y  … jy  … 

1x  11p  12p  … 1 jp  … 

2x  21p  22p  … 2 jp  … 

          

ix  1ip  2ip  … ijp  … 

          

二维离散型随机变量的联合分布律满足下列两条基本性质. 

（1） 0ijp ≥ ，i, j = 1,2,； 

（2）
1 1

1ij
i j

p
 

 

 .  

二维离散型随机变量的联合分布函数为 

 ( , )
i j

ij
x x y y

F x y p
≤ ≤

 （3.1.4） 

例 3.1.2  （二维两点分布）用剪刀随机地去剪一条悬挂有小球的绳子. 剪中绳子的概率

为 p（0< p <1），设 X 表示剪中绳子的次数，Y 表示小球下落的次数. 求 ( , )X Y 的联合分布律. 

解  ( , )X Y 的联合分布律如表 3.1.2 所示. 

表 3.1.2  (X,Y)的联合分布律 

X 
Y 

0 1 

0 1p 0 

1 0 p 

3.1.4  联合概率密度函数 

定义 3.1.6  设 ( , )F x y 是二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数，如果存在非负可积函数

( , )f x y ，使得对于任意实数对 ( , )x y ，有 

 ( , ) ( , )d d
x y

F x y f u v u v
 

    （3.1.5） 

则称 ( , )X Y 为二维连续型随机变量， ( , )f x y 为 ( , )X Y 的联合概率密度函数.   

二维连续型随机变量的联合概率密度函数满足下列两条基本性质. 

（1） ( , ) 0f x y ≥ ； 
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（2） ( , )d d 1f x y x y
 

 
  .  

凡是满足上述两条性质的二元函数 ( , )f x y ，一定是某个二维连续型随机变量的概率密度

函数；反之，某个二维连续型随机变量的概率密度函数一定满足上述两条性质.  

由联合分布函数和联合概率密度函数的性质可以得到以下结论. 

（1）在 ( , )f x y 的连续点处，有
2 ( , )

( , )
F x y

f x y
x y

 
 

； 

（2） {( , ) } ( , )d d
G

P X Y G f x y x y   .  

例 3.1.3  设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
(2 )e 0, 0

( , )
0

x yc x y
f x y

    


，

， 其他
  

求：（1）常数 c ； 

（2） { }P X Y≥ ； 

（3）联合分布函数 ( , )F x y .  

解  （1） (2 ) 2

0 0
1 ( , )d d e d d e d e d

2
x y x y c

f x y x y c x y c x x
        

   
         ，得 2c  . 

（2） 2 2

0 0 0

1
{ } ( , )d d 2e d e d 2e (1 e )d

3

x
x y x x

x y

P X Y f x y x y x y x
           

≥

≥  

（3）
2

0 0
2e e d d 0, 0

( , ) ( , )d d
0

x y
u v

x y u v x y
F x y f u v u v

 

 

    


  
，

， 其他

 

                               
2(1 e )(1 e ) 0, 0

0

x y x y      


，

， 其他
  

3.1.5  常见的二维连续型分布 

1. 二维均匀分布（几何概率） 
设G 为平面上某个有界区域，其面积为 ( )S G ，如果二维连续型随机变量 ( , )X Y 具有联合

概率密度函数 

 

1
( , )

( )( , )

0 ( , )

x y G
S Gf x y

x y G

  
 

，

，

 （3.1.6） 

则称 ( , )X Y 在区域G 上服从二维均匀分布，记为 ( , ) ~ ( )X Y U G .  

若二维随机变量 ( , ) ~ ( )X Y U G ，则对任意区域 D G ，有 

 
1 ( )

{( , ) } ( , )d d
( ) ( )

D D

S D
P X Y D f x y

S G S G
       （3.1.7） 
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二维均匀分布描述的随机现象是向平面区域G 中随机投点，该点坐标 ( , )X Y 落在G 的任

何子区域 D 中的概率只与该子区域的面积有关，而与其位置无关. 上一章讨论了一维随机变

量的均匀分布，即 

若随机变量 ~ ( , )X U a b ，则对任意区间 ( , ) ( , )c d a b ，有 

 
( ,d)

{ }
( , )

d c c
P c X d

b a a b

  


≤
的长度

的长度
 （3.1.8） 

随机变量 X 落在 ( , )a b 的任何子区间内的概率只与该子区间的长度有关，而与其位置无关.  

在上述结论中，借助几何度量（长度、面积、体积等）来计算的概率，即为第 1 章中提

到的几何概型.  

例 3.1.4  设二维随机变量 ( , )X Y 在区域 {( , ) | 0 1,G x y x    

}y x 上服从均匀分布，求 

（1） ( , )X Y 的联合概率密度函数； 

（2） { 1}P X Y ≤ .  

解  （1） ( ) 1S G  ，
1 0 1,

( , )
0

x y x
f x y

    


，

，其他
 

（2）设 {( , ) 1}D x y x y  ≤ ，如图 3.1.3 所示，
3

( )
4

S D  ，

{ 1}P X Y ≤
( ) 3

( ) 4

S D

S G
  

例 3.1.5  （约会等待问题）甲、乙两艘轮船驶向一个不能同时停泊两艘轮船的码头停泊，

它们在一昼夜内到达的时刻是等可能的. 如果甲的停泊时间为 1h，乙的停泊时间为 2h，求两

艘轮船相遇的概率.   

解  设 X 、Y 分别表示甲、乙两船到达的时间， 

则 , ) ~ ( )X Y U G（ ， {( , ) 0 24,0 24}G x y x y ≤ ≤ ≤ ≤ ， 

假设甲船先到，则两船要相遇，应满足 1X Y X ≤ ≤ ； 

假设乙船先到，则两船要相遇，应满足 2Y X Y ≤ ≤ . 

所以两船要相遇，即 ( , )X Y 落在 {( , ) | 2D x y x y  ≤ ≤  

1}x  内，如图 3.1.4 所示， 

2 2 2

2

1 1
24 23 22( ) 2 2 0.12

( ) 24

S D
p

S G

   
    

2. 二维正态分布 
设二维连续型随机变量 ( , )X Y 具有联合概率密度函数 

 
2 2

1 1 2 2
2 2 22

1 21 21 2

1 1 ( ) ( )( ) ( )
( , ) exp 2

2(1 )2π 1

x x y y
f x y

   
     

               
 

 xR ， yR  （3.1.9） 

式中， 1 , 2 , 1 , 2 ,  都是常数，且 1 0  ， 2 0  ， 1 1   ，则称 ( , )X Y 服从二维正态分

 

图 3.1.3  区域 D 示意图 

 

图 3.1.4  两船相遇示意图 
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布，记为 2 2
1 1 2 2( , ) ~ ( , ; , ; )X Y N      .  

3.2  边缘分布与独立性 

3.2.1  边缘分布函数 

X 和Y 的分布函数 ( ) { }XF x P X x ≤ 、 ( ) { }YF y P Y y ≤ 分别称为 ( , )X Y 关于 X 和Y 的边

缘分布函数.  
如果已知 ( , )X Y 的联合分布函数 ( , )F x y ，则由 ( , )F x y 可以导出 X 和Y 的边缘分布函数为 

 ( ) { } { , } ( , ) lim ( , )X
y

F x P X x P X x Y F x F x y


      ≤ ≤  （3.2.1） 

 ( ) { } { , } ( , ) lim ( , )Y
x

F y P Y y P X Y y F y F x y


      ≤ ≤  （3.2.2） 

联合分布函数 ( , )F x y 可以完全决定 X 和Y 的边缘分布函数 ( )XF x 、 ( )YF y ，但反之不一定，

X 和Y 的边缘分布函数 ( )XF x 、 ( )YF y 不能完全决定联合分布函数.  

例 3.2.1  设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布函数为 

 
1 e e e 0 0

( , )
0

x y x y xy x y
F x y

          


， ，

， 其他
  

求 X 和Y 的边缘分布函数.   

解  X 的边缘分布函数为 

 
1 e 0

( ) lim ( , )
0 0

x

x
y

x
F x F x y

x





    
 ≤

，

，
 

Y 的边缘分布函数为 

 
1 e 0

( ) lim ( , )
0 0

y

y
x

y
F x F x y

y





    
 ≤

，

，
 

这两个边缘分布函数都是一维指数分布函数，它们与 无关. 当不同时，对应的二维联

合分布函数不同，但它们的边缘分布函数却相同. 这说明，仅利用边缘分布函数还不足以完全

描述联合分布函数. 这是因为二维随机变量不仅与两个分量有关，还与各分量间的联系有关.  

iX 的分布函数 ( ) { }
iX i i iF x P X x ≤ ，i = 1,2, ,n，称为 1 2( , , , )nX X X 关于 iX 的边缘分布

函数.  

3.2.2  边缘分布律 

对于二维离散型随机变量 ( , )X Y ， { }iP X x 称为随机变量 X 的边缘分布律. 

 
1

{ }i i ij
j

P X x p p




   ，（i = 1,2,） （3.2.3） 

对于二维离散型随机变量 ( , )X Y ， { }jP Y y 称为随机变量Y 的边缘分布律. 
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1

{ }j j ij
i

P Y y p p




   ，（j = 1,2,） （3.2.4） 

边缘分布律与联合分布律可以表示为如表 3.2.1 所示的表格形式. 

表 3.2.1  边缘分布律与联合分布律 

X 

Y 

1y  2y  … jy  … ip   

1x  11p  12p  … 1 jp  … 1p   

2x  21p  22p  … 2 jp  … 2p   

            

ix  1ip  2ip  … ijp  … ip   

            

jp  1p  2p  … jp  … 1 

由表 3.2.1 可见，将表格中各行的元素相加，置于最后一列，构成随机变量 X 的边缘分布

律；将表格中各列的元素相加，置于最后一行，构成随机变量Y 的边缘分布律. 

例 3.2.2  袋子中有 3 个球，分别标有数字 1、2、3，从中任取两次，每次取 1 个球，以 X 、

Y 分别表示第 1 次和第 2 次取到的球上的数字，在无放回取球和有放回取球的两种情形下，

求 ( , )X Y 的联合分布律和边缘分布律.  

解  无放回取球的情形如表 3.2.2 所示. 

表 3.2.2  无放回取球的情形 

X 
Y 

1 2 ip   

1 0 
1

3
 

1

3
 

2 
1

3
 

1

3
 

2

3
 

jp  1

3
 

2

3
 1 

有放回取球的情形如表 3.2.3 所示. 

表 3.2.3  有放回取球的情形 

X 
Y 

1 2 ip   

1 
1

9
 

2

9
 

1

3
 

2 
2

9
 

4

9
 

2

3
 

jp  1

3
 

2

3
 1 
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根据上例可以看出，由 ( , )X Y 的联合分布律可以完全确定 X Y、 的边缘分布律，但由

X Y、 的边缘分布律不能完全确定 ( , )X Y 的联合分布律. 在上例中 X Y、 的边缘分布律都相

同，但两种情况却有不同的联合分布律. 所以二维随机变量的分布不仅与两个分量有关，还与

各分量间的联系有关.  

3.2.3  边缘概率密度函数 

X 和Y 的概率密度函数 ( )Xf x 、 ( )Yf y 分别称为 ( , )X Y 关于 X 、Y 的边缘概率密度函数.  

随机变量 X 的边缘概率密度函数为 

 ( ) ( , )dXf x f x y y



  ， xR  （3.2.5） 

随机变量Y 的边缘概率密度函数为 

 ( ) ( , )dYf y f x y x



  ， yR   （3.2.6） 

因为   

 ( ) ( , ) d( , )d
x

XF x F x uf u v v


 

         

 ( ) ( ) ( , )dX Xf x F x f x v v



   ，即 ( ) ( , )dXf x f x y y




     

同理 

 ( ) ( ) d ( , )d ( , )d( , )d
y

Y Yf y F y v f u y u f x y xf u v u
 

  

           

例 3.2.3  设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
(2 )2e 0, 0

( , )
0

x y x y
f x y

    


，

， 其他
  

求：（1）边缘概率密度函数 ( )Xf x ； 

（2）边缘概率密度函数 ( )Yf y .  

解  （1）
2 2

0
2e e d 0 2e 0

( ) ( , )d
0 00 0

x y x

X

y x x
f x f x y y

xx


  



       



≤

， ，

， ≤，

 

（2）
2

0
2e e d 0 e 0

( ) ( , )d
0 00 0

x y y

Y

x y y
f y f x y x

yy


  



       



， ，

， ≤， ≤

 

定理 3.2.1  若二维随机变量 2 2
1 1 2 2( , ) ~ ( , ; , ; )X Y N      ，则 2

1 1~ ( , )X N   ， 2
2 2~ ( , )Y N   .  

证略. 

该定理说明随机变量 ( , )X Y 服从二维正态分布，则 X、Y 的边缘分布函数均为一维正态分

布函数.  
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推论 3.2.1  若二维随机变量 ( , ) ~ (0,1;0,1; )X Y N  ，则 ~ (0,1)X N ， ~ (0,1)Y N .  

例 3.2.4  已知二维随机变量 ( , )X Y 在区域 2 2{( , ) | 1}G x y x y  ≤ 上服从二维均匀分布，

试求关于 X、Y 的边缘概率密度函数. 

解  ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
2 21

1
( , ) π

0

x y
f x y

  


≤，

，其他

  

X 的边缘概率密度函数为 

 

2

2

1 2

1

21
1 1 1d 1 1

( ) ( , )d ππ
00

x

xX

x xy x
f x f x y y

 


 


       
 


≤ ≤≤ ≤ ，，

， 其他， 其他

  

Y 的边缘概率密度函数为 

 

2

2

1
2

1

21
1 1 1d 1 1

( ) ( , )d ππ
00

y

yY

y yx y
f y f x y x

 


 


       
 


≤ ≤≤ ≤ ，，

， 其他， 其他

  

此例说明二维均匀随机变量的边缘分布不一定是均匀分布；联合分布可以确定边缘分布，

但边缘分布不一定能确定联合分布. 

3.2.4  随机变量的独立性 

在第 1 章中我们介绍过随机事件的独立性，下面我们借助随机事件的独立性，引入随机

变量的独立性.  

定义 3.2.1  设 ( , )X Y 为二维随机变量，若对任意实数对 ( , )x y ，有 

 { , } { } { }P X x Y y P X x P Y y≤ ≤ ≤ ≤  （3.2.7） 

成立，则称随机变量 X 与Y 相互独立.  

如果两个事件 A 和 B 相互独立，则 ( ) ( ) ( )P AB P A P B ，把 { } { }P X x P Y y≤ ≤和 分别看作

两个事件 A、 B ，则根据事件独立性就可得出上述定义. 

定理 3.2.2  设 ( , )X Y 为二维随机变量，其联合分布函数为 ( , )F x y ，X 和Y 的边缘分布函

数分别为 ( )XF x 、 ( )YF y ，则 X 与Y 相互独立的充分必要条件是对一切实数对 ( , )x y ，都有 

 ( , ) ( ) ( )X YF x y F x F y   （3.2.8） 

定理 3.2.3  设 ( , )X Y 为二维离散型随机变量，则 X 与Y 相互独立的充分必要条件是对

( , )X Y 的任意一对取值 ( , )i jx y ，都有 

 { , } { } { }i j i jP X x Y y P X x P Y y      ，i, j = 1,2,   （3.2.9） 

定理 3.2.4  设 ( , )X Y 为二维连续型随机变量，其联合概率密度函数为 ( , )f x y ，X 和Y 的

边缘概率密度函数分别为 ( )Xf x 、 ( )Yf y ，则 X 与Y 相互独立的充分必要条件是对 ( , )f x y 、

( )Xf x 、 ( )Yf y 的一切公共连续点，都有 

 ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y   （3.2.10） 
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随机变量的独立性具有与随机事件的独立性相同的性质. 

（1）若 1 2, , , nX X X 相互独立，则其中任意 m (2 )m n≤ ≤ 个随机变量也相互独立，反之

不成立.  

（2）若 X 与Y 相互独立， ( )h  和 ( )g  是连续函数，则 ( )h X 与 ( )g Y 也相互独立.  

（3）若 1 2( , , , )mX X X 与 1 2( , , , )m m nX X X   相互独立， ( )h  和 ( )g  是连续函数，则

1 2( , , , )mh X X X 与 1 2( , , , )m m ng X X X   也相互独立.  

例3.2.5  在例3.2.2中，在无放回取球和有放回取球的两种情形下讨论随机变量 X 与Y 的

独立性.  

解  无放回取球的情形如表 3.2.4 所示. 

表 3.2.4  无放回取球的情形 

X 
Y 

1 2 ip   

1 0 
1

3
 

1

3
 

2 
1

3
 

1

3
 

2

3
 

jp  1

3
 

2

3
 1 

{ 1, 1} { 1} { 1}P X Y P X P Y      ， X 与Y 不相互独立.  

有放回取球的情形如表 3.2.5 所示. 

表 3.2.5  有放回取球的情形 

X Y 

X 1 2 ip   

1 
1

9
 

2

9
 

1

3
 

2 
2

9
 

4

9
 

2

3
 

jp  1

3
 

2

3
 1 

{ , } { } { }P X i Y j P X i P Y j      ， , 1,2i j  ， X 与Y 相互独立.  

例 3.2.6  已知二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
8 0 1

( , )
0

xy x y
f x y


 


≤ ≤ ≤，

， 其他
  

讨论 X 与Y 的独立性.  

解      

1
28 d 0 1 4 (1 ) 0 1

( ) ( , )d
00

x
X

xy y x x x x
f x f x y y





      



≤ ≤ ≤ ≤， ，

， 其他， 其他

 

 
3

0
8 d 0 1 4 0 1

( ) ( , )d
00

y

Y

xy x y y y
f y f x y x





     



≤ ≤ ≤ ≤， ，

， 其他， 其他
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由 ( ) ( ) ( , )X Yf x f y f x y  ，则 X 与Y 不相互独立.  

例 3.2.7  设甲、乙两种元件的寿命 X、Y 相互独立，服从同一分布，其概率密度函数为 

 
21

e 0
( ) 2

0

x

x
f x


  


，

， 其他

  

求甲元件寿命不大于乙元件寿命 2 倍的概率. 

解  由于 X、Y 服从同一分布且相互独立，则 X、Y 的联合概率密度函数 ( , )f x y 为 

 
21

e 0 0
( , ) ( ) ( ) 4

0

x y

X Y
x y

f x y f x f y


   




， ，

， 其他

  

故所求概率为 

 
3

2 2 4 4

0 0 0
2

1 1 1 2
{ 2 } d e d e e d e d

4 2 2 3

x y x x x

xP X Y x y x x
      

      ≤   

即甲元件寿命不大于乙元件寿命 2 倍的概率为
2

3
. 

例 3.2.8  证明：已知二维随机变量 2 2
1 1 2 2( , ) ~ ( , ; , ; )X Y N      ，则 X 与Y 相互独立的充

分必要条件是 0  .  

证  由定理 3.2.1 可知，若 2 2
1 1 2 2( , ) ~ ( , ; , ; )X Y N      ，则  

 2
1 1~ ( , )X N   ， 2

2 2~ ( , )Y N     

( , )X Y 的联合概率密度函数为 

2 2
1 1 2 2

2 2 22
1 21 21 2

1 1 ( ) ( )( ) ( )
( , ) exp 2

2(1 )2π 1

x x y y
f x y

   
     

               
 

X 、Y 的边缘概率密度函数分别为 

 
2

1
2

11

1 1 ( )
( ) exp

22π
X

x
f x




       
   

  

 
2

2
2

22

1 1 ( )
( ) exp

22π
Y

y
f y




       
   

  

若 0  ，则 

 
2 2

1 2
2 2

1 2 1 2

1 1 ( ) ( )
( , ) exp

2π 2

x y
f x y

 
   

        
   

( ) ( )X Yf x f y    

即 X 与Y 相互独立.  

反之，若 X 与Y 相互独立， ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y  对一切 2( , )x y R 成立， 

令 1x  ， 2y  ，有
2

1 2 1 2

1 1 1

2π 2π 2π 1    
 


，故 0  .  

例 3.2.9  某公司老板到达办公室的时间均匀分布在 8:00～12:00，他的秘书到达办公室的
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时间均匀分布在 7:00～9:00，假设两人到达的时间相互独立，求两人到达办公室的时间相差不

超过 5min 的概率. 

解  设 X、Y 分别是老板和他的秘书到达办公室的时间，由假设 X 和Y 的概率密度函数

分别为 

 
1

8 12
( ) 4

0
X

x
f x


 


≤ ≤，

，其他

， 
1

7 9
( ) 2

0
Y

x
f y


 


≤ ≤，

，其他

  

因为 X、Y 相互独立，故 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
1

8 12 7 9
( , ) ( ) ( ) 8

0
X Y

x y
f x y f x f y


   


≤ ≤ ≤ ≤， ，

，其他

  

两人到达办公室的时间相差不超过 5min，即
5

60
X Y ≤ ，

如图 3.2.1 所示，其概率为 

 
2 21 113 11

( ) 15 2 212 12
( ) 4 2 4860

S D
P X Y

S G

        
     


≤  

即老板和他的秘书到达办公室的时间相差不超过 5min 的概率

为
1

48
. 

3.3  条 件 分 布 

3.3.1  条件分布律 

定义 3.3.1  设二维离散型随机变量 ( , )X Y 的联合分布律为 

 { , }i j ijP X x Y y p   ，（i, j = 1,2,）  

对固定的 j ，若 { } 0jP Y y  ，则称 

 
{ , }

{ | }
{ }

i j ij
i j

j j

P X x Y y p
P X x Y y

P Y y p

 
   


（i = 1,2,） （3.3.1） 

为在 jY y 的条件下，随机变量 X 的条件分布律. 
对固定的 i ，若 { } 0iP X x  ，则称 

 
{ , }

{ | }
{ }

i j ij
j i

i i

P X x Y y p
P Y y X x

P X x p 

 
   


（ j = 1,2,） （3.3.2） 

为在 iX x 的条件下，随机变量Y 的条件分布律.  

 

图 3.2.1  X、Y 取值范围 
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条件分布律 { | }i jP X x Y y  满足分布律的性质. 

（1） { | } 0i jP X x Y y   ，（i = 1，2，…）；  

（2）
1 1

1
{ | } 1i j ij

i ij

P X x Y y p
p

 

 

     . 

条件分布律 { | }j iP Y y X x  类似. 

例 3.3.1  设随机变量 X 在 1、2、3、4 四个整数中等可能地取值，另一随机变量Y 在 1～

X 中等可能地取值，求 

（1） ( , )X Y 的联合分布律； 

（2）X、Y 的边缘分布律； 

（3）判断 X、Y 的独立性. 

解  （1） X 的分布律如表 3.3.1 所示. 

表 3.3.1  X的分布律 

X  1 2 3 4 

P  
1

4
 

1

4
 

1

4
 

1

4
 

在 X i 的条件下，Y 的条件分布律为 

 
1

{ }
0

j i
iP Y j X i

j i

   
 

≤，

，
（i, j = 1,2,3,4）  

( , )X Y 的联合分布律为 

 
1 1

{ , } { } { } 4
0

ij

j i
p P X i Y j P X i P Y j X i i

j i

         
 

≤，

，

（i, j = 1,2,3,4）  

( , )X Y 的联合分布律用表格表示，如表 3.3.2 所示. 

表 3.3.2  (X,Y)的联合分布律 

X  
Y 

1  2  3  4  iP   

1  
1

4
 0  0  0  

1

4
 

2  
1

8
 

1

8
 0  0  

1

4
 

3  
1

12
 

1

12
 

1

12
 0  

1

4
 

4  
1

16
 

1

16
 

1

16
 

1

16
 

1

4
 

jP  25

48
 

13

48
 

7

48
 

3

48
 1  

（2）Y 的分布律如表 3.3.3 所示. 
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表 3.3.3  Y的分布律 

Y  1 2 3 4 

P  
25

48
 

13

48
 

7

48
 

3

48
 

（3）由于 { , } { } { }P X i Y j P X i P Y j      ，所以 X 与Y 不相互独立. 

3.3.2  条件概率密度函数 

定义 3.3.2  设二维连续型随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 ( , )f x y ，对一切使

( ) 0Yf y  的 y ，分别称 

 | d
( )

( , )
( | )

x

X Y
Y

u
y

f u y
F x y

f
   （3.3.3） 

 | ( )

( , )
( | )X Y

Y y

f x y
f x y

f
  （3.3.4） 

为在Y y 的条件下，随机变量 X 的条件分布函数和条件概率密度函数. 
对一切使 ( ) 0Xf x  的 x ，分别称 

 | d
( )

( , )
( | )

y

Y X
X

v
x

f x v
F y x

f
   （3.3.5） 

 | ( )

( , )
( | )Y X

X x

f x y
f y x

f
  （3.3.6） 

为在 X x 的条件下，随机变量Y 的条件分布函数和条件概率密度函数. 
例 3.3.2  已知二维随机变量 ( , )X Y 在区域 2 2{( , ) | 1}G x y x y   上服从二维均匀分布，

试求在Y y 的条件下， X 的条件概率密度函数 | ( | )X Yf x y . 

解  ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
2 21

1
( , ) π

0

x y
f x y

  


≤，

，其他

  

Y 的边缘概率密度函数为 

 
22

1 1 1
( ) ( , )d π

0
Y

y y
f y f x y x





    



≤ ≤，

， 其他

 . 

当 1 1y   时，在Y y 的条件下， X 的条件概率密度函数为 

 

2 2

2 2
|

1 π 1
1 1( , )

( | ) 2 1 2 1
( )

0

X Y
Y

y x yf x y
f x y y y

f y

        



≤ ≤，

， 其他
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3.4  二维随机变量函数的分布 

在第 2 章中讨论过一维随机变量函数 ( )Y g X 的分布，本节进一步讨论二维随机变量函

数 ( , )Z f X Y 的分布. 假设 ( , )X Y 为二维随机变量， ( , )Z f X Y 是 ( , )X Y 的函数， Z 也是随

机变量. 

3.4.1  二维离散型随机变量函数的分布 

设二维离散型随机变量 ( , )X Y 的联合分布律为 

 { , }i j ijP X x Y y p   ，（i, j = 1,2,）  

若 ( , )X Y 的函数 ( , )Z f X Y 仍是离散型随机变量，则其分布律为 

 
( , )

{ } { ( , ) } { , }
i j k

k k i j
x y S

P Z z P f X Y z P X x Y y


       （3.4.1） 

式中， {( , ) : ( , ) }k i j i j kS x y f x y z  .  

例 3.4.1  设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律如表 3.4.1 所示. 

表 3.4.1  (X,Y)的联合分布律 

X 
Y 

1 1 2 

1 
1

10
 

2

10
 

3

10
 

2 
2

10
 

1

10
 

1

10
 

求：（1） X Y 的分布律；（2） XY 的分布律；（3） /X Y 的分布律；（4）max( , )X Y 的分布律.  

解  由 ( , )X Y 联合分布律，得 ( , )X Y 及函数的分布如表 3.4.2 所示. 

表 3.4.2  (X,Y)及函数的分布 

P  
1

10
 

2

10
 

3

10
 

2

10
 

1

10
 

1

10
 

( , )X Y  ( 1, 1)   ( 1,1)  ( 1, 2)  (2, 1)  (2,1)  (2, 2)  

X Y  2 0 1 1 3 4 

XY  1 1 2 2 2 4 

/X Y  1 1 1 / 2  2 2 1 

max( , )X Y  1 1 2 2 2 2 

（1） X Y 的分布律如表 3.4.3 所示. 

表 3.4.3  X+Y的分布律 
X Y  2 0 1 3 4 

P  
1

10
 

2

10
 

5

10
 

1

10
 

1

10
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（2） XY 的分布律如表 3.4.4 所示. 

表 3.4.4  XY的分布律 
XY  2 1 1 2 4 

P  
5

10
 

2

10
 

1

10
 

1

10
 

1

10
 

（3） /X Y 的分布律如表 3.4.5 所示. 

表 3.4.5  X/Y的分布律 
/X Y  2 1 1 / 2  1 2 

P  
2

10
 

2

10
 

3

10
 

2

10
 

1

10
 

（4）max( , )X Y 的分布律如表 3.4.6 所示. 

表 3.4.6  max(X,Y)的分布律 
max( , )X Y  1 1 2 

P  
1

10
 

2

10
 

7

10
 

例 3.4.2  （泊松分布的可加性）设随机变量 X 与Y 相互独立，且 1~ ( )X P  ， 2~ ( )Y P  ，

求 X Y 的分布律.  

解  11{ } e
!

k

P X k
k

   ， 22{ } e
!

h

P Y h
h

   ，（k,h = 0,1,2,） 

 { } { 0, } { 1, 1} { , 0}P X Y n P X Y n P X Y n P X n Y               

                     
0

{ }{ }
n

k

P X k Y n k


    1 21 2

0

e e
! ( )!

n k n k

k k n k
   

 




   

                     
1 2

1 2
0

e !

! !( )!

n
k n k

k

n

n k n k

 

 
 








1 2

1 2
0

e
C

!

n
k k n k
n

kn

 

 
 





    

                     1 2( )1 2( )
e

!

n

n
      （n = 0,1,2,）  

从而 1 2~ ( )X Y P    .  

两个相互独立的泊松分布随机变量之和仍然服从泊松分布，且参数为相应的参数之和，

称泊松分布具有可加性.  

类似地，二项分布具有可加性： 1~ ( , )X B n p ， 2~ ( , )Y B n p ，且相互独立，则它们的和

1 2~ ( , )X Y B n n p  .  

两点分布具有可加性： ~ (1, )iX B p ， 1 2, , , nX X X 相互独立同分布，则它们的和 1 2X X   

+ ~ ( , )nX B n p . 二项分布可以看作 n个相互独立的两点分布随机变量的和.  

3.4.2  二维连续型随机变量函数的分布 

设二维连续型随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 ( , )f x y ，若 ( , )X Y 的函数 Z = 

( , )f X Y 仍为连续型随机变量，则其分布函数为 
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{( , ) ( , ) }

( ) { } { ( , ) } ( , )d dZ

x y G x y z

F z P Z z P f X Y z f x y x y   
≤

≤ ≤  （3.4.2） 

概率密度函数为 

 
( ) ( )

( )
0

Z Z
Z

F z f z
f z


 


，在 的连续点

， 其他
 （3.4.3） 

此为求随机变量函数的分布的基本方法，即从求 Z 的分布函数出发，将求 Z 的分布函数

转化为求 ( , )X Y 的事件的概率，求出 Z 的分布函数，再求其概率密度函数.  

例 3.4.3  设随机变量 X 与Y 相互独立，且都服从 (0,1)N ，求 2 2Z X Y  的概率密度

函数.  

解  ( , )X Y 的联合概率密度函数为

2 2

21
( , ) e

2π

x y

f x y


  

当 0z  时， ( ) 0ZF z   

当 0z ≥ 时，

2 2

2 2

2 2 21
( ) { } { } e d

2π

x y

Z

x y z

F z P Z z P X Y z 




    
≤

≤ ≤  

                    

2 2

2π
2 2

0 0 0

1
d e d e d

2π

r rz z
r r r r

 
      

综上， Z 的分布函数为 

 

2

2

0
e d 0( )

0 0

rz

Z
r r zF z

z


 
 

 ≥，

，

  

Z 的概率密度函数为 

 

2

2e 0( ) ( )
0 0

z

Z Z
z zf z F z

z

  
 

≥，

，
  

例 3.4.4  已知 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
3 0 1 0

( , )
0

x x y x
f x y

   
 


， ，

，其他
  

求 Z X Y  的概率密度函数 ( )Zf z .  

解  设 Z X Y  的分布函数为 ( )ZF z  

当 0z ≤ 时， ( ) 0ZF z  ；当 2z ≥ 时， ( ) 1ZF z   

当 0 1z ≤ 时，如图 3.4.1 所示. 

/2
3

0

3
( ) { } { } 3 d d d 3 d

8

z z y

Z
y

x y z

F z P Z z P X Y z x x y y x x z




       
≤

≤ ≤  

当1 2z  时，如图 3.4.2 所示. 
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 31

/2

( ) { } { } 1 { }

3
1 3 d d 1 d 3 d 1

2 8

Z

x

z z x
x y z

F z P Z z P X Y z P X Y z

z
x x y x x y z


 

      

        

≤ ≤

  

综上， Z 的分布函数为 

 

3

3

0 0

3
0 1

8
( )

3
1 1 2

2 8
1 2

Z

z

z z
F z

z
z z

z



 
 
    



≤

≤

≥

，

，     

，

，        

  

Z 的概率密度函数为 

 

2

2

9
0 1

8
3

1 21( ) ( )
2 4

0

Z Z

z z

z zf z F z

 


         




≤，

， 

，        其他

  

          

        图 3.4.1  0 1z ≤ 时的积分区域                    图 3.4.2  1 2z  时的积分区域 

3.4.3  特殊函数的分布 

下面讨论几种特殊函数的分布.  

1. 和的分布（卷积公式） 
设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 ( , )f x y ， X 和Y 的边缘概率密度函数分别

为 ( )Xf x 、 ( )Yf y ，则和 Z X Y  的概率密度函数为 

 ( ) ( , )d ( , )dZf z f x z x x f z y y y
 

 
      （3.4.4） 

特别地，当 X 与Y 相互独立时 
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 ( ) ( ) ( )d ( ) ( )dZ X Y X Yf z f x f z x x f z y f y y
 

 
      （3.4.5） 

上述两个公式也称为卷积公式.  

证  ( ) { } { } ( , )d dZ

x y z

F z P Z z P X Y z f x y x y


    
≤

≤ ≤ d( , )d
z y

yf x y x
 

 

       

             d( , )d
z y

xf x y y
 

 

        

Z 的概率密度函数为 

 ( ) ( ) ( , )dZ Zf z F z f z y y y



     

由 X 与Y 的对称性，得 ( ) ( , )dZf z f x z x x



  .  

例 3.4.5  例 3.4.4 也可用卷积公式求解.  

解                    
3 0 1 0

( , )
0

x x y x
f x y

   
 


， ，

，其他
 

由卷积公式 ( ) ( , )dZf z f x z x x



  求解，得 

 
3 0 1 2

( , )
0

x x x z x
f x z x

   
  



， ，

，其他
  

积分区域如图 3.4.3 所示. 

当 0 2 ( ) 0Zz z f z ≥或 时，  

当 0 1z ≤ 时， 2

/2

9
( ) ( , )d 3 d

8

z

Z
z

f z f x z x x x x z



      

当1 2z ≤ 时，
21

/2

3
( ) ( , )d 3 d 1

2 4
Z

z

zf z f x z x x x x




      
    

综上， Z 的概率密度函数为 

2

2

9
0 1

8
3

1 21( )
2 4

0

Z

z z

z zf z

 


      




≤

≤

，

， 

，        其他

 

例 3.4.6  设随机变量 X 与Y 相互独立， ~ (0,1)X N ， ~ (0,1)Y N ，求Z X Y  的概率密度

函数.  

解         

2 2( )

2 21
( ) ( ) ( )d e e d

2π

x z x

Z X Yf z f x f z x x x
   

 
      

                    

2
2( )

4 21
e e d

2π

z z
x

x
  


    

图 3.4.3  积分区域 
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令
2

z
t x  ，则 

 

22 2

2 22( 2 )4 41 1 1
( ) e e d e e

2π 2 π 2π 2

zz z
t

Zf z t
 


        

即 ~ (0,2)Z N .  

例 3.4.7  设二维随机变量 ( , )X Y 在以点 (0,1) 、(1,0) 、(1,1) 为顶点的三角形区域上服从均

匀分布，求 Z X Y  的概率密度函数.  

解  ( , )X Y 的联合概率密度函数为
2 0 1 1 1

( , )
0

x x y
f x y


 


≤ ≤ ≤ ≤， ，

，其他
 

 {( , ) 0 1,1 1} {( , ) 0 1,1 1 }G x z x x z x x z x z x    ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤≤   

当1 2z ≤ 时，
1

1
( ) ( ) ( )d 2d 2(2 )Z X Y

z
f z f x f z x x x z



 
       

当 1z  或 2z≥ 时， ( ) 0Zf z   

综上， Z 的概率密度函数为 

 
2(2 ) 1 2

( )
0Z

z z
f z

 
 


≤，

， 其他
  

2. 极值分布 
设随机变量 X 与Y 相互独立，其分布函数分别为 ( )XF x 、 ( )YF y ，则最大值 1 max( , )Z X Y

和最小值 2 min( , )Z X Y 的分布函数分别为 

 
1
( ) {max( , ) } { , }ZF z P X Y z P X z Y z ≤ ≤ ≤        

                          { } { } ( ) ( )X YP X z P Y z F z F z ≤ ≤ ， zR  （3.4.6） 

 
2
( ) {min( , ) } 1 {min( , ) }ZF z P X Y z P X Y z   ≤   

                         1 { , } 1 { } { }P X z Y z P X z P Y z          

                         1 [1 { }][1 { }]P X z P Y z   ≤ ≤   

                         1 [1 ( )][1 ( )]X YF z F z    ， zR  （3.4.7） 

3.5  应 用 实 例 

例 3.5.1  设某班车起点站上车人数 X 服从参数为 0  （ ）的泊松分布，每位乘客在中

途下车的概率为 p （ 0 1p  ），并且他们在中途下车与否是相互独立的，用Y 表示在中途下

车的人数，求二维随机变量 ( , )X Y 的概率分布. 

解  X 服从泊松分布
e

{ }
!

n

P X n
n

 

  ，（n = 0,1,2,） 

在上车人数为 n的条件下，每位乘客下车与否看作一次伯努利试验，下车人数Y 服从二项

分布 
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 { } C (1 )m m n m
nP Y m X n p p     ，（m n≤ ，n = 1,2,，m = 0,1,2,）  

( , )X Y 的联合分布律 

当m n≤ ，n = 1,2,，m = 0,1,2,时， 

 
e

{ , } { } { } C (1 )
!

n
m m n m
nP X n Y m P X n P Y m X n p p

n

 
          

当 0n m  时， 

 ( , ) eP X n Y m     

例 3.5.2  某足球队在任何长度为 t 的时间区间内得黄牌（或红牌）的次数 ( )N t 服从参数

为 t 的泊松分布，记 iX 为比赛进行 it min 后的得牌数， 2 11,2i t t （ ），试写出 1 2( , )X X 的联

合分布律. 

解  ( )N t 服从参数为 t 的泊松分布 

 
e ( )

{ ( ) }
!

t kt
P N t k

k

 

  （k = 0,1,2,）  

1 2( , )X X 的联合分布律为 

                 1 2 1 2 1= , |ijP P X i X j P X i P X j X i        

              
 2 11

1 2 1e ( ) e [ ( )]

! ( )!

t tt i j it t t

i j i

     


（i = 0,1,2,，j = i,i+1,）  

例 3.5.3  设系统 L 由两个相互独立的子系统 L1、L2 连接而成，连接方式分别为（1）串

联；（2）并联；（3）备用（当系统 L1 损坏时，系统 L2 开始工作），如图 3.5.1 所示. 设 L1、L2

的寿命分别为 X 、Y ，已知它们的概率密度函数分别为 

 
e 0

( )
0 0

x

X

x
f x

x

   
 ≤

，

，
，

e 0
( )

0 0

y

Y

y
f y

y

   
 ≤

，

，
（ 0 0     ， ， ）  

试分别就以上三种连接方式写出 L 的寿命 Z 的概率密度函数. 

 

图 3.5.1  连接方式 

解  （1）串联的情况 
由于当 L1、L2 中有一个损坏时，系统 L 就停止工作，所以 L 的寿命为 min( , )Z X Y ，而

X、Y 的分布函数分别为 

 
1 e 0

( )
0 0

x

X

x
F x

x

   
 ≤

，

，
，

1 e 0
( )

0 0

y

Y

y
F y

y

   
 ≤

，

，
  

故 Z 的分布函数为 
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( )

min

1 e 0
( ) 1 [1 ( )][1 ( )]

0 0

z

X Y

z
F z F z F z

z

         
 ≤

，

，
  

Z 的概率密度函数为 

 
( )

min

( )e 0
( )

0 0

z z
f z

z

       
 ≤

，

，
  

即 Z 仍服从指数分布. 

（2）并联的情况 

由于当且仅当 L1、L2 都损坏时，系统 L 才停止工作，所以 L 的寿命为 max(X,Y)Z  ，Z

的分布函数为 

 max

(1 e )(1 e ) 0
( ) ( ) ( )

0 0

z z

X Y

z
F z F z F z

z

       
 ≤

，

，
  

Z 的概率密度函数为 

 
( )

max

e e ( )e 0
( )

0 0

z z z z
f z

z

              
 ≤

，

，
  

（3）备用的情况 

由于当系统 L1 损坏时，系统 L2 才开始工作，所以 L 的寿命 Z 是 L1、L2 的寿命之和，即

Z X Y  ，因此 

当 0z ≤ 时， ( ) 0Zf z   

当 0z ≥ 时， 

 

( )

0

( )

0

( ) ( ) ( )d e e d

e e d [e e ]

z
z y y

Z X Y

z
z y z z

f z f z y f y y y

y

 

    

 


 


  



    

  

  


 


  

即 Z 的概率密度函数为 

 
[e e ] 0

 ( )

0 0

z z

Z

z
f z

z

 
 

     
 ≤

，

，

  

例 3.5.4  设随机变量 X、Y 相互独立， X 的概率分布为
1

{ 0} { 2}
2

P X P x    ，Y 的概

率密度函数为 

 
2 0 1

( )
0Y

y y
f y

 
 


，

， 其他
  

求 Z X Y  的概率密度函数.  

解  设 Z X Y  的分布函数为 ( )ZF z ，则 
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( ) { } { }

{ 0} { | 0} { 2} { | 2}

1 1
{ | 0} { 2 | 2}

2 2
1 1 1 1

{ } { 2} ( ) ( 2)
2 2 2 2

Z

Y Y

F z P Z z P X Y z

P X P X Y z X P X P X Y z X

P Y z X P Y z X

P Y z P Y z F z F z

  
         

      

       

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

≤ ≤

  

Z 的概率密度函数为
1 1

( ) ( ) ( ) ( 2)
2 2Z Z Y Yf z F z f z f z      

 

0 1

( ) 2 2 3

0
Z

z z

f z z z

 
   



，

， 

，   其他

  

习  题  3 

1. 将两个元件并联组成一个电子部件，两个元件的寿命分别为 X 与Y （单位：h），已知

( , )X Y 的联合分布函数为 

 
0.01 0.01 0.01( )1 e e e 0 0

( , )
0

x y x y x y
F x y

       


≥ ≥， ，

， 其他
  

求：（1） X Y、 的边缘分布函数；（2）此电子部件正常工作 120h 以上的概率.  

2. 袋中有 5 个球，分别标号 1、2、3、4、5，现从中任取 3 个球，设 X 和Y 分别表示取

出球的号码中的最大值和最小值，求二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律.  

3. 将三封信投入 3 个编号分别为 1、2、3 的信箱，用 X Y、 分别表示投入第 1、2 号信箱

的信的数目. 求：（1） ( , )X Y 的联合分布律；（2） X Y、 的边缘分布律；（3）判断 X Y、 是否

相互独立. 

4. 设随机变量 ~ ( 2 , 2)Z U  ，令
1 1

1 1

Z
X

Z

 
   

≤，

，
，

1 1

1 1

Z
Y

Z


  

≤，

，
，求二维随机变量

( , )X Y 的联合分布律.  

5. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
(6 ) 0 2 2 4

( , )
0

k x y x y
f x y

     
 


， ，

， 其他
  

求：（1）常数 k ；（2） { 1.5}P X  ；（3） { 4}P X Y ≤ . 

6. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
2 2 1

( , )
0

Cx y x y
f x y

 


≤ ≤，

， 其他
  

求：（1）常数C ；（2） X 的边缘概率密度函数 ( )Xf x ；（3） { }P X Y≥ .  

7. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 
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3 412e 0 0

( , )
0

x y x y
f x y

    


， ，

， 其他
  

求：（1） ( , )X Y 的联合分布函数 ( , )F x y ；（2） {0 1, 0 2}P X Y ≤ ≤ .  

8. 设二元函数 ( , )f x y 为 

 
π

sin cos 0 π
( , ) 2

0

x y x C y
f x y


 


≤ ≤ ≤ ≤， ，

， 其他

  

求当C 取何值时， ( , )f x y 是二维随机变量的概率密度函数？ 

9. 在长为 a的线段的中点两侧随机地各取一个点，求两点间的距离小于
3

a
的概率. 

10. 设随机变量 X 与Y 相互独立， X 在(0,1)上服从均匀分布，Y 的概率密度函数为 

 
21

e 0
( ) 2

0

y

Y
y

f y


 



，

， 其他

  

（1）求 X 和Y 的联合概率密度函数； 

（2）设关于 a的二次方程 2 22 0a Xa Y   ，求方程有实根的概率. 

11. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律为 

X 
Y 

1 0 2 

0 0.18 0.30 0.12 

1 a  b  c  

若 X 与Y 相互独立，求 a、b、c 的值. 

12. 甲、乙两人各自独立地进行两次射击，假设甲的命中率为 1/5，乙的命中率为 1/2，以

X 和Y 分别表示甲和乙的命中次数，求 { }P X Y≤ .   

13. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
( )1

( )e 0 0
( , ) 2

0

x yx y x y
f x y

     


， ，

， 其他

  

问 X 与Y 是否相互独立？ 
14. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
3 0 1 0

( , )
0

x x y x
f x y

   
 


， ，

，其他
  

问 X 与Y 是否相互独立？ 

15. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律为 
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X 
Y 

1 2 3 

1 0.1 0.3 0.2 

2 0.2 0.05 0.15 

求：（1）在 1X  的条件下，Y 的条件分布律； 

（2）在 2Y  的条件下， X 的条件分布律. 

16. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
3 0 1 0

( , )
0

x x y x
f x y

   
 


， ，

，其他
  

求条件概率密度函数 | ( | )X Yf x y 、 | ( | )Y Xf y x . 

17. 设随机变量 X 与Y 相互独立， ~ (0 , 2)X U ， ~ Exp(1)Y ，求 

（1） { 1 1, 0 2}P X Y     ； 

（2） { 1}P X Y  .  

18. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合分布律为 

X 
Y 

1 2 3 

1 
1

4
 

1

4
 

1

8
 

2 
1

8
 0 0 

3 
1

8
 

1

8
 0 

求 X Y 、 X Y 、 2X 、 XY 的分布律.  

19. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
2 )2e 0 0

( , )
0

x y x y
f x y

    


（ ， ，

， 其他
  

求随机变量 2Z X Y  的分布函数和概率密度函数.  

20. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
3 0 1 0

( , )
0

x x y x
f x y

   
 


， ，

，其他
  

求随机变量 Z X Y  的概率密度函数.  

21. 设二维随机变量 ( , )X Y 的联合概率密度函数为 

 
0 1 0 1

( , )
0

x y x y
f x y


 


≤ ≤ ≤ ≤， ，

， 其他
  

求随机变量 Z X Y  的概率密度函数.  
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