
第３章　经济分析的基本工具———
导数、微分　　　　　　

【本章概要】
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　　微分学是微积分的两大分支之一，它的核心概念是导数和微分．导数反映了函数相

对于自变量变化而变化的快慢程度，即函数的变化率，使得人们能够用这一数学工具来

描述事物变化的快慢及解决一系列与之相关的问题．因此，导数在经济领域也有极其广

泛的应用．微分则指当自变量有微小改变时，函数大体上改变了多少．

【学习目标】
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知识目标：

Ø导数的概念；

Ø导数的运算：和、差、积、商的导数，复合函数求导法；

Ø隐函数求导法；

Ø二阶导数．

能力目标：

Ø理解导数的概念及其几何意义，会用导数描述一些简单的实际问题；

Ø熟练掌握基本初等函数的求导公式和四则运算法则；

Ø熟练掌握复合函数求导法，了解隐函数求导法；

Ø了解微分及高阶导数的概念，掌握二阶导数的求法．

　　微积分，或者数学分析，是人类思维的伟大成果之一，它处于自然科学与人文科学之间

的地位，使它成为高等教育的一种特别有效的工具．遗憾的是，微积分的数学方法有时流行

于机械，不能体现出这门学科乃是撼人心灵的智力奋斗的结晶；这种奋斗已经历２５００多年

之久，它深深扎根于人类活动的许多领域，并且，只要人们认识自己和认识自然的努力一日

不止，这种奋斗就将继续不已．
———Ｒ．柯朗

３．１　函数的局部变化率———导数

３．１．１　微积分的创立

　　常量数学（如算术、代数、几何和三角等）可以有效地描述事物和现象的相对稳定状态，却
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经济数学基础与应用(第2版)

对描述运动和变化无能为力.16世纪和17世纪,自然科学提出了大量的数学问题,大体可分

为以下4种类型.
(1)非匀速运动的速度与加速度问题.近代天文学、力学涉及的天体、落体、抛体等的运

动都是非匀速的,常量数学对此无能为力.
(2)平面曲线的切线问题.例如,望远镜的光程设计必须知道光线射入透镜的角度以便

应用反射定律,光线的入射角与曲线的法线有关,而法线垂直于切线.又如,运动物体在它的

轨迹上任一点处的运动方向就是轨迹的切线方向.
(3)函数的最大值与最小值问题.寻找行星轨道的近日点和远日点,确定炮弹的最大射

程等问题都涉及函数最大值和最小值的计算.
(4)曲线长度、曲边形面积和物体重心等问题.例如,行星沿轨道运动的路程、行星矢径

扫过的面积等.
这些实际问题都要求创造新的数学工具来解决.17世纪,数学研究由常量数学阶段进入

变量数学阶段,直到17世纪下半叶,在前人工作成果的基础上,英国的牛顿(IsaacNewton,
1643—1727)和德国的莱布尼茨(G.W.Leibniz,1646—1716)各自独立地研究和完成了微积

分的创立工作,建立起微积分学的体系.微积分是继欧几里得几何学之后,整个数学发展史上

伟大的创造,特别是微积分基本定理,把求切线(微分学的中心问题)与求和(积分学的中心问

题)这两个貌似无关的问题联系在了一起,使得微分和积分成为一个整体,促进了一门崭新的

数学学科———微积分的形成.

3.1.2 函数y=f(x)在点x0 处的导数———导数值

图3-1 汽车仪表盘上的速度指针

  引例3-1 【汽车行驶的速度】
某人驾车到120km外的一个旅游景点,共用2h,汽车

在这段路程的平均速度v=1202 =60km
/h,然而汽车仪表盘

上的速度(瞬时速度)指针却在不断地摆动,也就是说汽车

的速度每时每刻都在改变,如图3-1所示,汽车此时的瞬时

速度为100km/h,如何理解呢?
预备知识:导数的定义,函数的导数.

1.导数的定义

定义3.1【导数】 设函数y=f(x)在点x0 的附近有意义,当自变量x在点x0 处有改变

量Δx(Δx≠0)时,函数y=f(x)取得相应的改变量

Δy=f(x0+Δx)-f(x0)
如果当Δx→0时,极限

lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

存在,则称f(x)在点x0 处可导,并称此极限值为f(x)在点x0 处的导数,记为f′(x0),也记为

y′
x=x0
 或 dydx x=x0

 或 dfdx x=x0

即

f′(x0)=lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

07
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第3章 经济分析的基本工具———导数、微分

若上述函数的极限不存在,则称y=f(x)在点x0 处不可导.

2.点x0 的导数定义的运算模式

  y=f(x)在点x0 处的导数定义为

lim
▯→0

f(x0+▯)-f(x0)
▯ =f′(x0)

函数y=f(x)在点x0 处的导数表示:

①f′(x0);②y′|x=x0
;③dydx x=x0

;④dfdx x=x0
.

【例3-1】 根据定义求函数y=x2 在x=2处的导数y′|x=2.
解:(1)Δy=(2+Δx)2-22=4Δx+(Δx)2

(2)ΔyΔx=
4Δx+(Δx)2

Δx =4+Δx

(3)y′|x=2=lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0

(4+Δx)=4

从而y′|x=2=4,如图3-2所示.
【思考题】 判断式子f′(2)=[f(2)]′是否正确,为什么?

  引例3-1的分析

分析:在实际问题中,运动往往是非匀速的,要描述物体的任何时刻的运动状态,就要讨

论物体在运动过程中任一时刻的速度,即瞬时速度.
设s表示一物体从某时刻开始到t时刻进行直线运动所经过的路程,则s是t的函数

s=s(t).现在来确定物体在某一给定时刻t0 的速度(瞬时速度).
当时间由t0 改变到t0+Δt时,物体在Δt时间内的平均速度为

v=ΔsΔt=s(t0+Δt)-s(t0)
Δt

如图3-3所示.

图3-2 y=x2 在x=2处的导数 图3-3 物体在Δt时间内的平均速度示意图

  很明显,Δt越小,v就越接近物体在t0 时刻的瞬时速度.当Δt→0时,如果极限lim
Δt→0

Δs
Δt

存在,则此极限为物体在t0 时刻的瞬时速度,即

17
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经济数学基础与应用(第2版)

v(t0)=lim
t→t0

v=lim
Δt→0

Δs
Δt=lim

Δt→0

s(t0+Δt)-s(t0)
Δt

3.1.3 平面曲线的斜率及切线问题

图3-4 圆形餐桌

  引例3-2 【制作圆形的餐桌玻璃】
一张圆形餐桌需要加装玻璃,如图3-4所示.根据餐桌

的直径,工艺店的师傅会在一块方形的玻璃上画出一个同样

大的圆形,然后沿着圆形的边缘切掉多余的玻璃,最后用砂

轮在边缘上不断地打磨.当玻璃的边缘非常光滑时,一块圆

形的餐桌玻璃就做好了.从数学的角度讲,工艺店的师傅打

磨的过程就是在圆周上不断地进行切线的过程.曲线的切

线与圆周的切线有什么关系?
预备知识:导数的几何意义,曲线在已知点的切线和法线.

1.导数的几何意义

在中学的数学学习中,我们知道圆 周 的 切 线 是 与 圆 有 唯 一 交 点 的 直 线,但 是 曲 线

y=f(x)在某点(x0,f(x0))的切线是什么样的直线?
在曲线y=f(x)上取一点M0(x0,f(x0)),在曲线上再取一点M1(x0+Δx,f(x0+Δx)),

M0M1 作为割线.当动点M1 沿曲线移动而趋向于M0 时,割线M0M1 的位置也随之变动.当

点M1 沿曲线无限接近于M0 时,若割线 M0M1 有极限位置 M0T,则直线 M0T 为曲线y=f
(x)在点M0 处的切线,如图3-5(a)所示.割线M0M1 的斜率为

kM0M1 =ΔyΔx=f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

当Δx→0时,M1 沿曲线L趋于M0,如图3-5(b)所示,从而得到切线M0T 的斜率为

kM0T =lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

f(x0+Δx)-f(x0)
Δx

  函数y=f(x)在点x0 处的导数f′(x0)在几何上表示曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的

切线斜率.

图3-5 曲线y=f(x)
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第3章 经济分析的基本工具———导数、微分

2.曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线方程

  求解曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线方程和法线方程的过程.
(1)找切点:(x0,f(x0));
(2)求斜率:先求y′,再确定切线的斜率;
(3)写切线方程和法线方程:
曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的切线方程为

y-f(x0)=f′(x0)(x-x0)
则有曲线y=f(x)在点(x0,f(x0))处的法线方程为

y-f(x0)=- 1
f′(x0)

(x-x0) (f′(x0)≠0)

【例3-2】 求曲线y=x2 在x=2处的切线方程.
解:(1)找切点:x=2在曲线y=x2 上的对应点即切点(2,4);
(2)求斜率:由例3-1可知,y′|x=2=4,即切线的斜率k=y′|x=2=4;
(3)写切线:由直线的点斜式,给出曲线y=x2 在(2,4)点处的切线方程为

y-4=4(x-2)
即

y-4x+4=0

3.1.4 函数y=f(x)在区间(a,b)内的导数———导函数

1.导函数的定义

  定义3.2【函数y=f(x)的导数】 如果函数y=f(x)在区间(a,b)内任一点处都是可导

的,即对每一个x∈(a,b),均有对应的导数值f′(x),则称函数y=f(x)在区间(a,b)内可导,
称f′(x)为函数y=f(x)的导函数,简称导数.

  y=f(x)在区间(a,b)内的导(函)数的记号:

①f′(x);②y′;③dydx
;④dfdx.

【注1】【导函数的直观描述】 函数y=f(x)在区间(a,b)内可导,几何上即表示曲线

y=f(x)在此区间内是一条光滑的曲线.
【注2】【关于变化率】 常常把导数f′(x)称为局部变化率,变化率反映了因变量随着自

变量在某处的变化而变化的快慢程度.

【注3】【关于导数符号】 符 号y′ 或f′(x)或dy
dx

或df
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
表 示 函 数y=f(x)的 因 变 量

y关于自变量x 的导数,为强调对自变量x求导数,常常记为y′x.例如,函数u=φ(t)的导数可

以表示成u′或φ′(t),为强调对自变量t求导数,可记为u′t.

2.根据导数的定义求f′(x)

根据导数的定义,函数y=f(x)在点x处的导数可归纳为以下三个步骤:

37
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经济数学基础与应用(第2版)

(1)当自变量x的改变量为Δx时,函数y=f(x)的相应改变量Δy为

Δy=f(x+Δx)-f(x)

  (2)求两个改变量的比值

Δy
Δx=f(x+Δx)-f(x)

Δx

  (3)当Δx→0时,比值Δy
Δx

的极限就是函数y=f(x)的导数.即

y′=f′(x)=lim
Δx→0

f(x+Δx)-f(x)
Δx

  导数定义的运算模式

lim
▯→0

f(x+▯)-f(x)
▯ =f′(x)

【例3-3】 设y=C(常数),根据定义求y′.
解:因为(1)Δy=f(x+Δx)-f(x)=C-C=0;

(2)ΔyΔx=
0
Δx=0

;

(3)lim
Δx→0

Δy
Δx=0

;

所以(C)′=0,常数的导数为0.
【例3-4】 设y=lnx,根据定义求y′.

解:(1)Δy=ln(x+Δx)-lnx=ln 1+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x
;

(2)ΔyΔx=
1
Δxln 1+

Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x =ln 1+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

1
Δx

=1xln 1+
Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
Δx;

(3)由重要极限公式2可得

y′=lim
Δx→0

Δy
Δx=lim

Δx→0

1
xln 1+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
Δx

=1xlimΔx→0ln 1+Δxæ

è
ç

ö

ø
÷

x

x
Δx

=1xlne=1x
即

(lnx)′=1x
  【例3-5】 根据导函数的定义求线性函数y=ax+b的导数y′x.

解:(1)Δy=f(x+Δx)-f(x)=[a(x+Δx)+b]-(ax+b)=aΔx;

(2)ΔyΔx=
aΔx
Δx=a

;

(3)y′x=lim
Δx→0

Δy
Δx=limΔx→0a=a

;

即y′x=(ax+b)′=a.
同样,还可以证明:
指数函数y=ax(a>0,a≠1)的导数为(ax)′=axlna;特别地,(ex)′=ex.

对数函数y=logax(a>0,a≠1)的导数为(logax)′= 1
xlna

;特别地,(lnx)′=1x.

3.可导与连续的关系

定理3.1 若函数y=f(x)在点x处可导,则y=f(x)在点x处连续.

47
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第3章 经济分析的基本工具———导数、微分

定理3.1的逆命题不一定成立,即在点x处连续的函数未必在点x处可导.例如,y=|x|和

图3-6 y=
3x

y=
3
x在x=0处都连续但不可导.
【注】 如 果 函 数y=f(x)在 点x0 处 的 导 数 是 无 穷 大

lim
Δx→0

Δy
Δx=∞

,此时f(x)在x0æ

è
ç

ö

ø
÷处不可导 ,则在曲线y=f(x)上的

点(x0,y0)处的切线垂直于x轴,其切线方程为x=x0.
例如,函数y=

3
x 在x0=0处的导数为无穷大,则在

x0=0处的切线方程为x=0.如图3-6所示.

【能力训练3.1】

1.根据定义求下列函数的导数或导数值.
(1)y=3x+2,求y′;    (2)f(x)= x,求f′(4).
2.在抛物线y=x2 上求一点,该点处的切线平行于直线y=4x,并求该点的切线方程.
3.求下列曲线在指定点的切线方程,并画图.

(1)双曲线y=1x
在点 1

2
,æ

è
ç

ö

ø
÷2 处;

(2)曲线y=lnx在(e,1)处.

3.2 求导数的方法

  数学公式有其自身的独立存在性与智慧,它们比我们聪明,甚至比它们的发现者也聪

明,并且我们从它们中得到的比原来注入的更多.
———赫兹(H.Hertz,1857—1894),德国物理学家

  虽然我们知道了求导数的方法与步骤,能够通过定义求导数.然而,对于一般的初等函

数,我们仍然需要探索简化求导过程的一般方法,即常数和基本初等函数的求导公式与导数的

运算法则.

3.2.1 导数基本公式

1.导数基本公式(原形)

  根据导数的定义,可以求出常数及基本初等函数的导数,作为求导的基本公式.

由导数的记号dy
dx

可知,所有函数的导数都是关于自变量求导的,认识这一点是非常重要

的.为了便于理解和应用,以标示下标为x 的方式表示基本公式的原形即关于自变量x 的

导数.
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经济数学基础与应用(第2版)

导数基本公式(原形)

(1)常数.
(C)′x=0(C为常数).
(2)幂函数.
(xa)′x=axa-1(a为实数).
特别地:

① (x)′x=1;         ② 1æ
è
ç

ö

ø
÷

x
′
x=-1x2

;    ③ (x)′x= 1
2 x

.

(3)指数函数.
(ex)′x=ex,一般地,(ax)′x=axlna(a>0,a≠1).
(4)对数函数.

(lnx)′x=1x
,一般地,(logax)′x= 1

xlna
(a>0,a≠1).

(5)三角函数.
① (sinx)′x=cosx;   ② (cosx)′x=-sinx;

③ (tanx)′x= 1
cos2x=sec

2x; ④ (cotx)′x=- 1
sin2x=-csc

2x.

(6)反三角函数.

① (arcsinx)′x= 1
1-x2

; ② (arccosx)′x=- 1
1-x2

;

③ (arctanx)′x= 1
1+x2

; ④ (arccotx)′x=- 1
1+x2.

【思考题】 基本公式中的导数是关于谁求导的? 即基本公式中导数是什么变量的导数?

2.导数本质公式

我们已经知道基本公式中的导数都是关于自变量x求导的,为什么上述导数公式成立呢? 从

运算结构的角度来解释,可以说明常数和基本初等函数的导数本质公式(基本公式的推广形式).

导数本质公式

(1)常数.
(C)′u =0(C为常数).

(2)幂函数

(

.

u )
a
′u =au

a-1(a为实数).

一般地:

①
 1æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷u

′

u
=- 1

u
2;  (② )u ′u =

1
2 u

.

(3)指数函数

(

.

e )u ′u =eu ,一般地 (,a )u ′u =aulna(a>0,a≠1).
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  (4)对数函数

(

.

ln )u ′u =
1
u

,一般地 (,loga )u ′u =
1

u lna
(a>0,a≠1).

(5)三角函数.

(① sin )u ′u =cosu ;       (② cos )u ′u =-sinu ;

(③ tan )u ′u =
1

cos2 u
=sec2 u ;  (④ cot )u ′u =-

1
sin2 u

=-csc2 u .

(6)反三角函数.

(① arcsin )u ′u =
1

1-u
2

; (② arccos )u ′u =-
1

1-u
2

;

(③ arctan )u ′u =
1

1+u
2 ; (④ arccot )u ′u =-

1
1+u

2.

【注】 理解上述公式需要把握两点:

① 每个公式中的“ ”表示变量的位置,这个位置可以是单位变量,也可以是函数;

② 公式的本质体现在公式内的函数的变量位置“ ”和公式外的下标中对“ ”必须是一

致的,基本公式才成立并可以使用.

3.2.2 导数的四则运算法则

利用导数的定义,可以证明导数的四则运算法则.
定理3.2 设函数u=u(x),v=v(x)在点x 处可导,则其和、差、积、商u(x)±v(x),

u(x)·v(x),u(x)
v(x)(v(x)≠0)在点x处可导,且有:

(1)(u±v)′x=u′x±v′x;
(2)(u·v)′x=u′x·v+u·v′x;

(3) uæ
è
ç

ö

ø
÷

v
′
x=

u′x·v-u·v′x
v2 (v≠0).

推论1 由定理3.2(2),当u(x)=c时,(c·v)′x=c·v′x(c为常数);
推论2 由定理3.2(2),(u·v·w)′x=u′x·v·w+u·v′x·w+u·v·w′x;

推论3 由定理3.2(3),当u(x)=c时,cæ
è
ç

ö

ø
÷

v
′
x=-

c·v′x
v2 (v≠0).

【例3-6】 设y=x3+1x- x+ln2,求y′x.

解:y′x= x3+1x- xæ

è
ç

ö

ø
÷+ln2′
x

=(x3)′x+ 1æ
è
ç

ö

ø
÷

x
′
x-(x)′x+(ln2)′x

=3x2-1x2-
1
2 x
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【例3-7】 设y= xcosx+3lnx,求y′x.
解:y′x=(xcosx)′x+(3lnx)′x

=(x)′xcosx+ x(cosx)′x+3(lnx)′x

=cosx
2 x

- xsinx+3x
【例3-8】 求y=cotx的导数y′x.

解:y′x=(cotx)′x= cosxsin
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
′
x=

(cosx)′xsinx-cosx(sinx)′x
sin2x

=-sinx·sinx-cosx·cosx
sin2x =-cos

2x+sin2x
sin2x

= -1
sin2x=-csc

2x

即

(cotx)′x=- 1
sin2x=-csc2x

  用类似的方法可得

(tanx)′x= 1
cos2x=sec2x

  【例3-9】 设f(x)= xsinx
1+cosx

,求f′x.

解:f′x(x)=
(xsinx)′x(1+cosx)-xsinx(1+cosx)′x

(1+cosx)2

=
(sinx+xcosx)(1+cosx)-xsinx(-sinx)

(1+cosx)2

=
(sinx)(1+cosx)+xcosx+xcos2x+xsin2x

(1+cosx)2

=
(sinx)(1+cosx)+x(1+cosx)

(1+cosx)2 =sinx+x
1+cosx

3.2.3 复合函数求导法则

  引例3-3 【谣言传播的速率】
在传播学中,有这样一个规律:在一定条件下,谣言的传播符合函数关系

p(t)= 1
1+ae-kt

其中,p(t)是t时刻人群中知道此谣言的人数比例,a和k 为正数.

求:(1)lim
t→+∞

p(t);(2)找出谣言传播的速率;(3)若a=10,k=12
,且时间用小时(h)计

算,画出函数p(t)的图像,并确定需要多长时间人群中有80%的人知道此谣言.
预备知识:复合函数的求导公式.

我们已经掌握了导数的基本公式,清楚了导数公式的本质,关键是把握两点:第一,对谁

求导;第二,公式内外变量是否一致.若一致就可用公式原形.若不一致,如何计算导数? 这就

涉及复合函数的导数问题.
为了便于理解复合函数的求导,我们再一次回顾求导公式的本质形式,从复合函数的求导
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角度进行描述,得出复合函数的求导公式.

复合函数的求导公式

(下列公式中的u是x 的函数u=u(x))
(1)幂函数.
(ua)′x=(ua)′u·(u)′x=aua-1·u′x (a为实数).

特别地:① 1æ
è
ç

ö

ø
÷

u
′

x
= 1æ

è
ç

ö

ø
÷

u
′

u
·u′x=-1u2

·u′x;② (u)′x=(u)′u·u′x= 1
2 u

·u′x.

(2)指数函数.
(eu)′x=(eu)′u·u′x=eu·u′x.
一般地,(au)′x=(au)′u·u′x=aulna·u′x (a>0,a≠1).
(3)对数函数.

(lnu)′x=(lnu)′u·u′x=1u
·u′x.

一般地,(logau)′x=(logau)′u·u′x= 1
ulna

·u′x (a>0,a≠1).

(4)三角函数.
① (sinu)′x=(sinu)′u·u′x=u′x·cosu.
② (cosu)′x=(cosu)′u·u′x=-u′x·sinu.

③ (tanu)′x=(tanu)′u·u′x= 1
cos2u

·u′x=u′x·sec2u.

④ (cotu)′x=(cotu)′u·u′x=- 1
sin2u

·u′x=-u′x·csc2u.

(5)反三角函数.

① (arcsin)′x=(arcsin)′u·u′x= u′x
1-u2

.

② (arccosu)′x=(arccosu)′u·u′x=- u′x
1-u2

.

③ (arctanu)′x=(arctanu)′u·u′x= u′x
1+u2.

④ (arccotu)′x=(arccotu)′u·u′x=- u′x
1+u2.

综合上述公式,我们给出复合函数求导法则.
定理3.3【复合函数求导法则】 设y=f(u)在u处可导,u=φ(x)在x处可导,则复合函

数y=f[φ(x)]在x处也可导,且它的导数为

dy
dx=

[f(u)]′u·[φ(x)]′x, 或记为 dydx=
dy
du

·du
dx

, 或记为 y′x=y′u·u′x.

复合函数求导公式的一般形式

y′x=dydx= f(φ(x{ }))′φ(x) ·[φ(x )]′x

在确定了复合函数的结构后,从外到内逐层求导.接下来,通过几个例子来说明复合函数
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经济数学基础与应用(第2版)

求导的一般方法.
【例3-10】 求y=ex的导数y′x.

  【例3-11】 求y=(2x+1)30的导数y′x.

  【例3-12】 求y=lncosx的导数y′x.

  【例3-13】 求y= 1
1-x2

的导数y′x.

  【例3-14】 求函数y= a2-x2的导数y′x.

  【例3-15】 求函数y=ln|x|的导数y′x.
解:方法1.

当x>0时,y=ln|x|=lnx,则y′x=1x
;

当x<0时,y=ln|x|=ln(-x),则

y′x=[ln(-x)]′x=[ln(-x)]′-x·(-x)′x

=1-x
·(-1)=1x

所以y′x=(ln|x|)′x=1x.
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第3章 经济分析的基本工具———导数、微分

方法2.

  掌握复合函数求导方法的两个关键步骤:
① 确定对什么变量求导.若是对变量x求导,则用下标x来标识;若是对变量u求导,

则用下标u来标识.
② 判别函数变量与其下标是否相同.如果相同,则应用基本(或本质)公式求导;如果

不同,则应用复合函数的求导公式从外到内求导.

【例3-16】 求下列函数的导数y′x.

(1)y=e-x
2
+sin1x

;

(2)y= x
1+x2

;

(3)y=cosnx·sinnx.
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图3-7 p(t)的图形

  引例3-3的求解

解:(1)lim
t→+∞

p(t)=lim
t→+∞

1
1+ae-kt=1

(这意味着最终所有人都将知道此谣言).

  (3)把p=0.8,a=10,k=12
,代入p(t)= 1

1+ae-kt

得

          0.8= 1
1+10e-

1
2t

则

1+10e-12t=1.25
10e-12t=0.25

两边取对数,-12t=ln0.025.

解得t=ln1600≈7.38(h).
a=10,k=5,p(t)的图形如图3-7所示,这条曲线也称为Logistic曲线.

3.2.4 隐函数求导法

  引例3-4 【海面上油层的扩散问题】
从一艘破裂的油轮中渗漏出来的油在海面上逐渐扩散形成油层.设在扩散的过程中,

油层的形状一直是一个厚度均匀的膜状圆柱体,其体积也始终保持不变.已知油层的厚度

h的减少率与h3 成正比,试证明其半径r的增加率与r3 成反比.
预备知识:隐函数求导法.

如果变量x,y 之间的函数关系y=y(x)是由方程 F(x,y)=0确定的,则称函数

y=y(x)为由方程F(x,y)=0确定的隐函数.下面介绍隐函数的求导方法.

1.隐函数求导法

方程F(x,y)=0两边对x求导,遇到含有y的项,把y看作中间变量,先对y求导,再乘
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以y对x 的导数y′x,得到一个含有y′x的方程,从中解出y′x即可.
【例3-17】 求由单位圆的方程x2+y2=1确定的隐函数y=y(x)的导数y′x,并求在点

2
2

,2æ

è
ç

ö

ø
÷

2
处的切线方程.

解:(1)方程两边对x求导,得
(x2)′x+(y2)′x=1′x

2x+(y2)′y·y′x=1′x

2x+2yy′x=0

  解得y′x=-x
y.

(2)切线的斜率为

k=y′x 2
2,2( )2

=-1

  (3)由点斜式给出切线方程

y- 2
2 =- x- 2æ

è
ç

ö

ø
÷

2

x+y= 2
  【思考题】 例3-17中的曲线和切线的图像是怎样的?

【例3-18】 求由方程xlny+ylnx=0确定的隐函数的导数y′x.
解:方程两边对x求导,得

x′xlny+x(lny)′x+y′xlnx+y(lnx)′x=0

lny+x(lny)′y·y′x+y′xlnx+y1x =0

lny+x·1
yy′x +y′xlnx+y·1

x =0

  解出y′x,得

y′x=-y2+xylny
x2+xylnx

  引例3-4的分析和证明

分析:由条件知油层的体积V=πr2h,半径r和厚度h 均为时间t的函数,即r=r(t),
h=h(t).在等式V=πr2h两边同时对t求导,由于π和V 都是常数,所以有

2rhdrdt+r2dhdt=0

  证明:将条件dh
dt=-k1h

3 代入上式,可得

dr
dt=-r

2h
·dh
dt=-r

2h
(-k1h3)=k1rh2

2

  再将h=V
πr2

代入上式,又可得

dr
dt=k1rh2

2 =k1r
2

V
πr

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

=k1V2

2π2r3=k2
r3 

k2=k1V2

2π
æ

è
ç

ö

ø
÷

2

即半径r的增加率与r3 成反比.

【例3-19】 求曲线x2+xy+y2=4在点(2,-2)处的切线方程.
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解:(1)找切点,已知曲线的切点为(2,-2);
(2)求切线的斜率,方程两边对x求导,得

(x2)′x+(xy)′x+(y2)′x=4′x

(x2)′x+x′xy+xy′x+(y2)′y·y′x=0
2x+y+xy′x+2yy′x=0

解出y′x,得

y′x=-2x+y
x+2y

则切线的斜率为

k=y′x (2,-2)=1
  (3)求切线,在点(2,-2)处的切线方程是

y-(-2)=1·(x-2)
即

y-x+4=0

2.幂指函数的取对数求导法

通常将形如y=u(x)v(x)的函数称为幂指函数.不能直接利用公式及运算法则求出这类

函数的导数.还有另一类因子之幂的连乘积的函数,直接求导很烦琐.对这两类函数,可以利

用对数的性质将其化简,先将函数两边取以e为底的对数,转化成隐函数形式,然后用隐函数

求导方法求出导数,这种方法称为取对数求导法.现举例说明.
【例3-20】 求函数y=xx 的导数y′x.
解:函数y=xx 为形如y=u(x)v(x)的幂指函数.先将函数两边取以e为底的对数,得

lny=xlnx
两边对x求导,得

(lny)′y·y′x=x′lnx+x(lnx)′x

1
yy′x=lnx+x·1

x
即有

y′x=y(lnx+1)=xx(lnx+1).

  【例3-21】 求y=
(x-1)(x-2)

x-3
的导数y′x.

解:若直接求导计算过程较烦琐,则先取以e为底的对数并化简,得

lny=12
[ln(x-1)+ln(x-2)-ln(x-3)]

两边同时对x求导,得

(lny)′x=1{2
[ln(x-1)]′x+[ln(x-2)]′x-[ln(x-3)′x }]

(lny)′y·y′x=1{2
[ln(x-1)]′(x-1)·(x-1)′x+[ln(x-2)]′(x-2)·(x-2)′x

      -[ln(x-3)′(x-3)·(x-3)′x }]

1
yy′x=12

1
x-1+ 1

x-2- 1
x-

æ

è
ç

ö

ø
÷

3
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y′x=12y
1

x-1+ 1
x-2- 1

x-
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
因此

y′x=12
(x-1)(x-2)

x-3
1

x-1+ 1
x-2- 1

x-
æ

è
ç

ö

ø
÷

3

3.2.5 高阶导数

1.二阶导数

  定义3.3【二阶导数】 若函数y=f(x)的一阶导数y′=f′(x)在x处也可导,则将一阶

导数f′(x)的导数[f′(x)]′称为函数y=f(x)的二阶导数.记为

f″(x) 或 y″ 或 d
2y
dx2 

或 d
2f
dx2

即

y″=(y′)′ 或 d
2y
dx2=

d
dx
dy
d

æ

è
ç

ö

ø
÷

x
【例3-22】 设f(x)=x4-3x3+2x2+x-1,求f″(x).
解:因为

f′(x)=4x3-9x2+4x+1
所以

f″(x)=12x2-18x+4
【思考题】 f″(x0)与[f′(x0)]′是否相等?

【例3-23】 设y=e-x
2,求y″.

解:因为

y′x=(e-x2)′x=(e-x2)′-x2·(-x2)′x (复合函数求导)

=-2xe-x2

所以

y′x=(-2xe-x2)′x=(-2x)′x·e-x2 -2x(e-x2)′x (四则运算和复合函数混合)

=-2e-x2 +(-2x)·(-2xe-x2)

=2e-x2(2x2-1)

2.n阶导数

定义3.4【n阶导数】 若函数y=f(x)的n-1阶导数仍在x处可导,则f(x)的n-1阶

导数的导数称为f(x)的n阶导数(n=3,4,…,n-1,n)分别记为

f‴(x),f(4)(x),…,f(n-1)(x),f(n)(x)
或

y‴,y(4),…,y(n-1),y(n)

或

d3y
dx3

,d
4y
dx4

,…,d
n-1y
dxn-1,

dny
dxn

【注】 二阶及二阶以上的导数称为高阶导数.
【例3-24】 设f(x)=x2lnx,求f‴(2).

58

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



经济数学基础与应用(第2版)

解:因为

f′(x)=2xlnx+x
f″(x)=2lnx+3

f‴(x)=2x
所以

f‴(2)=1
  【例3-25】 设y=xn,y=ex,求y(n).

解:因为y=xn,y′=nxn-1,y″=n(n-1)xn-2,…,一般地,y(n)=n!;
因为y=ex,y′=(ex)′=ex,y″=(y′)′=ex,…,一般地,y(n)=ex.
【例3-26】 设y=ln(1+x),求y(n).
解:因为

y′= 1
1+x=(1+x)-1

y″=-(1+x)-2

y‴=2(1+x)-3

y(4)=-2·3(1+x)-4=-3! (1+x)-4=(-1)4-1(4-1)! (1+x)-4

y(5)=2·3·4(1+x)-5=4! (1+x)-5=(-1)5-1(5-1)! (1+x)-5

……
所以

y(n)=(-1)n-1(n-1)! (1+x)-n

3.2.6 反函数的导数

指数函数和对数函数,三角函数和反三角函数都互为反函数,它们的导数之间存在什么关

系呢? 我们先看一个简单的例子,设y=2x-1,则
y′x=2

  而y=2x-1的直接反函数是x=y+12
,这里的y是自变量,x是y 的函数.y=2x-1的

直接反函数x=y+12
对y求导,得

x′y=12

在这里我们得到y′x=1x′y
.

一般地,设函数y=f(x)在点 x 处有不等于0的导数 f′(x),并且其直接反函数

x=φ(y)在相应点处连续,则反函数的导数φ′(y)存在,并且有

反函数的导数公式

φ′(y)= 1
f′(x) 或 x′y=1y′x

【例3-27】 利用反函数的导数公式,证明(lnx)′=1x.
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证明:对数函数y=lnx与指数函数x=ey 互为反函数,而
x′y=(ey)′y=ey

根据反函数的导数公式y′x=1x′y
=1ey=

1
x

,得

(lnx)′=1x

【能力训练3.2】

1.求下列函数的导数dy
dx

及其在x=1点处的导数值dy
dx x=1

.

(1)y=x;            (2)y= x;

(3)y=1x
; (4)y=1

x
.

2.求下列函数的导数y′x.

(1)y=x3+1x3
; (2)y= x+cosx-5;

(3)y=xsinx-12cosx
; (4)y=x2(lnx+ x);

(5)y=x·ex·sinx; (6)y=tanx
x

;

(7)y= 2x
1-x2

; (8)y= 1
x+sinx.

3.填空题.
(1)(e-x)′-x=( ),(e-x)′x=(  )′( )·(  )′( );
(2)(ln2x)′x=(  )′( )·(  )′( )=(  );
(3)(cos3x)′3x=(  ),(cos3x)′x=(  )′( )·(  )′( );

(4)(ex
2)′x2=(  ),(ex

2)′x=(  )′( )·(  )′( );
(5)(sin4x)′x=(sin4x)′( )·(sinx)′( )=4sin3x·cosx.
4.求下列函数的导数y′x.
(1)y=(2x-5)3;         (2)y=sinx2;

(3)y= 1+x2; (4)y=cos3x;

(5)y= 1
1+2x

; (6)y= 1
3x+1

;

(7)y=lnsinx; (8)y=ex.
5.求下列函数的导数y′x.

(1)y=ex
2
+e-2x; (2)y=x2cos1x

;

(3)y=sin2x·cos2x; (4)y=sin2x+sinx2;

(5)y= x
1-x2

; (6)y=ecos
1
x ;

(7)y=ln(ln(lnx)); (8)y=sin2(1+x2);
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(9)y= x+ln2x; (10)y=ln(x+ a+x2).
6.求下列隐函数的导数y′x.
(1)x+xy-y2=0; (2)y2=2px;

(3)y=1-ey·x; (4)x
2

4+
y2
9=1

;

(5)siny+ex-xy2=0.
7.用对数求导法求下列函数的导数y′x.

(1)y=x 1-x
1+x

; (2)y=(lnx)x;

(3)y= 2x+12x
æ

è
ç

ö

ø
÷

-3
x
; (4)xy=yx.

8.求下列函数的二阶导数.
(1)y=x3+3x2+2; (2)y=4x2+lnx;
(3)y=sinx+cosx; (4)y=xsinx;
(5)y=ln(1-x2); (6)y=e-x+ex.
9.求下列函数的高阶导数或指定点的高阶导数.
(1)y=xex,求y(n); (2)y=ln(1+x),求y(4);
(3)y=xcosx,求y‴(0); (4)y=e2x,求y(n).
10.在同一个坐标系里,画出下列函数及其导数的图像.

(1)y=x2,y′=2x,y″=2; (2)y=lnx,y′=1x
,y″=-1x2.

3.3 微分及其计算

3.3.1 微分的定义及其计算

  引例3-5 【金属薄片的面积的变化量】
设正方形的金属薄片受热或遇冷后边长由x0 变到x0+Δx,问它的面积变化为多少?

如何近似表示面积的变化?
预备知识:微分的定义,微分的计算.

1.微分的定义

由前面的讨论可知,导数记号dy
dx

被看成一个完整的符号,而不是两个量的比值.本节将

介绍在微分的意义下,导数dy
dx

可理解为微分之商.

定义3.5【微分】 设函数f(x)可导,对自变量x取增量Δx.
(1)规定:自变量的微分dx就是自变量的增量Δx,即dx=Δx;
(2)函数的微分dy或df(x)定义为导数f′(x)与dx的乘积,即

dy=f′(x)dx 或 df(x)=f′(x)dx
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【注】【导数另一种解释】 由微分公式dy=f′(x)·dx可得dy
dx=f′

(x),说明函数的导数

f′(x)是函数的微分dy与自变量的微分dx之商,因此导数又称微商,可以说导数是微分的系数.

2.微分的计算

(1)y=f(x)在点x0 处的微分(简称点微分).
由微分定义可知,如果函数y=f(x)在点x0 处具有导数f′(x0),对于自变量x 的增量

Δx,函数y=f(x)在点x0 处的微分记作dy|x=x0 或df(x0),即

dy
x=x0
=df(x0)=f′(x0)Δx (3-1)

  引例3-5的分析

分析:事实上,金属薄片的原面积A0=x20,当金属受热或遇冷后面积A1=(x0+Δx)2,
面积的变化量为

ΔA=(x0+Δx)2-x20=2x0Δx+(Δx)2

≈2x0Δx=dy
ΔA 近似表示为dy,如图3-8所示.面积的变化量 ΔA 主要由2x0Δx 确定,而其近似值

2x0Δx就是函数A=x2 在x0 处的微分.

【注】 微分的几何意义.
取定x0 及Δx,以 及 曲 线y=f(x)上 的 两 点 M0(x0,f(x0))和 M1(x0+Δx,f(x0+

Δx)),则过点 M0 作曲线的切线 M0T 的方程为y-f(x0)=f′(x0)(x-x0).由图3-9可得,

PN=tanα·Δx=f′(x0)dx=dy,即dy=PN.因此在几何上,dy 表示函数y=f(x)的增量

Δy.在微分意义下,曲线段 M0M1 由直线 M0P 来近似表示.

图3-8 ΔA 近似表示为dy 图3-9 微分的几何意义

【例3-28】 设函数y=x2,求:①当 Δx=0.01时,该函数在x0=1处的改变量 Δy;
②微分.

解:① 当Δx=0.01时,该函数在x0=1处的改变量为

Δy=f(1+0.01)-f(1)=(1+0.01)2-12

=1.0201-1=0.0201
  ② 由式(3-1)得

dy
x=1

Δx=0.01

=f′(1)Δx=2x|x=1·0.01=0.02
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  (2)函数y=f(x)在任意点的微分(简称函数的微分).
由微分定义可知,函数y=f(x)的微分dy或df(x)可用以下两种方法来计算.

  第一种方法:先计算函数的导数y′x=f′x(x),再表示dy=f′x(x)dx;
第二种方法:直接计算d[f(x)]=[f(x)]′xdx.从运算模式来看微分

d f(x[ ]) = f(x[ ])′xdx

【例3-29】 设y=x3+3x-lnx+33+ln3,求dy.
解:用第一种方法求解,
因为

y′x=(x3+3x -lnx+33+ln3)′x=3x2+3xln3-1x
所以

dy=y′xdx= 3x2+3xln3-1æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx

  用第二种方法求解,

dy=d(x3+3x -lnx+33+ln3)

=(x3+3x -lnx+33+ln3)′xdx

=3x2+3xln3-1æ

è
ç

ö

ø
÷

x dx

  【例3-30】 设y=x2sinx,求dy.
解:用第一种方法求解,
因为

y′x=(x2sinx)′x=2xsinx+x2cosx
所以

dy=y′xdx=(2xsinx+x2cosx)dx
  用第二种方法求解,

dy=d(x2sinx)=(x2sinx)′xdx
=(2xsinx+x2cosx)dx

  【例3-31】 在下列等式的括号中填入适当的函数.
(1)d(x2+1)=(  )dx;
(2)xdx=(  )d(x2+1);
(3)d(  )=sinxdx.
解:(1)因为d(x2+1)=(x2+1)′xdx=2xdx,所以d(x2+1)=(2x)dx;

(2)由于d(x2+1)=2xdx,对比等式左端可知,括号中应填1
2

,即

xdx= 1æ
è
ç

ö

ø
÷

2 d(x2+1)

  (3)由于d(cosx)=-sinxdx,对比等式左端可知

d(-cosx)=sinxdx
又因为C′=0,因此
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d(-cosx+C)=sinxdx
  【例3-32】 设y=ln(1-x2),求dy.

解:用第一种方法求解,
因为

y′x=[ln(1-x2)]′x=[ln(1-x2)]′(1-x2)·(1-x2)′x

= 1
1-x2

(-2x)= -2x
1-x2

所以

dy=y′xdx= -2x
1-x2dx

  用第二种方法求解,

dy=d[ln(1-x2)]=[ln(1-x2)]′xdx
=[ln(1-x2)]′(1-x2)·(1-x2)′xdx

= 1
1-x2

(-2x)dx= -2x
1-x2dx

  【注1】【微分法】 常把求导和求微分称为微分运算,称计算函数微分的方法为微分法.
【注2】【引进微分是多余的吗】 虽然可微与可导是等价的,但是引进微分并不是多余的.

这是因为,从定义可知,微分f′(x0)Δx可近似表示函数的增量Δy,比直接计算Δy要方便和快捷;
在积分学中,微分是表达“以直代曲”基本思想的基础,也是表达和计算不定积分的重要工具.

*3.3.2 微分的近似计算

设函数y=f(x)在点x0 处可导且导数f′(x0)≠0,当|Δx|很小时,有近似公式

Δy≈dy
即函数y=f(x)在点x0 处增量Δy的近似公式为f(x0+Δx)-f(x0)≈f′(x0)Δx,函数值

f(x0+Δx)的近似公式为f(x0+Δx)≈f(x0)+f′(x0)Δx.
在上式中,令x=x0+Δx,则Δx=x-x0,于是

f(x)≈f(x0)+f′(x0)(x-x0)
当令x0=0时,假定|x|是较小的数,则有函数f(x)的近似公式f(x)≈f(0)+f′(0)·x(|x|
较小时).

应用上式容易推导出如下结果.

常用的近似公式(假定|x|是较小的数)

(1)ex≈1+x;
(2)ln(1+x)≈x;

(3) 1+x≈1+12x
;

(4)sinx≈x(x用弧度表示);
(5)tanx≈x(x用弧度表示).

【思考题】 Δy≈dy成立的条件是什么?
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【例3-33】 求
4
1.02的近似值.

解:根据函数值f(x0+Δx)的近似公式,令f(x)=
4
x,则有x=1.02,令x0=1,

Δx=0.02,则

f(x0+Δx)=
4
1.02, f(x0)=f(1)=1,

f′(x)=(4x)′x=(x
1
4)′x=14x

-34 = 1
4
4
x3

, f′(x0)=f′(1)=14

  因为

f(x0+Δx)≈f(x0)+f′(x0)Δx
所以

4
1.02=f(1+0.02)≈f(1)+f′(1)×0.02

=1+14×0.02=1.005

  【例3-34】【气球的体积近似值】 一个充满气的气球半径为5m,升空后,因外部气压降

低,气球的半径增大了10cm,问气球的体积近似增加多少?

解:气球的体积为V=43πr
3,当半径r由5m增加到(5+0.1)m时,体积的增量为ΔV.

根据函数增量Δy的近似公式ΔV≈dV.
而dV=V′Δr=4πr2Δr,即ΔV≈dV=4πr2Δr,此处Δr=0.1m,r=5m,代入上式得体积

近似增加值

ΔV ≈4×3.14×52×0.1=31.4(m3)

【能力训练3.3】

1.求下列函数的微分dy.

(1)y=1x+2 x;      (2)y=xlnx;

(3)y= x
1+x

;   (4)y=exsin2x;

(5)y= 1
1+x2

;  (6)y=[ln(1-2x)]2.

2.将适当的函数填入下列括号内,使等式成立.
(1)d(  )=2dx; (2)d(  )=xdx;

(3)d(  )= 1
x
dx; (4)d(  )=1x2dx

;

(5)d(  )=2xdx; (6)d(  )=2(x+1)dx.
3.利用微分的近似计算公式,求下列各式的近似值(保留3位小数).

(1)e1.01;    (2)
3
998;     (3)sin29°.

4.设扇形的圆心角α=60°,半径R=100cm.问:
(1)如果R 不变,α减小30′,那么扇形的面积大约改变多少?
(2)如果α不变,R 增大1cm,那么扇形的面积大约改变多少?
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5.【钟摆的周期缩短】一个机械挂钟的钟摆的周期为1s,在冬季,摆长因热胀冷缩而缩短

了0.01cm,已知钟摆的周期为T=2π l
g

,其中g=980cm/s2.问:(1)钟摆的周期缩短了多

少? (2)这个钟每天大约快了多少?

3.4 二元函数的偏导数

3.4.1 空间直角坐标系与二元函数

1.空间直角坐标系的建立

  将数轴(一维)、平面直角坐标系(二维)进一步推广建立空间直角坐标系(三维).
(1)坐标轴.
过平面直角坐标系Oxy的原点O 作一条垂直于Oxy 平面的数轴———z轴.x轴(横轴)、

y轴(纵轴)和z轴(竖轴)都以点O 为原点,且具有相同的长度单位.
在建立空间直角坐标系时,通常将x轴(横轴)、y轴(纵轴)安排在水平位置,而将z轴(竖

轴)放在铅直方向上.
(2)右手系.

3个坐标轴方向由右手法则确定:用右手握住z轴,当右手的4个手指从正向x轴以π
2

角

度转向正向y轴时,大拇指的指向就是z轴的正向,如图3-10所示.
(3)坐标平面.
空间直角坐标系的任意两条坐标轴确定的平面称为坐标平面.由x轴与y 轴确定的平面

称为xOy 坐标面.类似地,有yOz坐标面和zOx 坐标面.3个两两相互垂直的坐标平面把空

间分成8个 部 分,每 一 部 分 称 为 一 个 卦 限.8个 卦 限 分 别 用Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ、…、Ⅷ表 示,如

图3-11所示.

图3-10 右手系 图3-11 坐标平面

(4)空间点的坐标.
空间任意一点M 和一个三元有序实数组(x,y,z)之间建立了一一对应关系,空间内任意

点M 的坐标记为M(x,y,z).有序数组(x,y,z)称为点的坐标.x、y、z分别称为点的横坐标、
纵坐标、竖坐标.

【例3-35】 指出下列各点所在卦限:(1,-3,4),(-2,1,-1),(-2,-1,3).
解:点(1,-3,4)在第四卦限,点(-2,1,-1)在第六卦限,点(-2,-1,3)在第三卦限.
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2.空间曲面介绍

(1)两点间距离公式.
设空间任意两点M1(x1,y1,z1)、M2(x2,y2,z2),则两点间距离公式为

|M1M2|= (x1-x2)2+(y1-y2)2+(z1-z2)2

特别地,空间任意点M(x,y,z)与原点O(0,0,0)的距离|OM|= x2+y2+z2.
(2)球面.
设球心为P0(x0,y0,z0),球半径为R,在球面上任取一点P(x,y,z),根据两点间距离公

式则该球面的方程为

(x-x0)2+(y-y0)2+(z-z0)2=R2

特别地,球心在原点O(0,0,0),半径为R 的球面方程为x2+y2+z2=R2.
(3)柱面.
动直线L 沿已知曲线C 平行移动所形成的曲面称为柱面,其中L 称为柱面的母线,

C称为柱面的准线.设准线是xOy平面内的曲线C,对应方程为F(x,y)=0,母线L平行于z
轴的柱面方程为F(x,y)=0.如图3-12所示.

准线是二次曲线的柱面称为二次柱面.常见的二次柱面有以下几种.

① 椭圆柱面 x
2

a2+
y2
b2=1

(见图3-13).

图3-12 F(x,y)=0 图3-13 x2
a2+

y2
b2=1

② 双曲柱面 x
2

a2-
y2
b2=1

(见图3-14).

③ 抛物柱面 y=x2(见图3-15).

图3-14 x2
a2-

y2
b2=1

图3-15 y=x2

【例3-36】 指出下列方程在平面直角坐标系和空间直角坐标系中所表示的图形。
(1)x2+y2=1;  (2)x2-y2=1;  (3)y2=2px(p>0).
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解:(1)方程x2+y2=1在平面表示单位圆周方程,在空间表示圆柱面;
(2)方程x2-y2=1在平面表示双曲线,在空间表示双曲柱面;
(3)方程y2=2px(p>0)在平面表示抛物线,在空间表示抛物柱面.

3.二元函数

【例3-37】 圆柱体的体积V 和它的底半径r、高h之间的关系是

V=πr2h
这里,V 随着r和h 的变化而变化,当r、h在一定范围内(r>0,h>0)取定一组值时,V 的对应

值就随之确定.
定义3.6 设有三个变量x、y和z,当变量x、y在一定范围内任意取定一对数值时,

变量z按照一定的规律f总有确定的数值与它们对应,则称z是x、y的二元函数记为

z=f(x,y)
其中,x、y称为自变量,z称为因变量.自变量x、y的取值范围称为函数的定义域,常用字母

D 来表示.

二元函数在点(x0,y0)处的函数值记为z x=x0
y=y0

,或z
(x0,y0)

,或f(x0,y0).

研究二元函数,就要利用空间直角坐标系.二元函数的定义域比较复杂,可以是整个Oxy
坐标平面,也可是Oxy坐标平面上的一条曲线或平面的某部分等.二元函数的图形是空间曲

面。例如,z=x2+y2 表示旋转抛物面.
【例3-38】 设f(x,y)=x2+xy+y2,求f(1,2).
解:f(1,2)=12+1×2+22=7.
【例3-39】 求下列函数z=f(x,y)的定义域,并画出定义域的图形.
(1)z= R2-x2-y2;
(2)z=ln(x+y);

(3)z= 4-x2-y2ln(x2+y2-1).
解:(1)由R2-x2-y2≥0得x2+y2≤R2,则定义域为 D={(x,y)|x2+y2≤R2},

如图3-16所示.
(2)函数z必须满足x+y>0,则定义域为D={(x,y)|x+y>0},如图3-17所示.

(3)由
4-x2-y2≥0
x2+y2-1>{ 0

得1<x2+y2≤4,则定义域为 D={(x,y)|1<x2+y2≤4},

如图3-18所示.

图3-16 D={(x,y)|x2+y2≤R2} 图3-17 D={(x,y)|x+y>0} 图3-18 D={(x,y)|1<x2+y2≤4}
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3.4.2 二元函数的偏导数

1.二元函数的偏导数

  一元函数的导数概念可类似地推广到二元函数.在一元函数微分学中,我们在研究函数的

变化率的过程中引入了导数的概念.
定义3.7【二元函数z=f(x,y)对x、y的一阶偏导数】 设二元函数z=f(x,y),(x,y)∈D,

若x变化,自变量y固定,此时关于x的一元函数z=f(x,y)对x的导数,称为二元函数z=
f(x,y)对x的一阶偏导函数,简称偏导数,记作

f′x,z′x 或 ∂f∂x 
或 ∂z∂x

同理,有二元函数z=f(x,y)对y的一阶偏导函数,记作

f′y,z′y 或 ∂f∂y 
或 ∂z∂y

【例3-40】 设z=xy(x>0),求∂z∂x
,∂z
∂y.

解:∂z
∂x=yx

y-1(将y看作常量,z=xy 为幂函数)

∂z
∂y=x

ylnx(将x看作常量,z=xy 为指数函数)

由偏导数的定义可知,在求二元函数对某一自变量的偏导数时,只需要将其他自变量看成

常数,用一元函数求导法则(和、差、积、商、复合函数的求导法则)即可求得.

【例3-41】 求z=x2+3xy3+ex+y的偏导数∂z
∂x

,∂z
∂y.

解:∂z
∂x=2x+3y

3+ex+y

∂z
∂y=9xy

2+ex+y.

【例3-42】 设f(x,y)=x2y- x2+y2,求f′x(3,4),f′y(0,5).
解:因为

f′x(x,y)=2xy- x
x2+y2

, f′y(x,y)=x2- y
x2+y2

所以

f′x(3,4)=2×3×4- 3
32+42

=24-35=2325

f′y(0,5)=02- 5
02+52

=-1

2.一元隐函数求导的另一种方法

变量x,y之间的函数关系y=y(x)是由方程F(x,y)=0确定的,方程两边对x 求导,
则有

F′x(x,y)+F′y(x,y)·y′x=0
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y′x=-F′x(x,y)
F′y(x,y)

  因此,设有二元函数F(x,y),只要将二元函数F(x,y)分别对x、y求导,则可由上式得

到y′x.
【例3-43】 用上述方法求由方程xlny+ylnx=0所确定的隐函数的导数y′x.
解:根据方程xlny+ylnx=0,设二元函数F(x,y)=xlny+ylnx,由

F′x(x,y)=lny+y
x

, F′y(x,y)=x
y +lnx

可得

y′x=-F′x(x,y)
F′y(x,y)=-

lny+y
x

x
y +lnx

=-y2+xylny
x2+xylnx

3.4.3 二元函数的二阶偏导数

定义3.8【二阶偏导数】 二元函数z=f(x,y)的偏导函数f′x(x,y)、f′y(x,y)仍是以x、y
为自变量的二元函数,如果它们关于x、y的偏导数存在,则称这些偏导数为函数f(x,y)的二

阶偏导数.记作:

(1)z=f(x,y)关于x的二阶偏导数∂
∂x
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =∂
2z
∂x2=f″xx

(x,y)=z″xx;

(2)z=f(x,y)关于y的二阶偏导数∂
∂y
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y =∂
2z
∂y2
=f″yy(x,y)=z″yy;

(3)z=f(x,y)关于x和y 的二阶混合偏导数∂
∂y
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x =∂
2z

∂x∂y=f″xy
(x,y)=z″xy;

(4)z=f(x,y)关于y和x 的二阶混合偏导数∂
∂x
∂z
∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

y =∂
2z

∂y∂x=f″yx
(x,y)=z″yx.

二阶混合偏导数f″xy(x,y)和f″yx(x,y)的区别在于先后次序不同,它们也有可能不相等.
若函数f(x,y)的二阶混合偏导数f″xy(x,y)和f″yx(x,y)在区域D 内连续,则

f″xy(x,y)=f″yx(x,y)

  【例3-44】 求z=x4+y4-4x2y3 的二阶偏导数z″xx,z″xy,z″yx,z″yy.
解:z′x=4x3-8xy3, z′y=4y3-12x2y2,

z″xx=12x2-8y3,z″xy=-24xy2,

z″yx=-24xy2, z″yy=12y2-24x2y.

【例3-45】 求z=xexsiny的二阶偏导数∂
2z
∂x2

,∂
2z

∂x∂y
,∂

2z
∂y∂x

,∂
2z
∂y2
.

解:∂z
∂x=e

xsiny+xexsiny=(1+x)exsiny,  ∂z∂y=xe
xcosy,

∂2z
∂x2=e

xsiny+(1+x)exsiny, ∂z2
∂x∂y=

(1+x)excosy,

∂2z
∂y∂x=e

xcosy+xexcosy=(1+x)excosy, ∂
2z
∂y2
=-xexsiny.
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【能力训练3.4】

1.求下列函数的定义域,并画图.

(1)z= x+y;        (2)z=ln(x+y);

(3)z= y-x2; (4)z= 1-x2-y2.
2.求下列函数的一阶偏导数.
(1)z=15+x2+2xy+3y2; (2)z=xy2;
(3)z=exy; (4)z=ln(x2+y2);

(5)z= xy; (6)z=x+yx-y.

3.求下列函数的二阶偏导数或指定点的二阶偏导数.
(1)z=x2y2+x+y2,求z″xx,z″xy,z″yx,z″yy;
(2)z=xy-lnxy,求z″xx,z″xy,z″yx,z″yy;
(3)z=exy+x,求z″xx,z″xy,z″yx,z″yy;
(4)z=x3y+ln(x2+y2),求z″xx,z″xy,z″yx,z″yy,z″xy(1,1).

学 法 建 议

1.本章重点介绍导数的概念及其几何意义、计算导数的方法,以及初等函数的二阶导数

的求法,难点是求解复合函数和隐函数的导数.
2.要正确理解导数与微分的概念,弄清各概念之间的区别与联系.例如,可导必连续,反

之,不一定成立.可导与可微是等价的.这里等价的含义是:函数在某点x处可导必定得出

在该点可微;反之,函数在某点x处可微,必能推出在该点可导.但并不意味着可导与可微是

同一概念.导数是函数改变量Δy与自变量改变量Δx之比的极限lim
Δx→0

Δy
Δx=f′

(x),微分是函

数增量的线性主部Δy=dy+O(Δx)=A·Δx+O(Δx),在概念上两者有着本质的区别.
3.复合函数求导法既是重点,又是难点,不易掌握,怎样才能达到事半功倍的效果呢?

首先,熟记求导基本公式,理解本质公式.其次,对于求导公式dy
dx=

dy
du

·du
dx

,必须弄清每

一项是对哪个变量求导的.例如,y=f[φ(x)],y′≠f′[φ(x)],因为y′=dydx
,f′[φ(x)]=

dy
dφ(x).理解公式的同时还要和微商结合起来,右边的微分约分之后必须等于左边的微商.另

外,要想既迅速又准确地求导,必须多做题.最后,一定要牢记,导数是函数改变量与自变量改

变量之比的极限,不能因为有了基本初等函数的求导公式及求导法则,就认为求导仅是利用这

些公式与法则的某种运算而忘记导数的本质.
4.利用导数解决实际问题,本章主要有三类题型.一类是几何应用,用来求切线,其关键

是求出切线的斜率k=dydx x=x0

及切点的坐标;另一类是变化率模型,在求变化率时,一定要弄

清是求解哪个变量的变化率,如速度v=dsdt
,加速度a=dvdt=

d2s
dt2.

再有一类是用微分近似求解
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某个量的改变量,解决这类问题的关键是选择合适的函数关系y=f(x),以及正确选取x0 及

Δx,切勿用中学数学方法求问题的准确值,那是不符合题意的.
5.在由偏导数求解时,首先要确定是对哪一个自变量的偏导数,然后按一元函数的求导

方法求解.

【综合能力训练3】

(基础题)

  1.求下列函数的导数.
(1)y=x3(1- x);           (2)y=ln(1-2x2);

(3)y= 1+ln2x; (4)y=(x+sin2x)4;

(5)y= 1
1+ x

- 1
1- x

; (6)y=sin2x+sinx2;

(7)y=ln x2+1+ 1
2+x

; (8)y= 1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x

.

2.求由下列方程所确定的函数的导数.
(1)xey+yex=0; (2)exy+ylnx=cos2x;
(3)ex+y-xy2=1.
3.求下列函数的导数值.

(1)设f(x)=1- x
1+ x

,求y′(4);

(2)设y=xln(x+1),求y″(1);
(3)设y=y(x)由方程x(1+y2)-ln(x2+2y)=0确定,求y′(0).
4.求下列函数的微分dy.

(1)y=x2e-2x; (2)y= x
1+
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
x
;

(3)y=e-3sin
21

x ; (4)y=(x2-2x+3)e-x.
5.求下列函数的一阶偏导数.

(1)z=e
y
x+e

x
y ; (2)z=12ln

(1+x2+y2);

(3)z= y
x

; (4)z=xlnx
y.

6.求下列函数的二阶偏导数.
(1)z=xln(xy); (2)z=ex

2-y2.

(应用题)

1.【切线方程】求曲线 x+ y=2在点(1,1)处的切线方程.
2.【金属圆管截面面积】金属管的内半径为10cm,当管壁厚度为0.05cm时,利用微分来

近似计算圆管截面面积.
3.【球的体积的相对误差】已知测量的球的直径D 有1%的相对误差,问球的体积的相对
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误差是多少?

牛顿

贝克莱

莱布尼茨

【数学文化聚焦】
贝克莱悖论与第二次数学危机

  当年牛顿在研究物体运动时,少不了要计算速度.例如,物体从0
点出发,符合运动规律为s=t2 的变速直线运动.其中s是物体走过的

路程,t是所需的时间.现在要求第2秒末的瞬时速度.按牛顿的算

法,先给出一小段时间Δt,那么在Δt内物体走过的路程为

Δs=(2+Δt)2-22=4Δt+(Δt)2

在Δt内物体运动的平均速度为

v- =ΔsΔt=4Δt+(Δt)2
Δt =4+Δt

  牛顿很清楚,只要Δt不等于0,平均速度v总成不了瞬时速度v,于是牛顿大胆地令最

后结果4+Δt中的Δt=0,求出了第2秒末的瞬时速度为4,令他兴奋的是这样处理求出的

运动速度和实验结果相当吻合.
然而,英国哲学家贝克莱(GeorgeBerkeley,1685—1753)在1734年将矛头指向微积分

的基础———无穷小的问题,提出了贝克莱悖论.贝克莱质疑牛顿在

求瞬时速度的过程中,一方面用Δt除等式两边(当然作为除数的

Δt不能等于0);另一方面又令结果中的Δt等于0,这完全是自相

矛盾的! Δt既不等于0又等于0,招之即来,挥之即去,难道“Δt是

逝去量的鬼魂”?

Δt这个无穷小量究竟是不是0? 无穷小及其分析是否合理?
由此而引起了数学界甚至哲学界长达一个半世纪的争论,导致了数

学史上的第二次数学危机.
针对贝克莱的攻击,牛顿与莱布尼茨都曾试图通过完善自己的

理论来解决,但都没有获得完全成功.这使数学家们陷入了尴尬境地.一方面微积分在应

用中大获成功,另一方面其自身却存在着逻辑矛盾,即贝克莱悖论.
“向前进,向前进,你就会获得信念!”达朗贝尔吹起奋勇向前的号

角,在此号角的鼓舞下,18世纪的数学家们开始抛开基础的不严格,论
证的不严密,而是更多地依赖于直观去开创新的数学领地.于是一套

又一套的创新方法、新结论及新分支纷纷涌现.经过一个多世纪的漫

漫征程,微积分理论获得了空前丰富.然而,微积分理论的不严密也导

致越来越多的谬误.
直到19世纪初,情况才有所变化,法国科学学院的数学家以柯西

(A.L.Cauchy,1789—1857)为首,对微积分的理论进行认真研究,建
立了极 限 理 论. 后 来,经 德 国 数 学 家 维 尔 斯 特 拉 斯 (K.T.W.

Weierstrass,1815—1897)进一步严格化,极限理论成为微积分的坚定基础.所谓“Δt是逝

去量的鬼魂”也得到了令人满意的解释.
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