
 

 

第3 章 
 

非线性方程（组）解法 
 

非线性在实际问题中经常出现，并且在科学与工程计算中的地位越来越重要，很多

我们熟悉的线性模型都是在一定条件下由非线性问题简化得到的。为了得到更符合实际

的答案，往往需要直接研究非线性模型，从而产生了非线性科学，它是 21 世纪科学技术

发展的重要支柱。非线性问题的数学模型有无限维的，如微分方程；也有有限维的。但

用计算机进行科学计算时，非线性问题的数学模型要转化为非线性的单个方程或方程组

的求解，从线性到非线性是一个质的变化，方程的性质有本质的不同，求解方法也有很

大差别。本章先讨论单个方程的解法，然后简单介绍非线性方程组的数值解法。 

3.1  二分法 

二分法也称为逐次分半法，它的基本思想是：先确定方程 ( ) 0f x  的根的区间 ( ),a b ，

再把区间逐次二等分。 

3.1.1  判别有根区间 

设函数 ( )f x 在区间  ,a b 上连续，且 ( ) ( ) 0f a f b  ，那么由零点定理可知，方程

( ) 0f x  在开区间 ( ),a b 上至少有一个实根。同时若 ( )f x 在  ,a b 上是单调的，那么方程

( ) 0f x  在开区间 ( ),a b 上有唯一实根。 

3.1.2  用二分法求方程 f(x)=0 的实根近似值 xk的步骤 

步骤 1  若对于 a b ，有 ( ) ( ) 0f a f b  ，则在 ( ),a b 上 ( ) 0f x  至少有一个实根。 

步骤 2  取 ( ),a b 的中点 0 2

a bx 
 ，计算 0( )f x 。 
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步骤 3  若 0( ) 0f x  ，则 0x 是 ( ) 0f x  的实根，停止计算，输出结果，实根近似值为

0x 。若 0( ) ( ) 0f a f x  ，则在 0( , )a x 上 ( ) 0f x  至少有一个实根，取 1 1 0， a a b x 。若

0( ) ( ) 0f a f x  ，则取 1 0 1， a x b b。 

步骤 4  若 1

2 k kb a  ≤ （ 为预先给定的要求精度），退出计算，输出结果，近似

值为
2

k ka b
；反之，重复步骤 2 和步骤 3。 

假设方程 ( ) 0f x  的实根为 *x ，第 k 次二分后所得的近似值为 kx ，其误差一定满足

下式： 

 

*
12 2

k k
k k

b a b ax x 

 
 ≤

  

上述二分法的优点是算法简单，且是收敛的；缺点是收敛太慢，故一般不单独将其

用于求根，只用于求得一个根的较好的近似值。 

例 1  求方程 

 3( ) 1 0f x x x      

在区间  1.0,1.5 上的一个实根，要求精确到小数点后第 2 位。 

解：由题意可知， 1.0a  ， 1.5b  ，且 ( ) 0f a  ， ( ) 0f b  。取  ,a b 的中点 0 1.25x  ，

将区间二等分，由于 0( ) 0f x  ，即 0( )f x 与 ( )f a 同号，所以所求的根必在 0x 右侧，这时

令 1 0 11.25 1.5，   a x b b ，得到新的有根区间  1 1,a b 。 

如此反复二分下去，二分过程不再赘述。现在我们预估所要二分的次数，由误差估

计式可知，只要二分 6 次（k =6），便能达到预定的精度，即 
*

6 0.005x x ≤  

二分法的计算结果如下所示。 

k ka  kb  kx  ( )kf x 符号 

0 1.0 1.5 1.25 

1 1.25  1.375 + 

2  1.375 1.3125 

3 1.3125  1.3438 + 

4  1.3438 1.3281 + 

5  1.3281 1.3203 

6 1.3203  1.3242 
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3.2  不动点迭代法 

3.2.1  不动点与不动点迭代法 

将方程 ( ) 0f x 改写成等价的形式： 

 ( )x x  （3.2.1） 

若 *x 满足 *( ) 0f x  ，则 * *( )x x ；反之亦然。我们称 *x 为函数 ( )x 的一个不动点。

求 ( )f x 的零点等价于求 ( )x 的不动点，选择一个初始近似值 0x ，将它代入式（3.2.1）右

端，即可求得 

1 0( )x x  

如此反复迭代计算可得 

 1 ( )k kx x    ( 0,1, )k    （3.2.2） 

( )x 称为迭代函数。如果对任何  0 ,x a b ，由式（3.2.2）得到的序列  kx 有极

限，即 
*lim

∞
kk

x x  

则称迭代方程（3.2.2）收敛，且 * *( )x x 为 ( )x 的不动点，故称上述方法为不动点迭

代法。 

例 2  求方程 

 3( ) 1 0f x x x     （3.2.3） 

在 0 1.5x  附近的根 *x 。 

解：设将方程（3.2.3）改写成如下形式： 
3

1x x   

据此建立如下迭代公式： 
3

1 1k kx x     0,1,k  （ ） 

各步迭代的结果如下所示。由各步迭代的结果可知，如果仅取 6 位有效数字，那么

结果 7x 与 8x 完全相同，这时可以认为 7x 实际上已满足方程（3.2.3），即所求的根。 
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k kx  k kx  

0 1.5 5 1.32476 

1 1.35721 6 1.32473 

2 1.33086 7 1.32472 

3 1.32588 8 1.32472 

4 1.32494   

应当指出的是，迭代法的效果并不是总能令人满意。譬如，设由方程（3.2.3）的另

一种等价形式： 

3 1x x   

建立迭代公式 
3

1 1k kx x    

迭代初值仍取 0 1.5x  ，则有 

1 2.375x  ， 2 12.39x   

此时继续迭代下去已经没有必要，因为结果会越来越大，不可能趋于某个极限。这

种不收敛的迭代过程是发散的。一个发散的迭代过程即使进行了千百次迭代，其结果也

是毫无价值的。 

例 2 表明，原方程转化为式（3.2.1）的形式不同，所产生的迭代序列也不同，有的

收敛，有的发散，只有收敛的迭代过程（3.2.2）才有意义，因此我们需要研究  x 的不

动点的存在性及迭代法（3.2.2）的收敛性。 

3.2.2  不动点迭代法的收敛性 

现在，我们考察 ( )x 在  a b， 上的不动点存在唯一性。 

定理 1  设  ( ) ,x C a b  ，且满足如下两个条件： 

（1）对任意  ,x a b 有 ( )a x b≤ ≤ ； 

（2）存在正常数 1L  ，使对任意  , ,x y a b 都有 

 ( ) ( )x y L x y  ≤  （3.2.4） 

则 ( )x 在  ,a b 上存在唯一的不动点 *x 。 

证明  首先，证明不动点的存在性。若 ( )a a  或 ( )b b  ，显然 ( )x 在  ,a b 上存

在不动点。因为 ( )a x b≤ ≤ ，所以设 ( )a a  及 ( )b b  ，定义函数 

   f x x x   

显然    ,f x C a b ，且满足     0f a a a   ，     0f b b b   ，由连续函数性质
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可知，存在  * ,x a b 使  * 0f x  ，即  * *x x ，且 *x 为  x 的不动点。 

其次，证明不动点的唯一性。设 *
1x ,  *

2 a,bx  ，且都是  x 的不动点，由式（3.2.4）

可得 

   * * * * * * * *
1 2 1 2 1 2 1 2x x x x L x x x x      ≤  

引出矛盾，故  x 的不动点只能是唯一的。证毕。 

在  x 的不动点存在唯一性的情况下，得到迭代法（3.2.2）收敛的一个充分条件。 

定理 2  设    ,x C a b  ，且满足定理 1 的两个条件，对任意  0 ,x a b ，由式（3.2.2）

得到的迭代序列 kx 收敛到  x 的不动点 *x ，并且误差估计式为 

 *
1 01

k

k
Lx x x x

L
 


≤  （3.2.5） 

证明  设  * ,x a b 是  x 在   a b， 上的唯一不动点，由条件（1）可知，   ,kx a b ，

再由式（3.2.4）得 

   * * * *
1 1 0

k
k k kx x x x L x x L x x      ≤ ≤ ≤  

因为 0 1L  ，所以当 k ∞时，序列 kx 收敛到 *x 。 

下面再证明误差估计式（3.2.5）。由式（3.2.4）可得 

    1 1 1k k k k k kx x x x L x x      ≤  （3.2.6） 

由此反复递推得 

1 1 0
k

k kx x L x x  ≤  

于是对任意正整数 p 有 

1 01

k

k p k
Lx x x x

L  


≤  

令 p ∞，则 *lim k pp
x x


∞

，即得式（3.2.5）。证毕。 

迭代过程是一个极限过程，当用迭代法进行实际计算时，必须按精度要求控制迭代

次数。误差估计式（3.2.5）在原则上可用于确定迭代次数，但它由于含有信息 L 而不便

于实际应用。根据式（3.2.6），对任意正整数 p 有 

1

1

1k p k k kx x x x
L  


≤  

令 p ∞，则有 

*
1

1

1k k kx x x x
L  


≤  
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由此可见，只要相邻两次计算结果的偏差 1k kx x  足够小，就可以保证近似值 kx 具

有足够的精度。 

如果  1( ) ,x C a b  且对任意  ,x a b ，则有 

 ( ) 1x L ≤  （3.2.7） 

由中值定理可知，对   , ,x y a b  有 

( ) ( ) ( )( )x y x y L x y     ≤   （ ( , )a b  ） 

它表明在实际应用中定理 1 的条件（2）可用式（3.2.7）代替。 

在例2中，当
3

( ) 1x x   时，
2

3
1

( ) ( 1)
3

x x


  ，在区间 1,2 中，

1

31 1
( ) 1

3 4
x  

 
 

 ≤ ，

故式（3.2.7）成立。又因为
3 3

1 2 ( ) 3 2x≤ ≤ ≤ ≤ ，所以定理 1 的条件（1）也成立，所

以迭代法是收敛的。而当 3( ) 1x x   时， 2( ) 3x x  ，在区间 1,2 中 | ( ) | 1x  不满足定

理的条件。 

上面给出了 0x 取自区间  ,a b 时所产生的迭代序列{ }kx 的收敛性，它通常被称为全局

收敛性，有时不易检验定理的条件，在实际应用中通常只在不动点 *x 的邻近考察其收敛

性，即局部收敛性。 

定义 1  设 ( )x 有不动点 *x ，如果存在 *x 的某个邻域 R 使 *x x  ≤ ，对任意

0x R ，迭代法（3.2.2）产生的序列{ }kx R ，且收敛到 *x ，则称迭代方程局部收敛。 

定理 3  设 *x 为 ( )x 的不动点， ( )x 在 *x 的某个邻域连续，且 *( ) 1x  ，则迭代

法（3.2.2）局部收敛。 

证明  由连续函数的性质可知，存在 *x 的某个邻域 R 使 *x x  ≤ ，使对于任意

x R， ( ) 1x L ≤ 成立。 

此外，对于任意 x R ，总有 ( )x R  ，这是因为 

* * * *( ) ( ) ( )x x x x L x x x x        ≤ ≤  

于是依据定理 2 可以判断迭代过程 1 ( )k kx x  对于任意初值 0 x R 均收敛。证毕。 

下面讨论迭代序列的收敛速度问题。 

例 3  用不同方法求方程 2 3 0x   的根 * 3x  。 

解： 2( ) 3f x x  可改写为各种不同的等价形式，即 ( )x x ，其不动点为 * 3x  。

由此构造不同的迭代法： 

（1） 2
1 3k k kx x x    ， 2( ) 3x x x    ， ( ) 2 1x x   ， *( ) ( 3) 2 3 1 1x     。 
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（2） 1

3
k

k

x
x  ，

3
( )x

x
  ，

2

3
( )x

x
   ， *( ) 1x   。 

（3）  2
1

1
3

4k k kx x x    ，  21
( ) 3

4
x x x    ，

1
( ) 1

2
x x   ， 

    * 3
( ) 1 0.134 1

2
x     。 

（4） 1

1 3

2k k
k

x x
x

 
  

 
，

1 3
( )

2
x x

x
    

 
，

2

1 3
( ) 1

2
x

x
   


 


，  *( ) 3 0x    。 

取 0 2x  ，对上述 4 种迭代法，计算三步所得的结果，如下所示。 

k kx  迭代法（1） 迭代法（2） 迭代法（3） 迭代法（4） 

0 0x  2 2 2 2 

1 1x  3 1.5 1.75 1.75 

2 2x  9 2 1.734 75 1.732 143 

3 3x  87 1.5 1.732 361 1.732 051 

     

注意  由 3 1.732 050 8 及计算结果可知，迭代法（1）及（2）均不收敛，且它

们均不满足定理 3 的局部收敛条件；迭代法（3）和（4）均满足局部收敛条件，且迭代

法（4）比迭代法（3）收敛快，因为迭代法（4）的 *( ) 0x  ，其比迭代法（3）的 *( ) 0.134x 

小。为了衡量迭代法（3.2.2）收敛速度的快慢给出以下定义。 

定义 2  设迭代过程 1 ( )k kx x  收敛于方程 ( )x x 的根 *x ，如果当 k ∞时迭代

误差 *
k ke x x  满足如下渐近关系式： 

1k
p
k

e C
e
  （常数 0C  ） 

则称该迭代过程是 p 阶收敛的。特别地，当 1p  （ 1C  ）时，该迭代过程为线性收敛；

当 1p  时，该迭代过程为超线性收敛；当 2p  时，该迭代过程为平方收敛。 

定理 4  对于迭代过程 1 ( )k kx x  及正整数 p，如果   ( )p x 在所求根 *x 的邻近连续，

并且 

 
 

 

1* * *

*

( ) ( ) (

( )

0

0

)p

p

x x x

x

  



    









 （3.2.8） 

则该迭代过程在点 *x 附近是 p 阶收敛的。 

证明  由于 *( ) 0x  ，据定理 3 立即可以判断迭代过程 1 ( )k kx x  具有局部收敛性。 

再将 ( )kx 在根 *x 处进行泰勒展开，利用条件式（3.2.8），则有 
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   * *
( )

( ) ( )
!

p
p

k kx x x x
p

 
     

式中， 在 kx 与 *x 之间。 

应注意到， 1( )k kx x  ， * *( )x x  ，由上式得 

 
( )

* *
1

( )

!

p p

k kx x x x
p

 
     

因此对迭代误差，当 k ∞时，则有 

 
  *

1 ( )

!

p
k

p
k

e x
e p

   （3.2.9） 

这表明迭代过程 1 ( )k kx x  是 p 阶收敛的。证毕。 

上述定理告诉我们，迭代过程的收敛速度依赖于迭代函数 ( )x 的选取。如果当

 ,x a b 时， ( ) 0x  ，则该迭代过程只可能是线性收敛的。 

在例 3 中，迭代法（3）的 *( ) 0x  ，故它只是线性收敛的。而迭代法（4）的 *( ) 0x  ，

且
3

3
( )x

x
  ， * 1

( ) 0
3

x   。由定理 4 可知，当 2p  时，该迭代过程是二阶收敛的。 

3.3  牛顿法 

3.3.1  牛顿迭代公式的构造 

1．牛顿迭代公式 

设方程 ( ) 0f x  的根 *x 的近似根是 kx ，则 ( )f x 在点 kx 处进行泰勒展开，去掉二阶及

二阶以上项（线性化）后得 

( ) ( ) ( )( )k k kf x f x f x x x    

设 ( ) 0kf x  ，用 1kx  代替右端的 x，由 ( ) 0f x  得到如下迭代公式： 

 1

( )
0,1,2,

( )
k

k k
k

f xx x k
f x  


 （ ） （3.3.1） 

这相当于选择的迭代函数为 

 
( )

( )
( )

f xx x
f x




   （3.3.2） 

称迭代公式（3.3.1）为牛顿迭代公式（简称牛顿公式），它是局部收敛的。用牛顿公式求
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方程的根的方法被称为牛顿切线法（简称牛顿法）。 

2．牛顿公式的几何意义 

如果把牛顿公式写成下面的式子： 

      0,1,2,k k k kY f x f x x x k    （ ）  

则牛顿公式表示曲线 ( )y f x 在点  ( ),k kx f x 处的切线。所以，牛顿公式的几何意义如

图 3-1 所示。设 0x 是方程 ( ) 0f x  的根的一个近似值，过点  0 0 ), (x f x 作曲线 ( )y f x 的

切线 MN，它与 x 轴交于点 1x ； 1x 作为根的新的近似值，过点  1 1), (x f x 作曲线 ( )y f x

的切线 1 1M N ，它与 x 轴的交点为 2x ； 2x 作为根的新的近似值，如此继续下去得到序列

1 2, ,x x 。当此点列{ }kx 收敛到方程 ( ) 0f x  的根 *x 时，可求出满足精度要求的近似根 kx 。

这就是牛顿法名称的由来，它是线性化与迭代法的结合。 

 

图 3-1 

3.3.2  牛顿法的收敛性与收敛速度 

定理 5  设 *x 是方程 ( ) 0f x  的根，函数 ( )f x 在 *x 的某一邻域 * ,( )U x  （其中

0 1  ）内具有二阶连续导数，迭代函数为
( )

( )
( )

f xx x
f x




  ，当 * ,( )x U x  时，

*( ) ( ),x U x  。对于 *
0 ,( )x U x  ，牛顿迭代公式（3.3.1）产生的迭代序列为{ }kx 。 

（1）如果 

 *( ) 1x   （3.3.3） 

那么迭代序列{ }kx 收敛于 *x 。 

（2）如果 *x 是 ( ) 0f x  的单根，那么迭代序列{ }kx 在 *x 附近是二阶收敛的，即平方

收敛，且 
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* *

1
* 2 *

( )
lim

2 )( ) (
k

k
k

x x f x
x x f x











∞
  

（3）如果 *x 是 ( ) 0f x  的重根，那么迭代序列{ }kx 在 *x 附近是一阶收敛的，即线性

收敛。 

证明  （1）根据定理 3 显然成立。 

（2）若 *x 是 ( ) 0f x  的单根，即 *( ) 0f x  ， *( ) 0f x  ，则 *( ) 0x  ，根据定理 4 及

公式（3.2.9），显然成立。 

（3）若 *x 是 ( ) 0f x  的 m 重根，即 *( ) ( ) ( )mf x x x g x  ，那么 * 1
( ) 1 0x

m
    ，所

以牛顿法只是线性收敛的。证毕。 

3.4  割线法 

割线法又称为弦截法。牛顿法的突出优点是收敛速度快，但它也有明显的缺点，即

公式含有导数，当 ( )f x 较复杂时，使用不方便。为了避免牛顿法计算导数的麻烦，我们

现在设法利用一些函数值 1( ), ( ),k kf x f x  来回避导数值 ( )kf x 的计算，该方法即割线法。

下面具体介绍割线法。 

已知方程 ( ) 0f x  的两个近似根为 kx 和 1kx  ，把牛顿迭代公式： 

 1

( )
0,1,2,

( )
k

k k
k

f xx x k
f x  


 （ ） 

的导数 ( )kf x 用差商 1

1

( ) ( )k k

k k

f x f x
x x








代替，整理后得 

 1
1

1

( )( )
0,1,2,

( ) ( )
k k k

k k
k k

f x x xx x k
f x f x







  


（ ） （3.4.1） 

该公式称为割线迭代公式，用此公式求方程 ( ) 0f x  的近似根的方法称为割线法。 

现在解释割线法的几何意义。如图 3-2 所示，在曲线 ( )y f x 上横坐标为 kx 和 1kx  的

点分别记为 kP 和 1kP  ，则割线 1k kP P  的方程为 

 1

1

( ) ( )
( ) 0,1,2,k k

k k
k k

f x f xy f x x x k
x x






   


（ ） 

令 0y  ，得到式（3.4.1），其中 1kx  是割线 1k kP P  与 x 轴交点的横坐标，把 1kx  作为根 *x

的新的近似值。过点 1kP  和 kP 作割线 1k kP P 交 x 轴于 2kx  ，再把 2kx  作为根 *x 的新的近似
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值。如此继续下去，得到点列 0 1 2, , , ,, kx x x x 。当此点列  kx 收敛到方程 ( ) 0f x  的根

*x 时，可求出满足精度要求的 kx 。这就是割线法名称的由来，它是线性化与迭代法的

结合。 

 

图 3-2 

割线法的收敛速度比牛顿法稍慢，并且需要两个初始值 0x 和 1x 。 

3.5  非线性方程组的迭代法 

3.5.1  非线性方程组 

非线性方程组是非线性科学的重要组成部分。考虑方程组： 

 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , ), 0

, 0

,

( , , )

( , 0, )

n

n

n n

f x x x
f x x x

f x x x


 


 






 （3.5.1） 

式中， 1 2, , , nf f f 均为 1 2, , ),( nx x x 的多元函数。若用向量记号，记 T
1 2 ,( , , ) n

nx x x  x ，

T
1 2, ,( , )nf f f F ，方程组（3.5.1）就可以写成 

 ( )  0F x  （3.5.2） 

当 2n≥ ，且 1,2, ,if i n （ ）中至少有一个是自变量 1,2, ,ix i n （ ）的非线性函数时，

则称方程组（3.5.1）为非线性方程组。非线性方程组（3.5.1）的求解问题无论是在理论

上还是在实际解法上均比线性方程组和单个方程求解要复杂和困难，它可能无解，也可

能有一个解或多个解。 

求方程组（3.5.1）的根时可直接将单个方程（n=1）的求根方法加以推广，实际上只
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要把单变量函数 ( )f x 看成向量函数 ( )F x ，将方程组（3.5.1）改写为方程组（3.5.2），就

可以将前面讨论的求根方法用于求方程组（3.5.2）的根，为此设向量函数 ( )F x 定义在区

域  nD ， 0 x D ，若
0

0lim ( ) ( )



x x

F x F x ，则称 ( )F x 在 0x 连续，这意味着对任意实数

0  ，存在实数 0  ，使得对满足 00   x x 的 x D ，则有 

0( ) ( )  F x F x  

如果 ( )F x 在 D 上每点都连续，则称 ( )F x 在区域 D 上连续。 

向量函数 ( )F x 的导数 ( )F x 被称为 F 的雅可比矩阵，它表示为 

 

1 1 1

1 2

2 2 2

1 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

n

n

nn n

n

f x f x f x
x x x

f x f x f x
x x x

f xf x f x
xx x

 
 
   

   
 
       
 
 
 



 
   





 



F x  （3.5.3） 

3.5.2  求解非线性方程组的牛顿法 

将解单个方程的牛顿法直接用于解方程组（3.5.2），则可以得到解非线性方程组的

牛顿迭代公式，即 

    ( ) ( (1 ) ( ) )1k k k k  x x F x F x （ 0,1,k  ） （3.5.4） 

式中， 1( )F x 是式（3.5.3）给出的雅可比矩阵的逆矩阵，具体计算时记作 ( ) ( )1 ( )  k k kx x x 。 

先解线性方程组 

   ( ) ( ) ( )   k k kF x x F x  

求出向量 ( ) kx ；再令 ( ) ( )1 ( )   k k kx x x ，每步包括计算向量函数  ( )kF x 及矩阵  ( )kF x 。

牛顿法有下面的收敛性定理。 

定理 6  设 ( )F x 定义在区域 n D ， * x D ，满足 *( )  0F x ，在 *x 的开邻域 0 S D

上 ( )F x 存在且连续， *( )F x 非奇异，则牛顿法生成的序列 ( )kx 在闭域 0S S 上超线性

收敛于 *x 。若还存在常数 0L  ，使 
* *( ) ( )  LF x F x x x≤   （ x S ） 

则 ( )kx 至少平方收敛。  
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例 4  用牛顿法解方程组 
2 2
1 1 2

2
1 2 1 2

10 8 0

10 8 0

x x x
x x x x

    


   
 

解：令 

 
2 2
1 1 2

2
1 2 1 2

10 8
( )

10 8

x x x
x x x x

   
  

   
F x   

1 2
2
2 1 1

2 10 2
( )

1 2 10

x x
x x x
 

    
F x  

选    T0 0,0x ，解线性方程组    0 0( ) ( ) ( )0  F x x F x ，即 

( )0
1

0
2
( )

10 0 8

1 10 8

     
         

x
x

 

解得  ) T(0 0.8,0.88 x ， 1 0 0( ) ( ) T( ) (0.8,0.88)   x x x ，按牛顿迭代公式（3.5.4）计算，

结果如下所示。 
 

  0x   1x   2x   3x   4x  
 
1

kx  0 0.8 0.991 787 2 0.999 975 2 1.000 000 0 

 
2
kx  0 0.88 0.991 711 7 0.999 968 5 1.000 000 0 

 

 

习题三 

1．用二分法求方程 2 1 0x x   的正根，要求误差小于 0.05。 

2．为求方程 3 2 1 0x x   在 0 1.5x  附近的一个根，设将方程改写成下列等价形式，

并建立相应的迭代公式。 

（1） 21 1 /x x  ，迭代公式 2
1 1 1 /k kx x   ； 

（2） 3 21x x  ，迭代公式
3 2

1 1k kx x   ； 

（3） 2 1

1
x

x



，迭代公式 1 1 / 1k kx x   。 

试分析每种迭代公式的收敛性，并选取一种公式求出具有 4 位有效数字的近似根。 

3 ．用下列方法求 3( ) 3 1 0f x x x    在 0 2x  附近的根。根的精确值为

* 1.879 385 24x  ，要求计算结果精确到 4 位有效数字。 
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（1）用牛顿法； 

（2）用割线法，取 0 12 1.9， x x 。 

4．分别用二分法和牛顿法求 tan 0x x  的最小正根。 

5．应用牛顿法于方程 3 0x a  ，导出求
3 a 的迭代公式，并讨论其收敛性。 

6．应用牛顿法于方程   2
1 0

af x
x

   ，导出求 a 的迭代公式，并用此公式求 115

的值。 

7．证明迭代公式： 

 2

1 2

3

3

k k
k

k

x x a
x

x a





 

是计算 a 的三阶方法。假设初值 0x 充分靠近根 *x ，求 

   3

1lim k kk
a x a x
 

∞
 

8．非线性方程组
2 2
1 2

2 3
1 2 1

3 0

3 1 0

x x
x x x

  


  
在 T0.4,0.7( ) 附近有一个解。构造一个不动点迭代

法，使它能收敛到这个解，并计算精确到 510 （按 
∞
）。 

9．用牛顿法解方程组
2 2

2 2

4

1

x y
x y

  


 

，

，
取 T(0) (1.6,1.2)x 。 
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