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第３章　传感器中的弹性敏感元件设计

固体材料在外力作用下改变原来的尺寸或形状的现象称为变形，如果外力去掉后物体能

够完全恢复原来的尺寸和形状，那么这种变形称为弹性变形。

弹性敏感元件是通过弹性变形这一特性，把力、力矩或压力转换成相应的应变或位移，然

后配合其他各种形式的传感元件，将力、力矩或压力转换成电量的一种元件。弹性敏感元件应

用广泛，在测试技术中占有重要的地位。

３１　弹性敏感元件的基本特性

３１１　弹性特性

作用在弹性敏感元件上的外力与该外力引起的相应变形（应变、位移式转角）之间的关系

称为弹性敏感元件的特性。图３．１显示了三个不同弹性敏感元件的弹性特性曲线。弹性敏感

元件的弹性特性可能是线性的（如图３．１中的直线１），也可能是非线性的（如图３．１中的曲线

２和曲线３）。弹性特性可由刚度或灵敏度来表示。

１．刚度

刚度通常用犽表示，定义为

犽＝ｌｉｍ
Δ狓０

Δ犉
Δ（ ）狓 ＝

ｄ犉
ｄ狓

（３１）

式中，犉———作用在弹性敏感元件上的外力；

　狓———弹性敏感元件产生的变形。

显然，这样定义的刚度可以反映元件抵抗弹性变形能力的强弱。

图３．１　弹性特性曲线

观察图３．１中的犃点，通过犃点作曲线３的切线，此切线

与水平线夹角θ３的正切就是犃点处的刚度。如果弹性敏感元

件的弹性特性曲线是一条直线，那么它的刚度是一个常数。

２．灵敏度

灵敏度是反映弹性特性的另一个指标，它定义为刚度的

倒数，通常用犛ｎ表示

犛ｎ＝
ｄ狓
ｄ犉

（３２）

　　从式（３２）可以看出，灵敏度就是单位力作用下产生变形的大小。与刚度相似，只有当弹

性特性曲线是一条直线时，灵敏度才是一个常数。

在传感器当中，有时会遇到多个弹性敏感元件串联或并联使用的情形。当弹性敏感元件

并联使用时，系统的灵敏度为

·７２·

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



犛ｎ＝
１


犿

犻＝１

１
犛ｎ犻

（３３）

当弹性敏感元件串联使用时，系统的灵敏度为

犛ｎ＝
犿

犻＝１
犛ｎ犻 （３４）

式中，犿———并联或串联弹性敏感元件的数目；

　犛ｎ犻———第犻个弹性敏感元件的灵敏度。

图３．２　弹性滞后现象

３１２　弹性滞后

对弹性敏感元件进行加载，可绘制一条弹性特性曲线；卸

载弹性敏感元件，可绘制另一条弹性特性曲线。两条曲线往

往并不重合，这种现象称为弹性滞后，如图３．２所示。

在图３．２中，当作用在弹性敏感元件上的力由０增加

至犉′时，弹性敏感元件的弹性特性曲线如曲线１所示；当

作用力由犉′减小到０时，弹性特性曲线如曲线２所示。作

用力通过加载达到犉时的弹性变形与通过卸载达到犉时

的弹性变形之差Δ狓称为弹性敏感元件的滞后误差。滞后

误差的存在对整个测量的精度会产生不利影响。曲线１、曲线２所包围的范围称为滞环。

弹性敏感元件内部微观或细观结构（如分子、离子、晶粒）间存在着的内摩擦是引起弹性

滞后的主要原因。

图３．３　弹性后效现象

３１３　弹性后效

当弹性敏感元件上的载荷发生改变时，相应的变形往往不

能立即完成，而是在一个时间间隔内逐渐完成的，这种现象称为

弹性后效，如图３．３所示。当作用在弹性敏感元件上的力由０

突然增加到犉０时，其变形首先由０迅速增加至狓１，然后在载荷

不变情况下，元件继续变形，直到变形增大到狓０为止。反之，当

作用力由犉０突然减至０时，其变形先由狓０迅速减至狓１，然后继续

减小，直到变形减小为０。弹性后效现象使弹性敏感元件的变形

不能迅速地随着作用力的改变而改变，从而造成测量误差。在动态测量中，这种误差尤其严重。

３１４　固有振动频率

弹性敏感元件的动态特性和被测载荷变化时的滞后现象等都与元件的固有振动频率有

关。固有振动频率有多阶，我们通常只关心其中的最低阶，且一般总希望弹性敏感元件具有较

高的固有振动频率。固有振动频率的计算比较复杂，只有少数规则形状的弹性敏感元件具有

理论解，所以实际中常常通过实验来确定。

以上各种基本特性之间是相互影响、相互制约的。灵敏度的提高会使线性变差，固有振动

频率降低，从而不能满足测量动态量的要求；相反，固有振动频率提高会导致灵敏度降低。因

此，在进行弹性敏感元件设计时，必须根据测试对象和实际要求，对各种基本特性进行综合、具

体的考虑。
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３２　弹性敏感元件的材料

弹性敏感元件在传感器中直接参与变换和测量，因此其材料的选用十分重要。在任何情

况下，材料应保证具有良好的弹性、足够的精度和稳定性，如在长时间使用和温度变化时都应

保持稳定的特性等。对弹性敏感元件材料的基本要求归纳如下。

（１）弹性滞后和弹性后效要小。

（２）弹性模量的温度系数要小。

（３）线膨胀系数要小且稳定。

（４）弹性极限和强度极限要高。

（５）具有良好的稳定性和耐腐蚀性。

（６）具有良好的机械加工和热处理性能。

弹性敏感元件通常使用的材料为合金结构钢、铜合金、铝合金等，其中３５ＣｒＭｎＳｉＡ、４０Ｃｒ

是常用的材料，３５ＣｒＭｎＳｉＡ尤其适合制造高精度的弹性敏感元件。５０ＣｒＭｎＡ铬锰弹簧钢和

５０ＣｒＶＡ铬钒弹簧钢具有优良的机械性能，可用于制造承受交变载荷的重要弹性敏感元件。

黄铜（Ｈ６２、Ｈ８０）可用于制造受力不大的弹簧及膜片。德银［Ｚｎ１８％～２２％，（Ｎｉ＋Ｃｏ）１３．５％

～１６．５％，其余为Ｃｕ］用于制造抗腐蚀的弹性敏感元件。锡磷青铜（ＱＳｎ６．１％～０．１％，

ＱＳｎ６．５％～０．４％）用于制造一般的弹性敏感元件或抗腐蚀性能好的弹性敏感元件。铍青铜

（ＱＢｅ２，ＱＢｅ２．５）用于制造精度高、强度好的弹性敏感元件。不锈钢（１Ｃｒ１８Ｎｉ９Ｔｉ）用于制造强

度高、耐腐蚀性好的弹性敏感元件。

３３　弹性敏感元件的特性参数计算

这一节，我们介绍一些常用弹性敏感元件的特性参数计算。

３３１　弹性圆柱

弹性圆柱结构如图３．４所示。截面根据形状可分为实心圆截面［见图３．４（ａ）］和空心圆

截面［见图３．４（ｂ）］。弹性圆柱结构简单，可承受很大的载荷。

图３．４　弹性圆柱结构

被测力犉（拉力或压力）沿弹性圆柱的轴线作用于其两端，

圆柱被拉伸（或压缩），圆柱体内各点产生应力、应变。

对于受力状态下的一点，其应力、应变的值与分析时选取的

截面方向有关，选取不同的截面方向进行分析，会得到不同的数

值。垂直于选取截面方向的应力和应变称为正应力和正应变，

下文中的应力、应变均指的是正应力、正应变。

弹性圆柱上任一点在与轴线成α角的截面上的应力、应

变为

σα＝
犉
犃
（ｓｉｎ２α－μｃｏｓ

２
α） （３５）

εα＝
犉
犃犈
（ｓｉｎ２α－μｃｏｓ

２
α） （３６）

式中，犉———轴线方向上的作用力；
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　犈———材料的弹性模量；

　μ———材料的泊松比；

　犃———圆柱的横截面积；

　α———截面与轴线的夹角。

弹性圆柱上各点在垂直于轴线的截面上（α＝９０°）的应力、应变为

σ＝
犉
犃

ε＝
犉
犃犈

而在平行于轴线的截面上（α＝０°）的应力、应变为

σ＝－μ
犉
犃

ε＝－μ
犉
犃犈

　　显然，在垂直于轴线的截面上出现最大的应力和应变。为了比较不同方向上的应变大小，

需要引入灵敏度结构系数β

β＝ｓｉｎ
２
α－μｃｏｓ

２
α （３７）

于是得圆柱应变的一般表达式为

ε＝
犉
犃犈β

（３８）

　　由式（３８）可以看出，圆柱内各点的应变大小取决于圆柱的灵敏度结构系数、横截面积、材

料的弹性模量和圆柱所承受的力，而与圆柱的长度无关。

上述所有结论同时适用于空心截面和实心截面的圆柱弹性敏感元件。空心截面的圆柱弹

性敏感元件在某些方面优于实心截面的圆柱弹性敏感元件：在横截面积相等的情况下，空心截

面圆柱的外直径可以较大，因此圆柱的抗弯能力大大提高；另外，较大直径圆柱对由温度变化

引起的曲率半径相对变化敏感程度较小，从而使温度变化对测量的影响减小。但应注意的是，如

果空心截面圆柱的壁太薄，受压力作用后将产生较明显的屈曲变形（桶形变形），这会影响测量

精度。

圆柱弹性敏感元件的固有频率犳０为

犳０＝
０．２４９
犾

犈
槡ρ

（３９）

式中，犾———圆柱元件的长度；

　ρ———圆柱材料的密度。

分析圆柱弹性敏感元件的基本公式（３８）和式（３９）可知：为了提高灵敏度，应当选择弹性

模量小的材料，此时虽然相应的固有振动频率降低了，但固有振动频率降低的程度比应变量的

提高程度小，总的衡量还是有利的。不降低应变值来提高固有振动频率必须减短圆柱的长度

或选择密度低的材料。圆柱弹性敏感元件主要用于电阻应变式拉力（压力）传感器。

３３２　悬臂梁

悬臂梁是一端固定一端自由的金属梁。作为弹性敏感元件，悬臂梁的特点是结构简单，加工方

便，适用于较小力的测量。悬臂梁根据梁的截面形状不同可分为等截面悬臂梁和等强度悬臂梁。

１．等截面悬臂梁

被测力犉作用于等截面悬臂梁（见图３．５）的自由端，等截面悬臂梁表面某一位置处的应

变可按下式计算
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ε狓 ＝
６（犾－狓）

犈犃犺
犉 （３１０）

式中，ε狓———距固定端为狓处的应变值；

　犾———梁的长度；

　狓———某一位置到固定端的距离；

　犈———梁的材料的弹性模量；

　犃———梁的横截面积；

　犺———梁的厚度。

由式（３１０）可知，随着狓的不同，梁上各个位置所产生的应变也是不同的。在狓＝０处应

变最大，在狓＝犾处应变为零。不妨定义等截面悬臂梁的应变灵敏度结构系数

β＝６１－
狓（ ）犾 （３１１）

　　在实际应用中，还常把悬臂梁自由端的挠度（位移）作为输出。挠度狔与作用力犉 的关

系为

狔＝
４犾３

犈犫犺３
犉 （３１２）

　　等截面悬臂梁的固有振动频率为

犳０＝
０．１６２犺
犾２

犈
槡ρ

（３１３）

　　由式（３１０）、式（３１２）和式（３１３）可知，材料的特性参数（犈、ρ）及结构尺寸（犾，犺）对灵敏度

和固有振动频率都有影响，如减小等截面悬臂梁的厚度可以使其灵敏度提高，但会使其固有振

动频率降低。

２．等强度悬臂梁

等截面悬臂梁的不同部位所产生的应变是不相等的，这对电阻应变式传感器中应变片的

粘贴位置的准确性提出了较高的要求。等强度悬臂梁（见图３．６）的特点是距固定端不同距离

处的横截面积不同，即

犃狓 ＝犺犫狓 ＝犺犫０
犾狓
犾
＝犺犫０

犾－狓
犾

图３．５　等截面悬臂梁

　

图３．６　等强度悬臂梁

将上式代入式（３１０）得

ε＝
６犾
犈犫０犺

２犉 （３１４）

　　在等强度悬臂梁自由端施加作用力时，梁上各处的应变大小相等，应变灵敏度结构系数与
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长度方向的坐标无关，也就不需要对应变片粘贴位置准确性提出较高要求。

必须说明的是，作用力犉必须加在梁的两斜边的交汇点犜 处，否则无法保证各处的应变

大小相等。等强度悬臂梁自由端挠度为

狔＝
６犾３

犈犫０犺
３犉 （３１５）

固有振动频率表达式为

犳０＝
０．３１６犺
犾２

犈
槡ρ

（３１６）

３３３　扭转棒

在力矩测量中常常用到扭转棒。图３．７为圆截面扭转棒，该扭转棒一端固定，另一端自

由。当圆截面扭转棒自由端承受力矩犕ｔ时，在棒表面产生的沿圆周方向的剪切应力为

τ＝
狉
犑
犕ｔ （３１７）

图３．７　圆截面扭转棒

式中，犕ｔ———力矩；

　狉———扭转棒半径；

　犑———横截面对圆心的极惯性矩（犑＝π犱４／３２）；

　犱———扭转棒直径。

根据材料力学知识，棒表面上任一点在沿与轴线

成４５°角的方向上出现最大正应力σｍａｘ（其与该点沿

圆周方向的剪切应力τ相等），此方向上的应变为

εｍａｘ＝
σｍａｘ
犈
＝
狉
犈犑
犕ｔ （３１８）

单位长度上的扭转角为

ｉ＝
１
犌犑
犕ｔ （３１９）

式中，犌———扭转棒材料的剪切模量。

式（３１９）表明单位长度上的扭转角ｉ与力矩犕ｔ成正比，与犌犑成反比。犌犑称为抗扭

刚度。

扭转棒长度为犾时的扭转角为

＝ｉ犾＝
犾
犌犑
犕ｔ （３２０）

图３．８　平膜片承受均布载荷

３３４　平膜片

圆形膜片分为圆形平面膜片和圆形波纹膜片两种，用来测量气体的压力。在压力相同情况

下，圆形波纹膜片可产生较大的挠度。膜盒是两个圆形波纹膜片

对焊在一起具有腔体的盒状元件，也用来测量气体的压力。本节

主要介绍圆形平面膜片，简称平膜片。

在工作时，平膜片承受均布载荷，如图３．８所示。在压力狆

作用下，平膜片中心处出现最大挠度狔ｍａｘ。平膜片在设计计算中

所采用的假设归纳如下。

·２３·

电子
工业
出版
社版
权所
有 

   
   
 盗
版必
究



（１）平膜片的周边是固支的。

（２）平膜片的最大挠度不大于１／３膜厚，属于小挠度理论范围。

（３）被测压力均匀作用于平膜片表面。

在以上假设下，平膜片的计算由以下公式给出。周边固支平膜片的应力、应变曲线如图３．９

所示。

径向应力为

σｒ＝
３狆
８犺２
［犪２（１＋μ）－狉

２（３＋μ）］ （３２１）

　　切向应力为

σｔ＝
３狆
８犺２
［犪２（１＋μ）－狉

２（１＋３μ）］ （３２２）

　　径向应变为

εｒ＝
１
犈
（σｒ－μσｔ）＝

３狆（１－μ
２）

８犈犺２
（犪２－３狉２） （３２３）

　　切向应变为

εｔ＝
１
犈
（σｔ－μσｒ）＝

３狆（１－μ
２）

８犈犺２
（犪２－狉２） （３２４）

在平膜片中心（狉＝０）处，切向应力与径向应力相等，切向应变与径向应变相等，而且具有正的

最大值

σｒ０＝σｔ０＝
３狆犪

２

８犺２
（１＋μ） （３２５）

εｒ０＝εｔ０＝
３狆犪

２

８犈犺２
（１－μ

２） （３２６）

　　在平膜片的边缘（狉＝犪）处，切向应力、径向应力和径向应变都达到负的最大值，而切向

应变为零

σｒ犪 ＝－
３狆犪

２

４犺２
（３２７）

σｔ犪 ＝－
３狆犪

２

４犺２μ
（３２８）

εｒ犪 ＝－
３狆犪

２

４犈犺２
（１－μ

２） （３２９）

εｔ犪 ＝０ （３３０）

　　平膜片的挠度为

狔＝
３狆（１－μ

２）

１６犈犺３
（犪２－狉２）２ （３３１）

　　平膜片的挠度在其中心（狉＝０）处取得最大值，即

狔０＝狔ｍａｘ＝
３狆（１－μ

２）犪４

１６犈犺３
（３３２）

　　平膜片的固有振动频率为

犳＝
１０．１７犺
２π犪

２

犈
１２（１－μ

２）槡 ρ
（３３３）

上述各式中，

狆———压力（Ｐａ）；

犺———平膜片厚度（ｃｍ）；

犪———平膜片工作部分的半径（ｃｍ）；
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狉———平膜片任意部位的半径（ｃｍ）；

μ———平膜片材料的泊松比；

犈———平膜片材料的弹性模量（ＭＰａ）；

ρ———平膜片材料的密度（ｋｇ／ｃｍ
３）。

需要指出的是，以上这些公式均不考虑平膜片周围流体的影响，因此，平膜片在流体中（特

别是在液体中）工作时，固有振动频率比式（３３３）的计算值要低一些。

图３．９　周边固支平膜片的应力、应变曲线

３３５　波纹管

波纹管是一种表面上有许多同心环状波形皱纹的薄壁圆管，如图３．１０所示。在轴向力或

流体压力的作用下，波纹管伸长或缩短，从而把轴向力（或压力）变换为位移。金属波纹管沿轴

向容易变形，也就是说，其灵敏度非常高。在变形量允许范围内，轴向力（或压力）的大小与伸

缩量成线性关系。

图３．１０　波纹管

波纹管的轴向位移与轴向作用力之间的关系可用下式表示

狔＝
狀

犃０－α犃１＋α
２犃２＋犅０

犺２０
犚２Ｈ

１－μ
２

犈犺０
犉 （３３４）

式中，犉———轴向力。

　狀———波纹管上的波纹数。

　犺０———波纹管内半径的壁厚，即毛坯的厚度。波纹处的材

料厚度随着它与波纹管轴线的距离增大而减薄。

犃０，犃１，犃２，犅０———取决于参数犓和犿 的系数（参阅“仪器

零件”等有关书籍）。

其中，犓＝犚Ｈ／犚Ｂ，犿＝犚／犚Ｂ。

犚Ｈ———波纹管的外半径；

犚Ｂ———波纹管的内半径；

犚———波纹管的圆弧半径；

α———波纹平面部分的斜角（又称紧密角）［α＝０．５（２犚－犪）／（犚Ｈ－犚Ｂ－２犚）］；

犪———相邻波纹的间隙。

当作用于波纹管的压力为狆时，波纹管的自由端位移狔可由下式求得

狔＝
狀

犃０－α犃１＋α
２犃２＋犅０

犺２０
犚２Ｈ

·１－μ
２

犈犺０
犛ａ狆 （３３５）
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式中，狆———作用压力；

　犛ａ———有效面积。

波纹管的有效面积可以用下式确定

犛ａ＝π狉
２

式中，狉———波纹管的平均半径［狉＝（犚Ｈ＋犚Ｂ）／２］。

由式（３３４）和式（３３５）可知，波纹管自由端位移狔与轴向力犉或压力狆成正比，即其弹性

特性是线性的。但是，当压力很大，超过一定范围时，波纹相互接触，会破坏线性特性；如果轴

向力过大，会使波纹形状发生变化，同样会破坏线性特性。另外，在允许行程内波纹管受压缩

时的基本特性的线性度较好，因此通常使其在压缩状态工作。

理论分析和试验表明，当其他条件不变时，波纹管的灵敏度与波纹管上的波纹数目成正

比，与壁厚的三次方成反比，与内、外径比犚Ｈ／犚Ｂ的平方成正比。为了提高波纹管的强度和耐

久性，特别是波纹管在大的高变作用力下工作时，常将它做成多层结构。

３３６　薄壁圆筒

薄壁圆筒壁厚一般都小于圆筒直径的１／２０，内腔与被测压力相通，内壁均匀受压，薄壁不

受弯曲变形，只是均匀地向外扩张，如图３．１１所示。筒壁的每一单元在轴线方向和圆周方向

的拉伸应力分别为

图３．１１　薄壁圆筒

σｘ＝
狉０
２犺
狆 σｒ＝

狉０
犺
狆

式中，σｘ———轴线方向的拉伸应力；

　σｒ———圆周方向的拉伸应力；

　狉０———薄壁圆筒的内半径；

　犺———薄壁圆筒的壁厚。

σｘ和σｒ相互垂直，应用广义虎克定律可求得薄壁圆筒的压力 应变

关系式为

εｘ＝
狉０
２犈犺

（１－２μ）狆 （３３６）

εｒ＝
狉０
２犈犺

（２－μ）狆 （３３７）

　　从式（３３６）和式（３３７）可以看出，薄壁圆筒的灵敏度仅取决于其半径、厚度和弹性模量，

而与其长度无关，并且轴线方向应变和圆周方向的应变不相等。我们可以定义沿不同方向的

灵敏度结构系数为

βｘ＝
１
２
（１－２μ） （３３８）

βｒ＝
１
２
（２－μ） （３３９）

　　需要指出的是，在传感器的实际应用中，电阻应变片既不沿轴向粘贴，也不沿周向粘贴，而

是在与轴向（或周向）成某一角度的方向上粘贴，测得的应变与粘贴方向的应力有关，灵敏度结

构系数应该为０．２～０．８７。可以证明，当电阻应变片粘贴方向与圆周方向应力的夹角为１３．３°

时，具有最大的灵敏度结构系数０．８７。
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图３．１２　双端固定梁应变式力传感器

薄壁圆筒的固有振动频率为

犳０＝
０．２７６
犾

犈
槡ρ 　　

（３４０）

３３７　双端固定梁

如图３．１２所示，犃点处沿梁长度方向的应变为

ε＝
３犾
４犫犺２犈

犉 （３４１）

　　一般都将梁和壳体做成一体。虽然双端固定梁比悬

臂梁的刚度大，但受到过载后容易产生非线性误差。

３４　有限单元法简介

３４１　弹性力学

材料力学的知识可以用来分析等截面悬臂梁、等强度悬臂梁、扭转棒等杆状元件的载荷

应变关系。对于平膜片、圆形波纹膜片、波纹管等非杆状元件，则需要使用弹性力学知识。

弹性材料在载荷作用下，材料上每一点均会出现３个位移狌狓、狌狔、狌狕，６个应变ε狓、ε狔、ε狕、γ狓狔、

γ狔狕、γ狕狓和６个应力σ狓、σ狔、σ狕、τ狓狔、τ狔狕、τ狕狓。位移、应变和应力是材料点位置坐标（狓，狔，狕）的函数。

外载荷是已知的，３个位移、６个应变和６个应力是未知的，总共有１５个未知函数。另外，

根据对材料内部的力学关系的研究，共建立１５个弹性力学基本方程，它们是：

６个几何方程，描述６个应变与３个位移之间的关系；

６个物理方程，描述６个应变与６个应力之间的关系；

图３．１３　两边固支的矩形板

３个平衡方程，描述材料微小单元力的平衡关系。

３４２　边界条件

解决弹性力学问题，就是利用１５个弹性力学基本方程

和全部边界条件求解１５个未知函数。如果边界情况不确

定，那么材料内部的情况也就不能确定。因此，在问题的求

解过程中，确定边界条件有着十分重要的意义。

例如，两边固支的矩形板如图３．１３所示，板上方受到

均匀压力。

写出问题的边界条件。

解　板的边界分为６个面，逐个写出后如下。

　上表面： σ狕狕＝－狆，τ狕狓＝０，τ狕狔＝０ 狓∈ ０，［ ］犪 ，狔∈ ０，［ ］犫 ，狕＝０

　下表面： σ狕狕＝０，τ狕狓＝０，τ狕狔＝０ 狓∈ ０，［ ］犪 ，狔∈ ０，［ ］犫 ，狕＝－狊

　左前表面： σ狓狓＝０，τ狓狔＝０，τ狓狕＝０ 狓＝犪，狔∈ ０，［ ］犫 ，狕∈ ０，－［ ］狊

　右前表面： σ狔狔＝０，τ狔狓＝０，τ狔狕＝０ 狓∈ ０，［ ］犪 ，狔＝犫，狕∈ ０，－［ ］狊

　左后表面： 狌狓＝０，狌狔＝０，狌狕＝０ 狓∈ ０，［ ］犪 ，狔＝０，狕∈ ０，－［ ］狊

　右后表面： 狌狓＝０，狌狔＝０，狌狕＝０ 狓＝０，狔∈ ０，［ ］犫 ，狕∈ ０，－［ ］狊
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３４３　最小势能原理

受外载荷变形后，材料上任一点的应力乘以应变的二分之一形成该点处的应变能密度（单

位体积内由于变形而储存的能量），所有各点应变能密度的积分称为应变能；表面上外力经历

位移而做的功称为外力功；应变能＋外力功＝总势能。

材料受外载荷作用后的变形会是怎样的呢？最小势能原理指出：在众多的可能当中，总势

能最小的变形将是真实的变形。换言之，所有物体受到外载荷并达到平衡时，总是自动地使自

身处于最低势能状态。

３４４　有限单元法

弹性力学基本方程当中含有偏微分方程，对大多数问题来说很难得到精确解，于是只好求

助于数值计算。有限单元法就是这样一种数值计算方法。

想象将弹性敏感元件分割成为许多细小单元。以单元节点坐标为插值点，构造一个插值

函数（构造方法略）来替代单元内各点的位移值。有了插值函数这一近似手段，原先求解单元

内无穷多个点的位移问题，转化为只需要求解为数有限的单元节点位移的问题。单元越小，这

种近似为最终结果带来的误差越小。下面，利用最小势能原理求解单元节点位移。

研究一个单元的总势能，对它的表达式做一系列推演。

（１）由定义知道，总势能是一个积分式，被积函数中含有应力、应变、位移、外力（此时指一

个单元的外力）等未知函数。

（２）利用几何方程和物理方程，将总势能表达式中的应力和应变全部替换成位移函数，并暂

时假设单元的外力已知。这时，单元总势能表达式中就只有位移这一个未知函数了。

（３）将总势能表达式中的位移替换为相应的插值函数，通过偏微分、积分等运算，总势能

就写成了以节点位移为自变量的函数式，式中偏微分符号、积分符号均消失了。

由最小势能原理，总势能应取极小值；根据“多元函数极值存在的必要条件”，可得

Π
犲
ｐ

犪犻犼
＝０ （３４２）

式中，Π犲ｐ———单元的总势能；

　犪犻犼———单元上第犻个节点第犼个方向的位移。

随着犻、犼取不同的数，式（３４２）代表不是一个而是一组方程。如果单元外力是已知的，到

这一步，解式（３４２）就可以得到单元节点位移的具体数值了。然而，单元外力只是暂时假设为

已知，但我们注意到：

（１）每个单元都有各自的一组类似式（３４２）的方程；

（２）每个单元与相邻单元间的外力互为作用力和反作用力；

（３）材料边缘部分单元的外力就是边界条件。

综合考虑上面三组关系，能够归纳合并出一个总的线性方程，其未知数是所有各节点的位

移。解此线性方程，就得到了所有单元的节点位移的具体数值。通过已计算出的节点位移和

插值函数，能够得到所有非节点处的位移，再通过几何方程、物理方程等已知的关系，可进一步

得到各点的应力、应变。于是弹性力学问题得到了解决。

有限单元法的研究和应用已经十分深入和广泛，并出现了多种成熟的应用软件，这些软件

已经成为传感器设计和解决其他各类工程问题的有力工具。
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