
第３章 模糊控制的理论基础

３１ 概 述

模糊控制是建立在人工经验基础之上的。对于一个熟练的操作人员，他往往凭借丰富的实

践经验，采取适当的对策来巧妙地控制一个复杂过程。若将这些熟练操作人员的实践经验加以

总结和描述，并用语言表达出来，就会得到一种定性的、不精确的控制规则。如果用模糊数学将

其定量化，就转化为模糊控制算法，从而形成模糊控制理论。
模糊控制尚无统一的定义。广义上，可将模糊控制定义为“以模糊集合理论、模糊语言变量

及模糊推理为基础的一类控制方法”，或定义为“采用模糊集合理论和模糊逻辑，并同传统的控制

理论相结合，模拟人的思维方式，对难以建立数学模型的对象实施的一种控制方法”。
模糊控制具有一些明显的特点：

① 模糊控制不需要被控对象的数学模型。模糊控制是以人对被控对象的控制经验为依据

而设计的控制器，故无须知道被控对象的数学模型。

② 模糊控制是一种反映人类智慧的智能控制方法。模糊控制采用人类思维中的模糊量，如
“高”“中”“低”“大”“小”等，控制量由模糊推理导出。这些模糊量和模糊推理是人类智能活动的

体现。

③ 模糊控制易于被人们接受。模糊控制的核心是控制规则，模糊规则是用语言来表示的，
如“今天气温高，则今天天气暖和”等，易于被一般人所接受。

④ 构造容易。模糊控制规则易于软件实现。

⑤ 鲁棒性和适应性好。通过专家经验设计的模糊规则可以对复杂的对象进行有效的控制。

３２ 模 糊 集 合

３２１ 模糊集合的概念

对大多数应用系统而言，其主要且重要的信息来源有两种，即来自传感器的数据信息和来自

专家的语言信息。数据信息常用０．５，２，３，３．５等数字来表示，而语言信息则用诸如“大”“小”“中
等”“非常小”等文字来表示。传统的工程设计方法只能用数据信息而无法使用语言信息，而人类

解决问题时所使用的大量知识是经验性的，它们通常是用语言信息来描述的。语言信息通常呈

经验性，是模糊的。因此，如何描述模糊语言信息成为解决问题的关键。
模糊集合的概念是由Ｌ．Ａ．Ｚａｄｅｈ于１９６５年首先提出来的。模糊集合的引入，可将人的判

断、思维过程用比较简单的数学形式直接表达出来。模糊集合理论为人类提供了能充分利用语

言信息的有效工具。模糊集合是模糊控制的数学基础。

１特征函数和隶属函数

在数学上经常用到集合的概念。例如，集合Ａ由４个离散值ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４组成，记

Ａ＝｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４｝
再如，集合Ａ由０到１之间的连续实数值组成，记
·６１·
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Ａ＝｛ｘ，ｘ∈Ｒ，０≤ｘ≤１｝
以上两个集合是完全不模糊的。对任意元素ｘ，只有两种可能：属于Ａ，不属于Ａ。这种特性可

以用特征函数μＡ（ｘ）来描述，即

μＡ（ｘ）＝
１ ｘ∈Ａ
０ ｘ｛ Ａ

（３１）

为了表示模糊概念，需要引入模糊集合和隶属函数（ＭｅｍｂｅｒｓｈｉｐＦｕｎｃｔｉｏｎ）及隶属度的概

念。隶属函数定义为

μＡ（ｘ）＝
１ ｘ∈Ａ
（０，１）ｘ∈Ａ的程度

０ ｘ
烅
烄

烆 Ａ
（３２）

式中，Ａ称为模糊集合；μＡ（ｘ）称为隶属函数，表示元素ｘ属于模糊集合Ａ的程度，取值范围为［０，

１］，称μＡ（ｘ）的值为ｘ属于模糊集合Ａ的隶属度。
隶属度可用０到１之间的实数来表达某一元素属于模糊集合的程度。

２模糊集合的表示

①模糊集合Ａ由离散元素构成，表示为

Ａ＝μ１／ｘ１＋μ２／ｘ２＋…＋μｉ／ｘｉ＋… （３３）
或

Ａ＝｛（ｘ１，μ１），（ｘ２，μ２），…，（ｘｉ，μｉ），…｝ （３４）

②模糊集合Ａ由连续函数构成，各元素的隶属度就构成了隶属函数μＡ（ｘ），此时Ａ表示为

Ａ＝∫μＡ（ｘ）／ｘ （３５）

在模糊集合的表示中，符号“／”，“＋”和“∫”不代表数学意义上的除号、加号和积分号，它们

是模糊集合的一种表示方式，表示“构成”或“属于”。
模糊集合是以隶属函数μＡ（ｘ）来描述的，隶属度的概念是模糊集合理论的基石。
【例３１】 设论域Ｕ＝｛张三，李四，王五｝，评语为“学习好”。设３个人学习成绩的总分分别

为张三９５分，李四９０分，王五８５分，３个人学习都好，但又有差异。
若采用普通集合的观点，选取特征函数

ＣＡ（ｕ） 烅
烄

烆
＝
１ 学习好∈Ａ
０ 学习差∈Ａ

此时特征函数分别为ＣＡ（张三）＝１，ＣＡ（李四）＝１，ＣＡ（王五）＝１，这样就反映不出３个人

的差异。若采用模糊集合的概念，选取［０，１］区间上的隶属度来表示３个人属于“学习好”模糊集

合Ａ的程度，就能够反映出３个人的差异。

采用隶属函数ｘ
１００
，由３个人的成绩可知３个人“学习好”的隶属度分别为μＡ（张三）＝０９５，

μＡ（李四）＝０９０，μＡ（王五）＝０８５。“学习好”这一模糊集合Ａ可表示为

Ａ＝｛０．９５，０．９０，０．８５｝

其含义为张三、李四、王五属于“学习好”的程度分别为０９５，０９０，０８５。
【例３２】 以年龄为论域，取ｘ＝［０，１００］。Ｚａｄｅｈ给出了“年轻”的模糊集合Ｙ，其隶属函数

为

·７１·
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Ｙ（ｘ）＝
１．０ ０≤ｘ≤

［
２５

１ （＋ ｘ－２５）５ ］２ －１
２５＜ｘ＜烅

烄

烆
１００

“年轻”的隶属函数仿真程序见本章附录程序ｃｈａｐ３＿１ｍ，其隶属函数曲线如图３１所示。

图３１ “年轻”的隶属函数曲线

３２２ 模糊集合的运算

１模糊集合的基本运算

由于模糊集合是用隶属函数来表征的，因此两个集合之间的运算实际上就是逐点对隶属度

进行相应的运算。
（１）空集

模糊集合Ａ的空集 为普通集合，它的隶属度为０，即

Ａ＝ μＡ（ｕ）＝０ （３６）
（２）全集

模糊集合Ａ的全集Ｅ为普通集合，它的隶属度为１，即

Ａ＝ＥμＡ（ｕ）＝１ （３７）
（３）等集

两个模糊集合Ａ和Ｂ，若对所有元素ｕ，它们的隶属函数相等，则Ａ和Ｂ也相等，即

Ａ＝ＢμＡ（ｕ）＝μＢ（ｕ） （３８）
（４）补集

若Ａ为Ａ的补集，则

ＡμＡ（ｕ）＝１－μＡ（ｕ） （３９）
例如，设Ａ为“成绩好”的模糊集合，某学生ｕ０ 属于“成绩好”的隶属度μＡ（ｕ０）＝０．８，则ｕ０

属于“成绩差”的隶属度μＡ（ｕ０）＝１－０．８＝０．２。
（５）子集

若Ｂ为Ａ的子集，则

ＢＡμＢ（ｕ）≤μＡ（ｕ） （３１０）
（６）并集

若Ｃ为Ａ和Ｂ的并集，则
Ｃ＝Ａ∪Ｂ

一般地，有
·８１·
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Ａ∪ＢμＡ∪Ｂ（ｕ）＝ｍａｘ（μＡ（ｕ），μＢ（ｕ））＝μＡ（ｕ）∨μＢ（ｕ） （３１１）
（７）交集

若Ｃ为Ａ和Ｂ的交集，则
Ｃ＝Ａ∩Ｂ

一般地，有
Ａ∩ＢμＡ∩Ｂ（ｕ）＝ｍｉｎ（μＡ（ｕ），μＢ（ｕ））＝μＡ（ｕ）∧μＢ（ｕ） （３１２）

（８）模糊运算的基本性质

模糊集合除具有上述基本运算性质外，还具有如表３１所示的运算性质。
表３１ 模糊运算的基本性质

名 称 运 算 法 则

幂等律 Ａ∪Ａ＝Ａ，Ａ∩Ａ＝Ａ

交换律 Ａ∪Ｂ＝Ｂ∪Ａ，Ａ∩Ｂ＝Ｂ∩Ａ

结合律
（Ａ∪Ｂ）∪Ｃ＝Ａ∪（Ｂ∪Ｃ）
（Ａ∩Ｂ）∩Ｃ＝Ａ∩（Ｂ∩Ｃ）

吸收律
Ａ∪（Ａ∩Ｂ）＝Ａ
Ａ∩（Ａ∪Ｂ）＝Ａ

分配律
Ａ∪（Ｂ∩Ｃ）＝（Ａ∪Ｂ）∩（Ａ∪Ｃ）

Ａ∩（Ｂ∪Ｃ）＝（Ａ∩Ｂ）∪（Ａ∩Ｃ）

复原律 Ａ＝Ａ

对偶律
Ａ∪Ｂ＝Ａ∩Ｂ

Ａ∩Ｂ＝Ａ∪Ｂ

两极律
Ａ∪Ｅ＝Ｅ，Ａ∩Ｅ＝Ａ
Ａ∪ ＝Ａ，Ａ∩ ＝

【例３３】 设Ａ＝０．９ｕ１ ＋
０．２
ｕ２ ＋

０．８
ｕ３ ＋

０．５
ｕ４
，Ｂ＝０．３ｕ１ ＋

０．１
ｕ２ ＋

０．４
ｕ３ ＋

０．６
ｕ４
，求Ａ∪Ｂ，Ａ∩Ｂ。

解 Ａ∪Ｂ＝０．９ｕ１ ＋
０．２
ｕ２ ＋

０．８
ｕ３ ＋

０．６
ｕ４
，Ａ∩Ｂ＝０．３ｕ１ ＋

０．１
ｕ２ ＋

０．４
ｕ３ ＋

０．５
ｕ４

【例３４】 试证明普通集合中的互补律在模糊集合中不成立，即μＡ（ｕ）∨μＡ（ｕ）≠１，μＡ（ｕ）∧
μＡ（ｕ）≠０。

证明 设μＡ（ｕ）＝０４，则μＡ（ｕ）＝１－０４＝０６，则

μＡ（ｕ）∨μＡ（ｕ）＝０４∨０６＝０．６≠１

μＡ（ｕ）∧μＡ（ｕ）＝０４∧０６＝０．４≠０
２模糊算子

模糊集合的逻辑运算实质上就是隶属函数的运算过程。采用隶属函数的取大（ｍａｘ）取小

（ｍｉｎ）进行模糊集合的并、交运算是目前最常用的方法。但还有其他公式，这些公式统称为“模糊

算子”。
设有模糊集合Ａ、Ｂ和Ｃ，常用的模糊算子如下：
（１）交运算算子

设Ｃ＝Ａ∩Ｂ，有３种模糊算子。

①模糊交算子

μＣ（ｘ）＝ｍｉｎ｛μＡ（ｘ），μＢ（ｘ）｝ （３１３）

·９１·
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②代数积算子
μＣ（ｘ）＝μＡ（ｘ）·μＢ（ｘ） （３１４）

③有界积算子
μＣ（ｘ）＝ｍａｘ｛０，μＡ（ｘ）＋μＢ（ｘ）－１｝ （３１５）

（２）并运算算子

设Ｃ＝Ａ∪Ｂ，有３种模糊算子。

①模糊并算子
μＣ（ｘ）＝ｍａｘ｛μＡ（ｘ），μＢ（ｘ）｝ （３１６）

②代数和算子

μＣ（ｘ）＝μＡ（ｘ）＋μＢ（ｘ）－μＡ（ｘ）·μＢ（ｘ） （３１７）

③有界和算子

μＣ（ｘ）＝ｍｉｎ｛１，μＡ（ｘ）＋μＢ（ｘ）｝ （３１８）
（３）平衡算子

当隶属函数取大、取小运算时，不可避免地要丢失部分信息，采用一种平衡算子，即“γ算

子”，可起到补偿作用。
设Ａ和Ｂ经过平衡运算后得Ｃ，则

μＣ（ｘ）＝［μＡ（ｘ）·μＢ（ｘ）］１－γ·［１－（１－μＡ（ｘ））·（１－μＢ（ｘ））］γ （３１９）
式中，γ取值为［０，１］。当γ＝０时，μＣ（ｘ）＝μＡ（ｘ）·μＢ（ｘ），相当于Ａ∩Ｂ时的代数积算子；当

γ＝１时，μＣ（ｘ）＝μＡ（ｘ）＋μＢ（ｘ）－μＡ（ｘ）·μＢ（ｘ），相当于Ａ∪Ｂ时的代数和算子。
平衡算子目前已经应用在德国Ｉｎｆｏｒｍ公司研制的著名模糊控制软件ＦｕｚｚｙＴｅｃｈ中。

３３ 隶 属 函 数

１隶属函数的特点

普通集合用特征函数来表示，模糊集合用隶属函数来描述。隶属函数很好地描述了事物的模

糊性。隶属函数有以下两个特点。

①隶属函数的值域为［０，１］，它将普通集合只能取０，１两个值推广到［０，１］闭区间上的连续

取值。隶属函数的值μＡ（ｘ）越接近于１，表示元素ｘ属于模糊集合Ａ的程度越大；反之，μＡ（ｘ）越

接近于０，表示元素ｘ属于模糊集合Ａ的程度越小。

②隶属函数完全刻画了模糊集合，隶属函数是模糊数学的基本概念，不同的隶属函数所描

述的模糊集合也不同。

２典型的隶属函数及其Ｍａｔｌａｂ表示

典型的隶属函数有１１种，如双Ｓ形隶属函数、高斯型隶属函数、联合高斯型隶属函数、广义

钟形隶属函数、Π形隶属函数、Ｓ形隶属函数、梯形隶属函数、三角形隶属函数、Ｚ形隶属函数等。
在模糊控制中应用较多的隶属函数有以下６种。

（１）高斯型隶属函数

高斯型隶属函数由两个参数σ和ｃ确定，即

ｆ（ｘ，σ，ｃ）＝ｅ
－
（ｘ－ｃ）２

２σ２ （３２０）
式中，参数σ通常为正，参数ｃ用于确定曲线的中心。Ｍａｔｌａｂ表示为ｇａｕｓｓｍｆ（ｘ，［σ，ｃ］）。

（２）广义钟形隶属函数

广义钟形隶属函数由３个参数ａ，ｂ，ｃ确定，即
·０２·
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ｆ（ｘ，ａ，ｂ，ｃ）＝ １

１＋ ｘ－ｃ
ａ

２ｂ （３２１）

式中，参数ａ和ｂ通常为正，参数ｃ用于确定曲线的中心。Ｍａｔｌａｂ表示为ｇｂｅｌｌｍｆ（ｘ，［ａ，ｂ，ｃ］）。
（３）Ｓ形隶属函数

Ｓ形隶属函数由参数ａ和ｃ确定，即

ｆ（ｘ，ａ，ｃ）＝ １
１＋ｅ－ａ（ｘ－ｃ）

（３２２）

式中，参数ａ的正、负决定了Ｓ形隶属函数的开口朝左或朝右，用来表示“正大”或“负大”的概念。
Ｍａｔｌａｂ表示为ｓｉｇｍｆ（ｘ，［ａ，ｃ］）。

（４）梯形隶属函数

梯形隶属函数由４个参数ａ，ｂ，ｃ，ｄ确定，即

ｆ（ｘ，ａ，ｂ，ｃ，ｄ）＝

０ ｘ≤ａ
ｘ－ａ
ｂ－ａ ａ≤ｘ≤ｂ

１ ｂ≤ｘ≤ｃ
ｄ－ｘ
ｄ－ｃ ｃ≤ｘ≤ｄ

０ ｘ≥

烅

烄

烆 ｄ

（３２３）

式中，参 数ａ和ｄ 确 定 梯 形 的“脚”，而 参 数ｂ和ｃ 确 定 梯 形 的“肩 膀”。Ｍａｔｌａｂ表 示 为

ｔｒａｐｍｆ（ｘ，［ａ，ｂ，ｃ，ｄ］）。
（５）三角形隶属函数

三角形隶属函数由３个参数ａ，ｂ，ｃ确定，即

ｆ（ｘ，ａ，ｂ，ｃ）＝

０ ｘ≤ａ
ｘ－ａ
ｂ－ａ ａ≤ｘ≤ｂ

ｃ－ｘ
ｃ－ｂ ｂ≤ｘ≤ｃ

０ ｘ≥

烅

烄

烆 ｃ

（３２４）

式中，参 数ａ 和ｃ 确 定 三 角 形 的“脚”，而 参 数ｂ确 定 三 角 形 的“峰”。Ｍａｔｌａｂ表 示 为

ｔｒｉｍｆ（ｘ，［ａ，ｂ，ｃ］）。
（６）Ｚ形隶属函数

Ｚ形隶属函数是基于样条函数而设计的，因其曲线呈现Ｚ形状而得名。Ｍａｔｌａｂ表示为ｚｍｆ（ｘ，
［ａ，ｂ］），参数ａ和ｂ确定了曲线的形状。

在上述隶属函数中，高斯型隶属函数、广义钟形隶属函数、梯形隶属函数和三角形隶属函数

可用于描述具有中间模糊状态的模糊概念，如“中等个”“中年人”等。Ｓ形隶属函数和Ｚ形隶属函

数可用于描述一个完整的模糊概念，如水箱液位的高低、人的胖瘦等。
【例３５】 隶属函数的仿真：针对上述描述的６种隶属函数进行仿真。ｘ∈［０，１０］，Ｍ为隶属

函数的类型，其中Ｍ＝１为高斯型隶属函数，Ｍ＝２为广义钟形隶属函数，Ｍ＝３为Ｓ形隶属函

数，Ｍ＝４为梯形隶属函数，Ｍ＝５为三角形隶属函数，Ｍ＝６为Ｚ形隶属函数。
仿真程序见本章附录程序ｃｈａｐ３＿２ｍ，仿真结果如图３２至图３７所示。
３模糊系统的设计

采用隶属函数可设计模糊系统。例如，采用三角形隶属函数，按［－３，３］范围分为７个模糊等

级，即负大、负中、负小、零、正小、正中、正大，建立一个模糊系统。
·１２·
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图３２ 高斯型隶属函数（Ｍ＝１） 图３３ 广义钟形隶属函数（Ｍ＝２）

图３４ Ｓ形隶属函数（Ｍ＝３） 图３５ 梯形隶属函数（Ｍ＝４）

图３６ 三角形隶属函数（Ｍ＝５） 图３７ Ｚ形隶属函数（Ｍ＝６）

模糊系统隶属函数设计程序见本章附录程序ｃｈａｐ３＿３ｍ，仿真结果如图３８所示。

图３８ 由三角形隶属函数构成的模糊系统

·２２·
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４隶属函数的确定方法

隶属函数是模糊控制的应用基础。目前还没有成熟的方法来确定隶属函数，主要还停留在经

验和实验的基础上。通常的方法是初步确定粗略的隶属函数，然后通过“学习”和实践来不断调

整和完善。遵照这一原则的隶属函数选择方法有以下几种。
（１）模糊统计法

根据所提出的模糊概念进行调查统计，提出与之对应的模糊集合Ａ，通过统计实验，确定不

同元素隶属于Ａ的程度，即

ｕ０ 对模糊集合Ａ的隶属度＝ｕ０∈Ａ
的次数

试验总次数Ｎ
（３２５）

（２）主观经验法

当论域为离散论域时，可根据主观认识，结合个人经验，经过分析和推理，直接给出隶属度。
这种确定隶属函数的方法已经被广泛应用。

（３）神经网络法

利用神经网络的学习功能，由神经网络自动生成隶属函数，并通过网络的学习自动调整隶属

函数的值。

３４ 模糊关系及其运算

描述客观事物间联系的数学模型称为关系。集合论中的关系精确地描述了元素之间是否相

关，而模糊集合论中的模糊关系则描述了元素之间相关的程度。普通二元关系用简单的“有”或

“无”来衡量事物之间的关系，因此无法用来衡量事物之间关系的程度。模糊关系是指多个模糊

集合的元素间所具有关系的程度。模糊关系在概念上是普通关系的推广，普通关系则是模糊关系

的特例。

３４１ 模糊矩阵

【例３６】 设有一组同学Ｘ，Ｘ＝｛张三，李四，王五｝，他们的功课为Ｙ，Ｙ＝｛英语，数学，物
理，化学｝。他们的考试成绩见表３２。

取隶属函数μ（ｕ）＝
ｕ
１００
，其中ｕ为成绩。如果将他们的成绩转化为隶属度，则构成一个ｘ×ｙ

上的模糊关系，见表３３。
表３２ 考试成绩表

功课

姓名
英语 数学 物理 化学

张三 ７０ ９０ ８０ ６５

李四 ９０ ８５ ７６ ７０

王五 ５０ ９５ ８５ ８０

表３３ 考试成绩表的模糊化

功课

姓名
英语 数学 物理 化学

张三 ０７０ ０９０ ０８０ ０６５

李四 ０９０ ０８５ ０７６ ０７０

王五 ０５０ ０９５ ０８５ ０８０

将表３３写成矩阵形式，得

Ｒ＝
０．７０ ０．９０ ０．８０ ０．６５
０．９０ ０．８５ ０．７６ ０．７０
熿

燀

燄

燅０．５０ ０．９５ ０．８５ ０．８０
该矩阵称为模糊矩阵，其中各个元素必须在闭区间［０，１］内取值。模糊矩阵Ｒ也可以用关系

·３２·
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图来表示，如图３９所示。

图３９ 模糊矩阵Ｒ的关系图

３４２ 模糊矩阵的运算与模糊关系

设有ｎ阶模糊矩阵Ａ和Ｂ，Ａ＝（ａｉｊ），Ｂ＝（ｂｉｊ），且ｉ，ｊ＝１，２，…，ｎ，则定义如下几种模糊矩

阵的运算方式。
（１）相等

若ａｉｊ ＝ｂｉｊ，则Ａ＝Ｂ。
（２）包含

若ａｉｊ≤ｂｉｊ，则ＡＢ。
（３）并运算

若ｃｉｊ ＝ａｉｊ∨ｂｉｊ，则Ｃ＝（ｃｉｊ）为Ａ和Ｂ的并，记为Ｃ＝Ａ∪Ｂ。
（４）交运算

若ｃｉｊ ＝ａｉｊ∧ｂｉｊ，则Ｃ＝（ｃｉｊ）为Ａ和Ｂ 的交，记为Ｃ＝Ａ∩Ｂ。
（５）补运算

若ｃｉｊ ＝１－ａｉｊ，则Ｃ＝（ｃｉｊ）为Ａ的补，记为Ｃ＝Ａ。

【例３７】 设Ａ＝
０．７ ０．１

０．３ ０．
熿

燀

燄

燅９
，Ｂ＝

０．４ ０．９

０．２ ０．
熿

燀

燄

燅１
，则

Ａ∪Ｂ＝
０．７∨０．４ ０．１∨０．９

０．３∨０．２ ０．９∨０．
熿

燀

燄

燅１
＝
０．７ ０．９

０．３ ０．
熿

燀

燄

燅９

Ａ∩Ｂ＝
０．７∧０．４ ０．１∧０．９

０．３∧０．２ ０．９∧０．
熿

燀

燄

燅１
＝
０．４ ０．１

０．２ ０．
熿

燀

燄

燅１

Ａ＝
１－０．７ １－０．１

１－０．３ １－０．
熿

燀

燄

燅９
＝
０．３ ０．９

０．７ ０．
熿

燀

燄

燅１

模糊关系的定义为：设Ｘ，Ｙ是两个非空集合，则Ｘ×Ｙ的一个模糊子集称为Ｘ到Ｙ的一个

模糊关系。

３４３ 模糊关系的合成

所谓合成，即由两个或两个以上的关系构成一个新的关系。模糊关系也存在合成运算，是通

过模糊矩阵的合成进行的。
Ｒ和Ｓ分别为Ｕ×Ｖ和Ｖ×Ｗ 上的模糊关系，而Ｒ和Ｓ的合成是Ｕ×Ｗ 上的模糊关系，记

为ＲＳ，其隶属函数为

μＲＳ（ｕ，ｗ）＝ ∨ｖ∈Ｖ
｛μＲ（ｕ，ｖ）∧μＳ（ｖ，ｗ）｝，ｕ∈Ｕ，ｗ∈Ｗ （３２６）

·４２·
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【例３８】 设Ａ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ［ ］

２２

，Ｂ＝
ｂ１１ ｂ１２
ｂ２１ ｂ［ ］

２２

，则Ｃ＝ＡＢ＝
ｃ１１ ｃ１２
ｃ２１ ｃ［ ］

２２

，其中

ｃ１１＝（ａ１１∧ｂ１１）∨（ａ１２∧ｂ２１）

ｃ１２＝（ａ１１∧ｂ１２）∨（ａ１２∧ｂ２２）

ｃ２１＝（ａ２１∧ｂ１１）∨（ａ２２∧ｂ２１）

ｃ２２＝（ａ２１∧ｂ１２）∨（ａ２２∧ｂ２２）

当Ａ＝
０８ ０．７
０．５ ０．［ ］３ ，Ｂ＝

０２ ０４
０．６ ０．［ ］９ 时，有

ＡＢ＝
０６ ０７
０．３ ０．［ ］４

ＢＡ＝
０４ ０３
０．６ ０．［ ］６

可见，ＡＢ≠ＢＡ。
采用Ｍａｔｌａｂ可实现模糊矩阵的合成，仿真程序见本章附录程序ｃｈａｐ３＿４ｍ。
【例３９】 某家中子女与父母的长相“相似关系”Ｒ为模糊关系，可表示为

父 母

子 ０２ ０８

女 ０６ ０１

用模糊矩阵Ｒ表示为

Ｒ＝
０２ ０８［ ］０６ ０１

父母与祖父的长相“相似关系”Ｓ也是模糊关系，可表示为

祖父 祖母

父 ０５ ０７

母 ０１ ０

用模糊矩阵Ｓ表示为

Ｓ＝
０５ ０７［ ］０１ ０

那么在该家中，孙子、孙女与祖父、祖母的相似程度可采用模糊关系的合成来描述。
模糊关系的合成运算为

ＲＳ＝
０２ ０８［ ］０６ ０１

０５ ０７［ ］０１ ０

＝
（０２∧０５）∨（０８∧０１） （０２∧０７）∨（０８∧０）
（０６∧０５）∨（０１∧０１） （０６∧０７）∨（０１∧０［ ］）

＝
０２ ０２［ ］０５ ０６

该结果表明，孙子与祖父、祖母的相似程度分别为０２和０２，而孙女与祖父、祖母的相似程

度分别为０５和０６。
·５２·
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３５ 模 糊 推 理

３５１ 模糊语句

将含有模糊概念的语法规则所构成的语句称为模糊语句。根据其语义和构成语法规则的不

同，可分为以下几种类型。

①模糊陈述语句：语句本身具有模糊性，又称为模糊命题，如“今天天气很热”。

②模糊判断语句：是模糊逻辑中最基本的语句。语句形式：“ｘ是ａ”，记为（ａ），且ａ所表示的

概念是模糊的，如“张三是好学生”。

③模糊推理语句。语句形式：若ｘ是ａ，则ｘ是ｂ，则（ａ）→（ｂ）为模糊推理语句，如“今天是晴

天，则今天暖和”。

３５２ 模糊推理方法

常用的有两种模糊推理语句，即
ｉｆ Ａ ｔｈｅｎ Ｂ ｅｌｓｅ Ｃ
ｉｆ Ａ ａｎｄ Ｂ ｔｈｅｎ Ｃ

下面以第二种推理语句为例进行探讨，该语句可构成一个简单的模糊控制器，如图３１０
所示。

图３１０ 两输入单输出模糊控制器

其中，Ａ，Ｂ，Ｃ分别为论域Ｕ的模糊集合，Ａ为误差信号的模糊子集，Ｂ为误差变化率的模糊子

集，Ｃ为控制器输出的模糊子集。
常用的模糊推理有两种方法：Ｚａｄｅｈ法和Ｍａｍｄａｎｉ法。Ｍａｍｄａｎｉ法是一种在模糊控制中普遍

使用的方法，其本质是一种合成推理方法。
模糊推理语句“ｉｆ Ａ ａｎｄ Ｂ ｔｈｅｎ Ｃ”蕴涵的关系为（Ａ∧Ｂ→Ｃ），根据Ｍａｍｄａｎｉ法，

Ａ∈Ｕ，Ｂ∈Ｕ，Ｃ∈Ｕ是三元模糊关系，采用模糊与运算和模糊合成运算，其关系矩阵Ｒ为

Ｒ＝（Ａ×Ｂ）Ｔ１Ｃ （３２７）
式中，（Ａ×Ｂ）Ｔ１为模糊关系矩阵（Ａ×Ｂ）ｍ×ｎ构成的ｍ×ｎ列向量，Ｔ１为列向量转换，ｎ和ｍ分

别为Ａ和Ｂ 论域元素的个数。
基于Ｍａｍｄａｎｉ法，根据模糊矩阵Ｒ，可求得给定输入Ａ１和Ｂ１对应的输出Ｃ１，即

Ｃ１＝（Ａ１×Ｂ１）Ｔ２Ｒ （３２８）
式中，（Ａ１，Ｂ１）Ｔ２ 为模糊关系矩阵（Ａ１×Ｂ１）ｍ×ｎ 构成的ｍ×ｎ行向量，Ｔ２为行向量转换。

【例３１０】 设论域Ｘ＝｛ａ１，ａ２，ａ３｝，Ｙ＝｛ｂ１，ｂ２，ｂ３｝，Ｚ＝｛ｃ１，ｃ２，ｃ３｝，已知Ａ＝０．５ａ１ ＋
１
ａ２＋

０．１
ａ３
，Ｂ＝０．１ｂ１ ＋

１
ｂ２＋

０．６
ａ３
，Ｃ＝０．４ｃ１ ＋

１
ｃ２
。试确定“ｉｆＡａｎｄＢｔｈｅｎＣ”所决定的模糊矩阵Ｒ，以及

输入为Ａ１＝１．０ａ１ ＋
０．５
ａ２ ＋

０．１
ａ３
，Ｂ１＝０．１ｂ１ ＋

０．５
ｂ２ ＋

１
ｂ３

时的输出Ｃ１。

解 采用模糊交算子式（３１３）来实现Ａ与Ｂ的“与”关系，则
·６２·
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Ａ×Ｂ＝ＡＴ∧Ｂ＝
０．５
１
０．

熿

燀

燄

燅１
∧［０．１ １ ０．６］＝

０１ ０５ ０５
０１ １．０ ０．６
０．１ ０．１ ０．

熿

燀

燄

燅１
将Ａ×Ｂ矩阵扩展成如下列向量

（Ａ×Ｂ）Ｔ１＝ ［０１ ０５ ０５ ０１ １０ ０６ ０１ ０１ ０１］Ｔ

Ｒ ＝ （Ａ ×Ｂ ）Ｔ１Ｃ ＝ ［０．１ ０．５ ０．５ ０．１ １．０ ０．６ ０．１ ０．１ ０．１］Ｔ 
［０．４ １］

＝
０．１ ０．４ ０．４ ０．１ ０．４ ０．４ ０．１ ０．１ ０．１
０．１ ０．５ ０．５ ０．１ １ ０．６ ０．１ ０．１ ０．［ ］１

Ｔ

当输入为Ａ１ 和Ｂ１时，有

Ａ１×Ｂ１＝ＡＴ１ ∧Ｂ１＝
１
０．５
０．

熿

燀

燄

燅１
∧［０．１ ０．５ １］＝

０．１ ０．５ １
０．１ ０．５ ０．５
０．１ ０．１ ０．

熿

燀

燄

燅１
将Ａ１×Ｂ１矩阵扩展成如下行向量

（Ａ１×Ｂ１）Ｔ２＝ ［０．１ ０．５ １ ０．１ ０．５ ０．５ ０．１ ０．１ ０．１］
采用模糊关系的合成算法，最后得Ｃ１ 为

Ｃ１＝（Ａ１×Ｂ１）Ｔ２Ｒ＝［０．１ ０．５ １ ０．１ ０．５ ０．５ ０．１ ０．１ ０．１］
０．１ ０．４ ０．４ ０．１ ０．４ ０．４ ０．１ ０．１ ０．１
０．１ ０．５ ０．５ ０．１ １ ０．６ ０．１ ０．１ ０．［ ］１

Ｔ

＝［０．４ ０．５］

即Ｃ１＝０．４ｃ１ ＋
０．５
ｃ２
。

采用Ｍａｔｌａｂ实现上述过程的仿真，模糊推理仿真程序见本章附录程序ｃｈａｐ３＿５ｍ。

３５３ 模糊关系方程

１模糊关系方程概念

将模糊关系Ｒ看成一个模糊变换器。当Ａ为输入时，Ｂ为输出，如图３１１所示。

图３１１ 模糊变换器

可分为以下两种情况进行讨论：

①已知输入Ａ和模糊关系Ｒ，求输出Ｂ，这是综合评判，即模糊变换问题；

②已知输入Ａ和输出Ｂ，求模糊关系Ｒ，或已知模糊关系Ｒ和输出Ｂ，求输入Ａ，这是模糊

综合评判的逆问题，需要求解模糊关系方程。
２模糊关系方程的解

近似试探法是目前实际应用中较为常用的方法之一。

【例３１１】 解方程（０６ ０．２ ０．４）

ｘ１
ｘ２
ｘ

熿

燀

燄

燅３
＝０．４。

解 由方程得

（０６∧ｘ１）∨（０２∧ｘ２）∨（０４∧ｘ３）＝０４
显然，３个括号内的值都不可能超过０４。由于（０２∧ｘ２）＜０４是显然的，因此ｘ２ 可以取［０，１］

·７２·
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的任意值，即（ｘ２）＝［０，１］。
现在只考虑

（０６∧ｘ１）∨（０４∧ｘ３）＝０４
这两个括号内的值可以是：其中一个等于０４，另一个不超过０４。这可以分以下两种情况讨论。

（１）设０６∧ｘ１＝０４，０４∧ｘ３≤０４，则
（ｘ１）＝０．４，（ｘ３）＝［０，１］

即方程的解为（ｘ１）＝０．４，（ｘ２）＝［０，１］，（ｘ３）＝［０，１］。
（２）设０６∧ｘ１≤０４，０４∧ｘ３＝０４，则

（ｘ１）＝［０，０．４］，（ｘ３）＝［０．４，１］
即方程的解为（ｘ１）＝［０，０．４］，（ｘ２）＝［０，１］，（ｘ３）＝［０．４，１］。

思考题与习题３

３１ 已知年龄的论域为［０，２００］，且设“年老Ｏ”和“年轻Ｙ”两个模糊集合的隶属函数分别

为

μＯ（ａ）＝

０ ０≤ａ≤５０
ａ－５０
２０ ５０≤ａ≤７０

１０ ａ≥

烅

烄

烆 ７０

μＹ（ａ）＝

１．０ ０≤ａ≤２５
７０－ａ
４５ ２５≤ａ≤７０

０ ａ≥

烅

烄

烆 ７０
试设计“很年轻 Ｗ”“不老也不年轻Ｖ”两个模糊集合的隶属函数，并采用Ｍａｔｌａｂ实现针对

上述４个隶属函数的仿真。

３２ 已知模糊矩阵Ｐ，Ｑ，Ｒ，Ｓ，Ｐ＝
０６ ０９［ ］０２ ０７

，Ｑ＝
０５ ０７［ ］０１ ０４

，Ｒ＝
０２ ０３［ ］０７ ０７

，

Ｓ＝
０１ ０２［ ］０６ ０５

。求：

（１）（ＰＱ）Ｒ （２）（Ｐ∪Ｑ）Ｓ （３）（ＰＳ）∪（ＱＳ）
３３ 求解模糊关系方程

０８ ０．５ ０．６
０．４ ０．８ ０．［ ］５

ｘ１
ｘ２
ｘ

熿

燀

燄

燅３
＝
０５［ ］０６

３４ 如果Ａ＝１ｘ１＋
０．５
ｘ２

且Ｂ＝０．１ｙ１ ＋
０．５
ｙ２ ＋

１
ｙ３
，则Ｃ＝０．２ｚ１ ＋

１
ｚ２
。现已知Ａ１＝０．８ｘ１ ＋

０．１
ｘ２

且Ｂ１＝０．５ｙ１ ＋
０．２
ｙ２ ＋

０
ｙ３
，利用模糊推理式（３２７）和式（３２８）求Ｃ１，并采用Ｍａｔｌａｂ进行仿真。
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本章附录 （程序代码）

“年轻”的隶属函数仿真程序：ｃｈａｐ３＿１．ｍ
! ]%FQ%&2YK$ 8E-/’K,- 8,& ^,E-N (%,$.%
/.%0& 0..1
/.,2% 0..1

8,& I36∶6∶6446
#9IA39IZ6AL 45641

K8 #9IAR 34X#9IAW 3;:
79IA36541

%.2%
79IA36\96P99#9IAZ;:A\:A_;A1

%-B
%-B
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C# ^%0&2CA17.0Q%.9C*%N&%% ,8 F%FQ%&2YK$CA1

典型隶属函数仿真程序：ｃｈａｐ３＿２．ｍ
! ]%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
/.%0& 0..1
/.,2% 0..1

]3J1
K8 ]336 ! ‘E022K0- F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-

#34∶456∶641
73N0E22F89#=［; :］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%.2%K8 ]33; ! ‘%-%&0. a%.. F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
#34∶456∶641
73NQ%..F89#=［; @ J］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%.2%K8 ]33< ! O F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
#34∶456∶641
732KNF89#=［; @］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%.2%K8 ]33@ ! M&0$%D,KB F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
#34∶456∶641
73’&0$F89#=［6 : ? >］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%.2%K8 ]33: ! M&K0-N.% F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
#34∶456∶641
73’&KF89#=［< J >］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%.2%K8 ]33J ! b F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
#34∶456∶641

·９２·

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



73DF89#=［< ?］A1
$.,’9#=7=CICA1
#.0Q%.9C#CA17.0Q%.9C7CA1

%-B

模糊系统隶属函数设计程序：ｃｈａｐ３＿３．ｍ
! *%8K-% cP6 ’&K0-N.% F%FQ%&2YK$ 8E-/’K,-
/.%0& 0..1
/.,2% 0..1
c3J1

#3Z<∶4546∶<1
8,& K36∶cP6

89KA3Z<PJ\cL9KZ6A1
%-B
E3’&KF89#=［896A=896A=89;A］A1

8KNE&%96A1
$.,’9#=EA1
8,& d3;∶c

E3’&KF89#=［89dZ6A=89dA=89dP6A］A1
Y,.B ,-1
$.,’9#=EA1

%-B
E3’&KF89#=［89cA=89cP6A=89cP6A］A1
Y,.B ,-1
$.,’9#=EA1
#.0Q%.9C#CA1
7.0Q%.9C*%N&%% ,8 F%FQ%&2YK$CA1

模糊矩阵合成仿真程序：ｃｈａｐ３＿４．ｍ
/.%0& 0..1
/.,2% 0..1
e3［45>=45?1

45:=45<］1
a3［45;=45@1

45J=45f］1
! +,F$,E-B ,8 e 0-B a
8,& K36∶;

8,& d36∶;
ea9K=dA3F0#9FK-9e9K=∶A=a9∶=dACAA

%-B
%-B

! +,F$,E-B ,8 a 0-B e
8,& K36∶;

8,& d36∶;
ae9K=dA3F0#9FK-9a9K=∶A=e9∶=dACAA

%-B
%-B

·０３·
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模糊推理仿真程序：ｃｈａｐ３＿５．ｍ
/.%0& 0..1
/.,2% 0..1

e3［45:161456］1
a3［456=6=45J］1
+3［45@=6］1

! +,F$,E-B ,8 e 0-B a
8,& K36∶<

8,& d36∶<
ea9K=dA3FK-9e9KA=a9dAA1

%-B
%-B
! M&0-28%& ’, +,.EF-
M63［］1
8,& K36∶<

M63［M61ea9K=∶AC］1
%-B
! ‘%’ 8EDD7 S
8,& K36∶f

8,& d36∶;
S9K=dA3FK-9M69KA=+9dAA1

%-B
%-B
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !
e63［6=45:=456］1
a63［456=45:=6］1

8,& K36∶<
8,& d36∶<

ea69K=dA3FK-9e69KA=a69dAA1
%-B

%-B
! M&0-28%& ’, S,g
M;3［］1
8,& K36∶<

M;3［M;=ea69K=∶A］1
%-B
! ‘%’ ,E’$E’ +6
8,& K36∶f

8,& d36∶;
*9K=dA3FK-9M;9KA=S9K=dAA1
+69dA3F0#9*9∶=dAA1

%-B
%-B
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