
第 1 章摇 绪摇 摇 论

本章内容

荫 介绍有限元方法

荫 阐述有限元方法简史

荫 介绍矩阵记法符号

荫 阐述计算机在有限元方法发展中的作用

荫 介绍有限元方法的一般步骤

荫 列举有限元方法中使用的各种类型的单元

荫 介绍有限元方法的典型应用

荫 总结有限元方法的优势

序言

有限元方法是用于解决工程学和数学物理学问题的一种数值方法。 可用有限元方法求解的

工程和数学物理学领域的典型问题包括结构分析、 热传导、 流体流动、 质量传输和电磁电位。
利用数学解析通常难以求解涉及复杂几何形状、 荷载和力学特性的问题。 数学解析是通过

求解数学表达式而求得物体(这里指待分析的整体结构或物理系统)任意位置的未知量, 因此数

学解析对于物体任意多个位置都是有效的。 数学解析通常需要求解常微分方程或偏微分方程,
但由于物体复杂的几何形状、 荷载和力学特性, 通常使得无法通过数学解析进行求解, 因此需要

利用数值方法, 如有限元方法。 有限元方法是通过求解联立代数方程组进行问题求解的, 而不是

求解微分方程。 数值方法可以求解出连续体中多个离散点未知量的近似值。 通过将物体划分为

由小物体或单元(有限元)组成的等价系统而进行物体建模的过程称为离散化, 多个单元(节点)
通常在公共点、 边界线或表面相互连接。 有限元方法并非一次性求解整个物体, 而是通过为每一

个有限元建立方程, 并进而组合这些方程而对物体进行求解。
简言之, 结构问题的求解通常是指确定受到荷载结构的各个节点内的位移和应力。 求解非

结构问题时, 节点未知量可以是热流或流体流动产生的温度或流体压力。
本章将首先介绍有限元方法发展的简短历史。 从中可以看到, 有限元方法仅在近 55 年才成为

解决工程问题的实用性方法(与现代高速电子数字计算机的发展相关)。 在简要介绍有限元方法的

历史之后, 将介绍矩阵运算符号, 并阐述为什么需要矩阵方法(现代数字计算机的发展使其切实可

行)来建立并求解方程。 本章不仅阐述数字计算机对于求解复杂问题所涉及的大型联立代数方程的

作用, 还将介绍基于有限元方法的数值计算机程序的发展。 进而, 列举有限元方法求解问题所包含

的一般步骤以及各种可用类型的单元。 然后, 将给出若干应用实例以说明有限元方法求解问题的能

力。 实例问题涉及复杂的几何形状、 多种材料以及不规则荷载等情况。 本章还将介绍使用有限元方

法求解工程和数学物理问题的各种优点。 最后列举有限元方法的计算机程序的多项特征。

1. 1摇 简短历史

本节将阐述有限元方法在工程学的结构和非结构领域以及在数学物理学中应用的简短历史。
本节引用的参考文献旨在加深对有限元方法历史背景的理解。
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Hrennikoff[1]于 1941 年, McHenry[2]于 1943 年用线(一维)单元(杆和梁)求解了连续体中的应

力, 从而在 20 世纪 40 年代开始了有限元方法在结构化工程领域的现代发展。 Courant[3]于 1943 年

发表的文章提出了设置变分形式的应力解, 但很多年没有得到广泛的承认。 后来他在构成整个

区域的三角形分区上引入分段插值(形)函数, 将此作为得到近似数值解的方法。 Levy[4]于 1947 年

建立柔度法或力法, 他在 1953 年的著作[5]中提出另一种很有前景的方法(刚度法或位移法)可用

来分析静冗余飞机结构。 然而, 他们的方程难以手工求解, 因此只有随着高速数字计算机的发

展, 这种方法才变得普遍起来。
Argyris 和 Kelsey[6, 7]于 1954 年利用能量原理建立了矩阵结构分析方法。 这一发展说明了能

量原理在有限元方法中的重要作用。
Turner 等人[8]于 1956 年首次使用了二维单元。 他们推导了杆单元、 梁单元、 二维三角形平

面应力单元和矩形单元的刚度矩阵, 并概括了称为直接刚度法的过程, 以得出总体刚度矩阵。 随

着20 世纪 50 年代早期高速数字计算机的发展, Turner 等人的工作[8]促进了用矩阵符号表示的有

限元刚度方程的进一步发展。 Clough[9]1960 年在用三角形单元和矩形单元进行平面应力分析时

引进了“有限元冶习惯用语。
Melosh[10]于 1961 年建立了平面矩形板弯曲单元刚度矩阵。 随后 Grafton 和 Strome[11]于 1963 年

建立了轴对称壳和压力容器的曲面壳弯曲单元刚度矩阵。
Martin[12]于 1961 年, Gallagher 等人[13]于 1962 年, Melosh[14]于 1963 年利用建立四面体刚度

矩阵的方法将有限元方法延伸到三维问题。 Argyris[15]于 1964 年研究了其他的三维单元。 Clough
和 Rashid[16], Wilson[17]于 1965 年考虑了特殊的轴对称立体单元。

20 世纪 60 年代早期以前, 大多数有限元工作是处理小应变、 小位移、 弹性材料性能和静荷

载。 然而, Turner 等人[18]于 1960 年考虑了大挠度和热应力分析, Gallagher 等人[13] 于 1962 年考

虑了非线性材料问题, Gallagher 和 Padlog[19] 于 1963 年还首次处理了屈曲问题。 Zienkiewicz 等

人[20]于 1968 年将有限元方法扩充到黏弹性问题。
Archer[21]于 1965 年通过建立一致质量矩阵进行了动力分析, 用于分析分布质量系统, 如结

构分析中的杆和梁。
Melosh[14]于 1963 年认识到可以借助变分方程建立有限元方法方程, 于是, 有限元方法开始

用于解非结构应用问题。 Zienkiewicz 和 Cheung[22] 于 1965 年, Martin[23] 于 1968 年, Wilson 和

Nickel[24]于 1966 年求解了场问题, 如确定轴的扭转、 流体流动和热传导。
加权残余法的适应性使得有限元方法得以进一步扩展。 Szabo 和 Lee[25] 于 1969 年首先推导

了已知的用于结构分析的弹性方程, 然后 Zienkiewicz 和 Parekh[26]于 1970 年推导了用于瞬态场问

题的方程。 就是从这时开始认识到, 当直接公式和变分公式难以或无法使用时, 加权残余法常常

是适用的。 例如, Lyness 等人[27]于 1977 年将加权残余法用于确定磁场。
Belytschko[28, 29]于 1976 年考虑了与大位移非线性动力特性有关的问题, 并改进了求解得出的

方程组的数值技术。 更多关于此问题的讨论可以参考 Belytschko, Liu, Moran[58] 以及 Cris鄄
field[61, 62]的书籍。

生物工程领域是有限元方法一个相当新的应用领域[30, 31]。 这个领域仍然被非线性材料、 几

何非线性和其他尚待发现的复杂问题等造成的困难所困扰。
从 20 世纪 50 年代早期至今, 应用有限元方法解决复杂的工程问题已取得了巨大的进展。 工

程师、 应用数学家和其他科学家将毫无疑问会建立新的应用领域。 有关有限元方法的众多书目

请参阅 Kardestuncer[32]、 Clough[33]或 Noor[54]的著作。
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1. 2摇 矩阵符号简介

矩阵法是有限元方法的必要工具, 其目的是简化单元刚度方程公式, 能够手工求解各种问

题, 更重要的是用于高速数字电子计算机的编程。 因此矩阵符号是用于表示和求解联立代数方

程组的简单且容易使用的记号。
附录 A 介绍了整本书都将使用的具有重要意义的矩阵概念。 本节将仅概括介绍本书所使用

的记号。
矩阵是按行和列排列值的矩形数组, 通常用于辅助表示和求解代数方程组。 如下是后续章

节将要用到的矩阵实例, 作用在结构的各节点(1, 2, …, n)上的力的分量(F1x, F1y, F1z, F2x,
F2y, F2z, …, Fnx, Fny, Fnz)、 相应的节点位移(u1, v1, w1, u2, v2, w2, …, un, vn, wn)都可以表示

为如下矩阵形式:

(1. 2. 1)

F 的下标分别表示节点以及力的方向。 例如, F1x表示在节点 1 的 x 方向上作用的力。 节点在 x, y
和 z 方向的位移分别由 u, v 和 w 表示。 u, v 和 w 的下标代表节点。 例如, u1, v1, w1分别表示节

点 1 上 x, y 和 z 方向的位移分量。 方程(1. 2. 1)所示的矩阵称为列矩阵, 大小为 n 伊 1。 本书使用

大括号{}表示列矩阵。 列矩阵中所有的力或位移值可简化表示为{F}和{d}淤。
常用的矩形矩阵使用方括号[ ]表示。 例如, 书中各种类型单元(如图 1. 1 中的单元)的单元

刚度矩阵[k]和总体刚度矩阵[K]分别用方矩阵表示如下:

(1. 2. 2)

和

(1. 2. 3)

在结构理论中, 元素 k ij和 K ij通常指刚度影响系数。
通过使用总体刚度矩阵 [K], 可将总节点力{F}与总节点位移{d}进行关联, 方程如下:

(1. 2. 4)
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方程(1. 2. 4)称为总体刚度方程, 代表一组联立方程, 是刚度分析法或位移分析法建立的基本

方程。
为了能够更加清楚地理解方程(1. 2. 3)中的元素 Kij, 下面使用方程(1. 2. 1)写出方程(1. 2. 4)的

扩展形式:

(1. 2. 5)

假定结构受力产生的位移为 u1 = 1, v1 = w1 =…wn = 0。 那么由方程(1. 2. 5)可以得出:
(1. 2. 6)

方程(1. 2. 6)包含[K]中第 1 列的所有元素。 此外, 可以看出 K11, K21, …, Kn1是维持施加的位移

状态所需要的整组节点力。 类似地, [K]的第 2 列代表保持位移状态 v1 = 1, 而所有其他节点位

移分量均等于零时所需要的节点力。 至此, 读者应该对刚度影响系数的意义有了更清楚的理解。
后续章节将讨论不同类型单元的单元刚度矩阵[k], 例如, 杆、 梁、 平面应力和三维应力单

元。 也将讨论求取不同结构的总体刚度矩阵[K]的步骤, 以及通过求解方程(1. 2. 4)获得矩

阵{d}中未知位移的步骤。
矩阵概念和运算将成为实际中进行问题求解的惯用方式, 以及手工求解小规模问题的有用

工具。 求解复杂问题时将涉及大量的联立方程, 因此, 使用数字计算机进行问题求解时矩阵法是

必要的工具。

1. 3摇 计算机的作用

如上所述, 在 20 世纪 50 年代初期以前, 矩阵法以及与之相关的有限元方法无法用于复杂问

题的求解。 尽管有限元方法已经用来描述复杂的结构, 但应用有限元方法进行结构分析时得到

的大量代数方程使得该方法极为困难而无法实际应用。 然而, 计算机的出现实现了几分钟时间

内完成几千组方程的求解。
第一台现代商用计算机是诞生于 20 世纪 50 年代的 UNIVAC, IBM 701, 它是一台真空管计算

机。 伴随着 UNIVAC 产生了穿孔卡片技术, 需要将程序和数据都建立在卡片上。 20 世纪 60 年

代, 由于价格、 质量、 功耗以及高可靠性因素, 晶体管技术取代了真空管技术。 1969 年至 20 世纪

70 年代晚期, 集成电路技术的兴起大大提高了计算机的运行速度, 这使得利用有限元技术求解

具有更多自由度的大规模问题变得可行。 20 世纪 70 年代晚期到 80 年代, 大规模集成电路以及

具有视窗式图形用户界面和鼠标的工作站问世。 第一个计算机鼠标于 1970 年 11 月 17 日获得了

专利权。 个人机从此成为大量销售的桌面计算机。 网络计算时代与这些同时兴起的技术带来了

Internet 和万维网。 20 世纪 90 年代发布的 Windows 操作系统通过集成图形用户界面而使得 IBM
及其兼容的个人机使用更为方便。

计算机的发展带动了计算机程序的发展。 大量专用和通用程序开发出来以处理各种复杂的结构和

非结构问题。 计算机程序如参考文献[46 ~56], 不仅展示了有限元方法的优雅性, 同时也加深了对它

的理解。
实际上, 有限元计算机程序已经能够运行在单处理器计算机上, 例如单台台式或便携式个人

计算机, 或者计算机集群。 个人计算机的大容量内存和高效的解题程序, 使其能够胜任具有上百

万未知量的问题求解工作。
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使用计算机进行求解时, 分析人员需要提供确定的有限元模型, 并将其相关信息输入计算

机。 这些信息包括单元节点坐标的位置、 单元相互连接的方式、 单元的材料性能、 外加荷载、 边

界条件或约束条件, 以及要进行分析的类型。 计算机将利用这些信息生成相关分析所需要建立

的方程并进行求解。

1. 4摇 有限元方法的一般步骤

本节将介绍工程中应用有限元方法求解问题时建立方程并求解的一般性步骤, 并将其作为

后续章节求解结构和非结构问题时的准则。
为简单起见, 在列举步骤时仅涉及结构问题。 第 13 章和第 14 章将介绍非结构问题热传导和

流体力学及其与结构问题的相似性。
结构应力分析通常需要工程师确定整体结构在平衡状态下受外加荷载作用时的位移和应力。

然而, 很多结构难以使用常规的方法确定其变形分布, 因此必须使用有限元方法。
结构力学分析中, 有限元方法通常与两种直接法相关。 其中一种叫做力法或柔度法, 使用内

力作为问题的未知量。 为了得到控制方程, 首先需要使用平衡方程, 然后通过引入协调方程作为

必要的附加方程得到一组关于多余力或未知力的代数方程组。
第二种方法叫做位移法或刚度法, 以节点位移作为问题的未知量。 举例来说, 协调条件要求施

加荷载之前, 在公共节点处、 公共边界上或公共表面上的单元, 在变形之后仍要保持连接在之前的

节点、 边界或表面上。 然后, 利用平衡方程以及力与位移的关系, 基于节点位移建立控制方程。
上述两种方法在分析中得出不同的未知量(力或位移), 以及计算不同矩阵(柔度矩阵或刚度

矩阵)的方程。 由于位移法的方程对于大多数结构分析问题比较简单, 因此, 位移法(或刚度法)
更适用于利用计算机进行求解[34]。 此外, 绝大多数的通用有限元程序都包含求解结构问题的位

移方程, 因此本书仅使用位移法。
变分法是常用于建立结构或非结构问题控制方程的一种方法。 变分法包括一系列原理, 本

书使用的是其中相对易于理解、 常在基本力学课程介绍的、 适用于线弹性材料的特性最小势能原

理。 最小势能原理将在本书不同章节进行介绍并使用, 例如应用于 2. 6 节的弹簧单元, 3. 10 节的

杆单元, 4. 7 节的梁单元, 6. 2 节的常应变三角形平面应力和平面应变单元, 9. 1 节的轴对称单

元, 11. 2 节的三维四面体单元和 12. 2 节的板弯曲单元。 第 13 章将介绍使用与最小势能原理所

使用的泛函类似的方法, 来建立非结构问题热传导的有限元方程的方法。
另一种常用于推导控制方程的变分法是虚功原理, 多用于线弹性材料以及非线性材料。

附录 E 中介绍的利用虚功原理建立通用有限元控制方程的方法尤其适用于静态和动态系统中杆、
梁和二维、 三维立体单元。

有限元方法使用相互连接的、 叫做有限元的小单元进行结构模拟。 每个单元与一个位移函

数相关联。 每个单元通过共同(或共享)接口, 包括节点、 边界、 表面, 直接或间接与其他单元相

连接。 通过构成结构的材料的应力 /应变特性, 某特定节点的特性可以由结构中其他单元的特性

确定。 描述每一节点特性的方程组形成了一系列代数方程, 由矩阵符号表示最为适宜。
下面将给出利用有限元方法进行结构问题分析时建立方程并求解的步骤, 同时进行必要的

解释。 这些一般步骤揭示了有限元方法进行问题分析时建立方程并求解所应遵循的步骤。 使得

在后续章节中, 阐述如何利用这些步骤求解弹簧、 杆、 梁、 平面框架、 平面应力、 轴对称应力、 三

维应力、 热传导和流体流动等特殊问题时更易于理解。 当建立特定单元的方程时, 建议读者定期

地复习这一节。
需要注意, 分析人员必须确定以下问题: 如何将结构或连续体划分为有限元、 选择分析中要
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使用的单元类型(步骤 1)、 确定外加荷载的类型以及边界条件或外加支撑的类型。 而其余步骤 2
至步骤 7, 则将由计算机程序自动进行。

步骤 1摇 离散化和选择单元类型

步骤 1 包括将物体划分为具有节点的有限元的等价系统, 以及选择最适当的单元类型以尽可

能地模拟物体的实际物理行为。 工程分析中需要确定的主要问题包括模拟特定对象所需单元的

数量、 大小以及类型。 单元必须小到可以给出有价值的结果, 又必须足够大以节省计算开销。 计

算结果会剧烈变化的地方(如几何形状改变)需要小单元, 可能的话用高阶单元; 结果相对稳定的

地方可以使用大单元。 在后续章节将更详细地阐述离散准则, 特别是在第 7 章这一问题变得非常

重要。 通常可以使用网格生成程序或预处理程序生成离散体或网格。
在有限元分析中, 单元的选择取决于物体实际荷载条件下的物理构成, 也取决于分析人员对

实际行为的近似程度的期望。 评估待解问题适合于哪种建模方式(一维、 二维或三维)是非常必

要的。 而且, 对于特定的问题选择最适当的单元是设计人员和分析人员的主要任务之一。 图 1. 1
给出了实际应用中的常用单元, 本书将讨论其中的绝大部分。

(a)简单两节点线单元(常用于表示杆或梁单元)和高阶线单元

(b)具有角点的简单二维单元(常用于表示平面应力或平面应变)和具有边中节点的高阶二维单元

(c)简单三维单元(常用于表示三维应力状态)和具有棱边中节点的高阶三维单元

(d)用于轴对称问题求解的简单三角形和四边形轴对称单元

图 1. 1摇 各种类型的有限单元
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主要的线单元[参见图 1. 1(a)]包括杆(或桁架)单元和梁单元。 虽然线单元有横截面积, 但

一般仅用线段表示。 通常, 单元横截面积是可变的, 但本书只考虑横截面不变的情况。 线单元通

常用来模拟桁架和框架结构(如图 1. 2 所示)。 最简单的线单元(称为线性单元)有两个节点, 每

端一个节点。 此外, 还有三个节点或更多节点的高阶单元 (称为二次单元或三次单元等)。
第 10 章将介绍高阶线单元。 线单元是所介绍单元之中最简单一种, 第 2 章至第 5 章将利用其阐

述有限元方法的基本概念。
基本的二维单元(或平面单元) [参见图 1. 1(b)]在其平面内受力(平面应力或平面应变条

件)。 二维单元可以是三角形单元或四边形单元。 最简单的二维单元仅有角节点(线性平面单元)
和直边或边界(参见第 6 章)。 当然还有高阶单元, 通常含有边中节点(或称二次单元)和曲线边

界[参见图 1. 1(b)] (参见第 8 章和第 10 章)。 单元可以是可变厚度的, 也可以是等厚度的。 这

些单元广泛应用于工程问题的模拟(参见图 1. 3 和图 1. 4)。
最常用的三维单元[参见图 1. 1(c)]是四面体单元和六面体单元(也称为实体单元)。 在必须

进行三维分析时使用三维单元。 基本的三维单元(参见第 11 章)只有角点和直边, 而高阶单元有

边中节点(可能也有面中节点), 侧面为曲面[参见图 1. 1(c)]。
轴对称单元[参见图 1. 1(d)]是通过使用三角形或四边形绕平面内的固定轴转动 360毅而得到

的。 轴对称单元(将在第 9 章介绍)可用于几何形状以及荷载都是轴对称的问题中。

步骤 2摇 选择位移函数

步骤 2 将选择每个单元的位移函数。 位移函数由单元的节点值进行定义。 常用的位移函数

包括线性、 二次和三次多项式, 因为由其建立的有限元方程比较简单。 当然也可以使用三角级

数。 二维单元的位移函数是其平面坐标的函数(如 x鄄y 平面)。 位移函数以节点未知量(在二维分

析中, 用 x 分量和 y 分量表示)为参数。 每个单元可重复使用一个通用位移函数。 因此, 有限元

方法是使用离散的模型来近似模拟连续的量, 如整个物体的位移。 所采用的离散模型是由定义

在各个有限域或有限单元上的分片连续函数而组成的。

步骤 3摇 定义应变 /位移和应力 /应变关系

推导各有限元方程时, 需要利用应变 /位移和应力 /应变关系。 例如, 对于 x 方向上一维变形

情况, 小应变的应变 着x和位移 u 的关系如下:

(1. 4. 1)

此外, 应力和应变必须通过应力 /应变关系(通常称为本构关系)进行关联。 为了获得可接受的有

价值的结果, 精确定义材料行为非常重要。 胡克定律是通常用于应变分析的最简单的应力 /应变

定律, 其由下式给出:
(1. 4. 2)

其中, 滓x为 x 方向的应力, E 为弹性模量。

步骤 4摇 推导单元刚度矩阵和方程

单元刚度矩阵和单元方程最初是基于刚度影响系数的概念建立的, 需要有结构分析的背景

知识。 本书使用另外的方法, 不需要这些特殊的背景知识。

1. 4. 1摇 直接平衡法或刚度法

直接平衡法通过基本单元的力平衡条件以及力 /变形关系, 得出关联节点力和节点位移的刚

度矩阵以及单元方程。 由于直接平衡法最易应用于线单元或一维单元, 所以在第 2 章、 第 3 章和

第 4 章分别将其应用于弹簧单元、 杆单元和梁单元。
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1. 4. 2摇 功或能量法

功或能量法[35]更适宜建立二维和三维单元的刚度矩阵与方程。 常常用来推导单元方程的功

或能量法包括虚功原理(利用虚拟位移)、 最小势能原理和 Castigliano 理论。
附录 E 介绍的虚功原理可用于任何材料性能, 而最小势能原理和 Castigliano 理论只能应用于

弹性材料。 此外, 虚功原理还适用于势函数不存在的情况。 然而, 三个原理对于线弹性材料都能

够得出相同的单元方程。 因此, 在线弹性材料的结构分析中使用哪种方法, 很大程度上取决于哪

种方法更为方便以及个人喜好。 最小势能原理是上述三种能量方法中最为知名的, 因此在第 2 章

和第 3 章将详细介绍最小势能原理, 并且将其应用于推导弹簧单元和杆单元的方程。 后续章节将

进一步推广最小势能原理, 将其用于第 4 章中的梁单元和第 6 章中的应力 /应变单元。 以此类推,
最小势能原理也将作为第 8 章、 第 9 章、 第 11 章和第 12 章的其他问题应力分析中推导刚度矩阵

和单元方程的基础。
为了将有限元方法扩展到结构应力分析以外的领域, 泛函淤(函数的函数, 或以函数为参数的函

数)在推导单元刚度矩阵和方程过程中非常有用, 与最小势能原理中所使用的类似(参见第 13 章

的热传导和第 14 章的流体流动)。 例如, 设 p表示泛函, f(x, y)表示变量 x 和 y 的函数 f, 若令

p =p(f(x, y)), 则 p是函数 f 的泛函。 泛函的更一般形式基于两个自变量 u(x, y)和 v(x, y), 如下:

(1. 4. 3)

其中, 自变量 x 和 y 在笛卡儿坐标系下, 下标中 x 和 y 前面的逗号表明该项是关于 x 或 y 的微分,

例如, u, x = 鄣u
鄣x, 等等。

1. 4. 3摇 加权残余法

加权残余法在推导单元方程时是很有用的, 其中伽辽金法十分著名。 加权残余法在任何适

用于能量法的场合都能够得到与其相同的结果。 当难以得到泛函(如势能)时, 加权残余法就特

别有用。 加权残余法能够直接将有限元方法应用于任何微分方程之中。
第 3 章将介绍伽辽金法, 以及配置法、 最小二乘法和子域加权残余法。 为了清楚阐述每一种

方法, 每种方法都将用来求解已知解的一维杆问题以便进行比较。 第 4 章用伽辽金法推导梁单元

方程。 第 13 章用伽辽金法求解热传导、 对流和质量传输组合问题。 有关加权残余法应用的详细

资料, 请参阅参考文献[36]。 有关有限元方法中应用的其他方法请参阅参考文献[37]和[38]。
使用上述任何一种方法都将得出描述单元特性的方程。 这些方程便于写为如下矩阵形式:

(1. 4. 4)

或写为精炼的矩阵形式 (1. 4. 5)
其中{ f}是单元节点力矢量, [k]是单元刚度矩阵(通常为对称方阵), {d}是单元未知节点自由度
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或广义位移矢量 n。 广义位移可以是实际位移、 斜度甚至曲率等。 在以后的章节中将针对不同类

型的单元, 如图 1. 1 所示, 深入探讨方程(1. 4. 5)中的矩阵的建立方法并进行解释。

步骤 5摇 组合单元方程得出总体方程并引进边界条件

将第 4 步得到的各个单元节点联立方程组合在一起则可以得到总体节点联立方程。 2. 3 节中将

介绍如何将这一概念应用于双弹簧组合。 以节点力平衡为基础的一种较为直接的叠加方法(称为直

接刚度法), 可以用来组合整体结构的总体方程。 2. 4 节将介绍如何将这一方法应用于弹簧组合。
直接刚度法中隐含了连续性和协调性概念, 即要求结构保持完整, 在结构任何一处不发生撕开。

最后, 组合方程或总体方程的矩阵形式如下:
(1. 4. 6)

其中{F}是总体节点力矢量, [K]是结构总体刚度矩阵(对于多数问题, 总体刚度矩阵是对称方

阵), {d}是结构已知和结构未知的节点的自由度或广义位移。 可以看到, 总体刚度矩阵[K]是行

列式等于零的奇异矩阵。 为了去掉奇异性, 必须利用某些边界条件(或约束或支撑), 使结构固定

而不作为一个刚体移动。 在后面的章节中将给出引进边界条件的细节和方法。 当前需要注意的

是, 引进边界或支撑条件会引起总体方程(1. 4. 6)的变动。 还需要强调的是, 整体力矩阵 {F}中
包括已知的外加荷载。

步骤 6摇 解未知自由度(或广义位移)
通过引入边界条件修改方程(1. 4. 6)之后, 形成一组联立代数方程组, 可以写为扩展的矩阵形式:

(1. 4. 7)

其中 n 是结构未知节点自由度的总数。 方程可用消元法(如 Gauss 消元法)或迭代法(如 Gauss鄄
Seidel 迭代法)求解, 得出所有 d 值。 附录 B 中将讨论这两种方法。 因为 d 值是利用刚度(或位

移)有限元方法获得的第一组量, 因此称为初始未知量。

步骤 7摇 求解单元应变和应力

结构应力分析中, 可以利用步骤 6 得到的位移以及典型的应变 /位移关系和应力 /应变关系,
如步骤 3 中给出的一维应力方程(1. 4. 1)和方程(1. 4. 2), 来直接描述应力和应变, 因此应力和应

变(或者力矩和剪力)是可获得的第二组重要的量。

步骤 8摇 解释结果

最后, 需要解释和分析结果, 以将其应用于设计与分析过程。 在进行设计和分析决策时, 确

定结构中出现大变形和大应力的位置通常是非常重要的。 计算机后处理程序能够辅助用户以图

形的方式阐释结果。

1. 5摇 有限元方法的应用

有限元方法可用于结构以及非结构问题的分析。 典型的结构问题如下所述。

1. 应力分析。 包括桁架和框架分析(例如步行桥、 高层建筑框架和风力发电机塔), 以及孔、
圆角或物体(如汽车零件、 压力容器、 医疗器械、 航空器以及运动器材)内几何形状改变

相关的应力集中问题。

9第 1 章摇 绪摇 摇 论

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



2. 屈曲。 如柱、 框架和容器中。
3. 振动分析。 如振动设备中。
4. 碰撞问题。 包括车辆碰撞、 子弹撞击和物体坠落及其撞击对象的分析。

非结构问题如下所述。

1. 热传递。 例如在个人计算机微处理器芯片中电子设备热辐射, 发动机和散热器的散热片中。
2. 流体流动。 包括多孔材料的渗流(如水坝中的渗水)、 凉水池、 运动场馆等通风系统、 绕

赛车、 帆船和冲浪板等的空气流动。
3. 电势或磁势的分布。 如在天线和晶体管中。

此外, 有限元方法也应用于某些生物力学工程问题(可能包含应力分析), 通常包括人的脊

柱、 头骨、 股关节、 颌移植、 树胶牙齿移植、 心脏和眼的分析。
下面将列举若干有限元方法典型的应用实例, 这些实例展示了有限元方法可以用于求解不

同类型、 规模和复杂度的问题。 同时, 也将介绍典型的离散方式以及所用的单元类型。

图 1. 2摇 离散的铁路控制塔(28 个节点, 48 个梁单

元) ,以节点1为例标识其标准的自由度

图 1. 2 表示一个由一系列梁单元组成的铁

路控制塔三维框架。 48 个单元由带圆圈的数字

标识, 28 个节点由不带圈的数字表示。 每个节

点有三个转动分量和三个位移分量。 转动(兹)和
位移(d)叫做自由度。 基于该塔结构所受的荷

载情况, 这里使用了三维模型。
利用有限元方法求解此框架, 设计者和分

析者能够快速得出该结构在设计规范所要求的

一般性荷载下的位移和应力。 在有限元方法和

计算机发展之前, 即使是求解这样相对简单的

问题也需要花费大量时间。
第二个实例是利用有限元方法求解由于地

面爆炸产生振动而形成荷载时, 地下箱形涵洞

的位移和应力。 图 1. 3 所示的离散模型包括 369
个节点, 用来模拟箱形涵洞中钢筋的 40 个一维

杆单元或桁架单元, 用来模拟周围的土壤和混

凝土箱形涵洞的 333 个二维三角形和矩形平面

应变单元。 由于对称性, 仅需要分析一半的箱

形涵洞。 此问题需要求解近 700 个未知的节点

位移。 本例说明在一个有限元模型中通常可以

使用不同类型的单元(本例中包括杆单元和平面应变单元)。
接下来的问题讨论如图 1. 4 所示的液压缸杆端。 此例使用了 120 个节点和 297 个三角形平面

应变单元进行模拟。 由于对称性, 仅需要分析一半的杆端。 此分析的目的是确定杆端应力最为

集中的位置。
图 1. 5 表示一个高烟囱段, 高度为 4 个构件高度(或总高 9. 75 m)。 本例中, 用 584 个梁单元

模拟构成模板的垂直和水平钢筋, 用 252 个平板单元模拟内部的木模板和混凝土壳。 由于结构所

受荷载不规则, 所以需要使用三维单元。 混凝土中的位移和应力是本例首要分析的问题。
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图 1. 3摇 地下箱形涵洞的离散模拟(369 个节点、 40 个杆单元和 333 个平面应变单元) [39]

图 1. 4摇 液压缸杆端二维分析(120 个节点, 297 个平面应变三角单元)

图 1. 5摇 高烟囱段有限元模型(端部旋转 45毅视图, 584 个梁单元和 252 个平板单元)(由 Daryl L. Logan 提供)
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摇 摇 图 1. 6 表示在塑料膜加工过程中拟使用的钢模的有限元离散模型。 由于其不规则几何形状

和应力的集中, 必须使用有限元方法进行分析以得到合理的解。 本例中使用了 240 个轴对称单元

模拟三维钢模。

图 1. 6摇 (a)塑料薄膜工业中使用的高强度钢模有限元模型(240 个轴对称单元) (由 Daryl L. Logan 提

供);(b)平面中的单元绕z轴360毅对称旋转时的三维模具视图(本图彩色版参见彩色插图)

图 1. 7摇 反向铲框架摆动铸件

的三维立体单元模型

图 1. 7 表示用三维立体单元模拟反向铲框架的摆动铸件。 由

于三维铸件的形状不规则, 必须用三维六面体单元模拟。 二维模拟

无法得到此类问题的精确工程解答。
图 1. 8 表示用于确定以传送热气的埋藏管线为热源, 土壤中

温度分布的二维热传递模型。
图 1. 9 是人类骨盆的三维有限元模型, 可用来研究在骨骼和

植入物之间, 骨骼中以及黏结层中的应力。
图 1. 10 给出了 710 G 的铲斗的有限元模型。
近年来, 有限元方法也应用于涉及非线性行为和接触的机械

事件仿真(MES)过程的研究[46], 如图 1. 11 所示的滚轧成形过程

以及如图 1. 12 所示的不同荷载下风力发电机应力分析, 其荷载

包括风、 冰以及在叶片转动时发生的振动[46]。
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图 1. 8摇 土壤中二维温度分布的有限元模型 图 1. 9摇 人体骨盆有限元模型(由麦克

白科学照片库工作室提供)

图 1. 10摇 使用了 169 595 个单元 185 026 个节点的 710 G 的铲斗的有限元模型(模型中用了

78 566个薄壁线性四边形单元模拟铲斗和耦合器, 83 104个立体线性体单元模拟

凸台, 212个梁单元模拟提升臂、 提升臂汽缸和导向滑环)(引自Yousif Omer, Structural
Design Engineer , Construction and Forestry Division , John Deere Dubuque Works )

最后, 近年来计算流体力学(CFD, Computational Fluid Dynamics)领域将有限元分析技术应用

于通风系统的设计, 例如用在大型体育竞技场, 也用于研究围绕赛车或围绕被球棍猛烈击打的高

尔夫球的空气流动问题[63]。
这些例子列举了可以用有限元方法求解的各种类型的问题。 有关建模技术的其他指导方法

将在第 7 章中给出。
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图 1. 11摇 轮廓滚形或冷轧成形过程有限元模型(由 Valmont West
Coast Engineering提供, 本图彩色版参见彩色插图)

图 1. 12摇 非线性有限元模拟临界时间步长的风

力发电机塔米泽斯应力区有限元模型

1. 6摇 有限元方法的优点

如上所述, 有限元方法已应用于大量问题, 既包括结构问题, 也包括非结构问题。 有限元方

法有很多优点, 因而应用越来越广泛。 这些优点包括:

1. 便于模拟不规则形状的结构。
2. 易于处理一般的荷载条件。
3. 因为单元方程是单个建立的, 所以可以模拟由几种不同材料构成的物体。
4. 能够处理各种数量和类型的边界条件。
5. 单元的大小是可变的, 必要时可以使用小单元。
6. 改变有限元模型比较容易, 代价不大。
7. 可包括动力效应。
8. 可处理大变形和非线性材料带来的非线性问题。

结构有限元分析使得设计者能够在设计过程中检测应力、 振动和热应力问题, 以在构造原型

之前对设计方案做出评估, 从而增强对原型可接受性的信心。 此外, 如果使用得当, 有限元方法

还可以减少所需构造的原型的数量。
虽然有限元方法最初仅用于结构分析, 但目前已被完善并可适用于工程学和数理物理学领

域中的其他学科, 如流体流动、 热传导、 电磁势、 土壤力学和声学[22 ~ 24, 27, 42 ~ 44]。

1. 7摇 有限元方法的计算机程序

通常, 使用计算机进行有限元方法求解问题的方式有两种。 一种是使用大型的商业程序, 这

些通用性的程序可用来解决多种类型的问题, 其中很多能够在个人计算机(PC)上运行。 另一种
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方法是建立多个小型的专用程序以解决特定的问题。 本节将讨论上述两种方法的优点和缺点。
然后列举某些可用的通用程序及其标准功能。

通用程序的优点如下:

1. 良好的输入界面, 程序设计时考虑到了用户使用的方便性。 用户不需要具有计算机软件

或硬件的专业知识。 易于使用的预处理程序有助于用户创建有限元模型。
2. 通用程序是一个庞大的系统, 同样的输入格式常常可以用于求解各种规模和类型的问题。
3. 很多程序可通过增加新问题和新技术的求解模型加以扩充。 这样只要花费很小的代价就

可以跟随潮流的发展。
4. 随着 PC 内存容量和计算效率的提升, 很多通用程序已经可在微机上运行。
5. 许多商用程序价格诱人, 并且可以求解多种问题[45 ~ 56]。

通用程序的缺点如下:

1. 开发通用程序的初始成本很高。
2. 通用程序对每个问题要做很多检查, 而专用程序不需要做如此多的检查, 因此通用程序

效率没有专用程序高。
3. 许多程序拥有专用权, 因此用户无权触及程序的逻辑。 如果需要进行修改, 则只能由开

发人员来完成。

专用程序的优点如下:

1. 专用程序通常相对较小, 因此开发费用较低。
2. 专用程序可运行于小型计算机。
3. 专用程序易扩充, 并且成本低。
4. 专用程序求解问题效率高, 因为它们是专门设计用来求解此问题的。

专用程序的主要缺点是无法解决不同类型的问题。 因此, 有多少类型的问题需要求解, 就需

要有多少个程序。 参考文献[60]中的网址提供了公共领域的有限元专用程序的列表。
有限元程序的供应商很多, 感兴趣的用户在购买软件之前应该详细咨询商家。 为了向读者提供一

些关于可用的、 有限元方法求解问题的商业个人计算机程序的指导, 下面将列举一些现有的程序。

1. Algor[46]

2. Abaqus[47]

3. ANSYS[48]

4. COSMOS / M[49]

5. GT鄄STRUDL[50]

6. LS鄄DYNA[59]

7. MARC[51]

8. MSC / NASTRAN[52]

9. NISA[53]

10. Pro / MECHANICA[54]

11. SAP2000[55]

12. STARDYNE[56]

上述文献和参考文献[45]列举了上述程序的标准功能。 这些功能包括:
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1. 单元类型选择。 如梁单元、 平面应力单元和三维立体单元。
2. 分析类型选择。 如静力分析和动力分析。
3. 材料性能。 如线弹性和非线性。
4. 荷载类型。 如集中力、 分布力、 热应力和位移(沉降)。
5. 数据生成。 如节点、 单元和约束的自动生成(大多数程序有网格生成预处理程序)。
6. 绘图。 如原始的以及变形的几何形状, 应力和温度轮廓线(大多数程序有后处理程序可用

于以图形方式阐释结果)。
7. 位移特性。 如小位移、 大位移和屈曲。
8. 选择输出。 如选择节点、 单元、 最大值或最小值。

所有程序都至少具有杆单元、 梁单元、 平面应力单元、 板弯曲单元和三维立体单元分析能

力, 目前大多数程序还包括热传导分析。
通过程序的参考手册和技术网址可更好地获得其完整功能及价格, 参见参考文献[46 ~56, 59]。
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习题

1. 1摇 定义术语“有限元冶。
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1. 2摇 在有限元方法中“离散冶是什么意思?
1. 3摇 现代有限元方法的发展开始于哪一年?
1. 4摇 直接刚度法是在哪一年提出的?
1. 5摇 定义术语“矩阵冶。
1. 6摇 计算机在有限元方法中起什么作用?
1. 7摇 列举和简要说明有限元方法的一般步骤。
1. 8摇 什么是位移法?
1. 9摇 列举 4 种常用的有限单元类型。

1. 10摇 说出 3 种推导单元刚度矩阵和单元方程的常用方法。 简述每一种方法。
1. 11摇 术语“自由度冶指什么?
1. 12摇 列举有限元方法在工程中 5 个典型的应用领域。
1. 13摇 列举有限元方法的 5 个优点。
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