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第１章 绪 论

对有些对象，如化学反应过程等，由于其复杂性，很难用理论分析的方法推导出数学模型，
有时只知道数学模型的一般形式及部分参数，有时甚至连数学模型的一般形式都不知道。因

此，提出了怎样确定系统的数学模型及参数的问题，这就是所谓的系统辨识问题。
对于许多领域，由于系统比较复杂，不能用理论分析的方法获得数学模型。凡是需要通过

实验数据确定数学模型和估计参数的场合都要利用辨识技术，辨识技术已经推广到工程和非

工程的许多领域，如化学化工过程、核反应堆、电力系统、航空航天飞行器、生物医学系统、社会

经济系统、环境系统、生态系统等。为了实现自适应控制，要不断估计其模型参数，自适应控制

系统是辨识与控制相结合的一个范例，也是辨识在控制系统中的应用。
系统辨识是控制论的一个分支，系统辨识、状态估计和控制理论是现代控制理论的三大支

柱。这三大支柱是互相渗透的，系统辨识和状态估计离不开控制理论的支持，控制理论的应用

不能脱离对象的数学模型和状态估计技术。
系统辨识是根据系统的试验数据来确定系统的数学模型。因此，系统辨识为已经存在的

系统建立数学模型提供了有效的方案。

１１　建立数学模型的基本方法

所谓模型，就是把关于实际过程的本质部分的信息简写成有用的描述形式。用数学结构

和形式来反映实际过程行为特性的模型就是数学模型。一般来说，建立数学模型有两种基本

方法。
１理论分析法

这种方法主要是通过分析系统的运动规律，运用已知的定律、定理和原理，例如力学原理、
生物学定律、牛顿定理、能量平衡方程、传热传质原理等，利用数学方法进行推导，建立系统的

数学模型。这种方法也称为机理分析法。

图１１　ＶＴＯＬ空间飞行器

坐标示意图

【例１１】ＶｅｒｔｉｃａｌＴａｋｅＯｆｆａｎｄＬａｎｄｉｎｇ（ＶＴＯＬ）空

间飞行器的理论建模。
ＶＴＯＬ空间飞行器是能够垂直起飞、垂直着陆的具有

３个空间自由度的系统。如图１１所示为ＸＹ 平面上的

ＶＴＯＬ受力图。由于只考虑起飞过程，因此只考虑横向Ｘ
轴和垂直方向Ｙ轴，忽略了前后运动（即Ｚ方向）。ＸＹ为

惯性坐标系，ＸｂＹｂ 为飞行器的机体坐标系。
设状态变量是飞行器质心的Ｘ，Ｙ 位置和滚转角θ，相

应的速度为ｄＸ／ｄｔ、ｄＹ／ｄｔ和ｄθ／ｄｔ，控制输入Ｔ，ｌ是推力

（直接从飞机的底部推动）和滚动力矩。利用牛顿定理，
ＶＴＯＬ空间飞行器的动力学模型表示为

·１·
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－ｍＸ
··
＝－Ｔｓｉｎθ＋ε０ｌｃｏｓθ （１１）

－ｍＹ
··
＝Ｔｃｏｓθ＋ε０ｌｓｉｎθ－ｍｇ （１２）

Ｉｘθ
··
＝ｌ （１３）

式中，ｇ是重力加速度；ε０ 是刻画滚动力矩和横向加速度关系的系数。进一步简化动态方程，
并定义ｘ＝Ｘ／ｇ，ｙ＝－Ｙ／ｇ，ｕ１＝Ｔ／（ｍｇ），ｕ２＝ｌ／Ｉｘ，ε＝ε０ｌ／（ｍｇ），系统简化为

ｘ
··
＝－ｕ１ｓｉｎθ＋εｕ２ｃｏｓθ （１４）

ｙ
··
＝ｕ１ｃｏｓθ＋εｕ２ｓｉｎθ－ｇ （１５）

θ
··
＝ｕ２ （１６）

虽然ＶＴＯＬ飞行器的数学模型可以根据力学原理较准确地推导出来，但要想获得精确的

模型参数ε０，Ｉｘ，ｍ，就要进行辨识。
由例１１可知，理论分析方法只能用于较简单系统的建模，并且对系统的机理要有较清楚

的了解。对于比较复杂的实际系统，这种建模方法有很大的局限性。这是因为在建模时必须

对实际的系统提出合理的简化假设，然而这些假设未必符合实际情况。另外，有时实际系统的

机理也并非完全可知的。

２测试法

系统的输入、输出一般总是可以测量的。由于系统的动态特性必然表现于这些输入、输出

数据中，故可以利用输入、输出数据所提供的信息来建立系统的数学模型。这种建模方法就是

系统辨识。
与理论分析方法相比，测试法的优点是不需要深入了解系统的机理，不足之处是必须设计

一个合理的试验以获取所需要的大量信息，而设计合理的试验是很困难的。
在实际研究中，往往将理论分析方法和测试法相结合，机理已知部分（名义模型）采用理论

分析方法，机理未知部分采用测试方法。
【例１２】通过实验确定一个热敏电阻的电阻Ｒ和温度ｔ的关系，为此在不同的温度ｔ下，

对电阻Ｒ进行多次测量获得了一组测量数据（ｔｉ，Ｒｉ）。由于每次测量中，不可避免地含有随机

测量误差，因此想寻找一个函数Ｒ＝ｆ（ｔ）来真实地表达电阻Ｒ和温度ｔ之间的关系。
假设模型结构为

Ｒ＝ａ＋ｂｔ
式中，ａ和ｂ为待估参数。

如果测量没有误差，只需要两个不同温度下的电阻值，便可以解出ａ和ｂ。但是由于每次

测量中总存在随机误差，即
ｙｉ＝Ｒｉ＋ｖｉ　或　ｙｉ＝ａ＋ｂｔ＋ｖｉ

式中，ｙｉ为测量数据，Ｒｉ为真值，ｖｉ为随机误差。
显然，将每次测量误差相加，可构成总误差

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ＝ｖ１＋ｖ２＋…＋ｖＮ

如何使测量的总误差最小，选择不同的评判准则会获得不同的方法，当采用每次测量误差

的平方和为最小时，即

Ｊｍｉｎ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖ２ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
［Ｒｉ－（ａ＋ｂｔｉ）］２ （１７）
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由于上式中的平方运算又称为“二乘”，而且又是按照Ｊ最小来估计ａ和ｂ，称这种估计方

法为最小二乘估计算法，简称最小二乘法。
利用最小二乘法辨识模型参数，若使得Ｊ最小，利用求极值的方法得

Ｊ
ａ ａ＝^ａ

＝－２∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ａ－ｂｔｉ）＝０

Ｊ
ｂ ｂ＝^ｂ

＝－２∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ａ－ｂｔｉ）ｔｉ＝

烅

烄

烆
０

（１８）

对上式进一步整理，则ａ^和^ｂ的估计值可由下列方程确定

Ｎ^ａ＋^ｂ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

ａ^∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ＋^ｂ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔ

烅
烄

烆 ｉ

解方程组，可得

ａ^＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ

Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ（ ）ｉ ２

ｂ^＝
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ

Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－ ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ（ ）ｉ

烅

烄

烆
２

（１９）

由于一定存在ａ和ｂ使Ｊ取极小值，而Ｊ
ａ

和Ｊ
ｂ

只有一个根，所以ａ^和^ｂ使Ｊ取最小值。

１２　系统辨识的定义

控制理论对系统辨识有多种定义。其通俗含义是根据被控对象或被辨识系统的输入、输
出观测信息来估计它的数学模型。目前有几个比较典型的定义。

①ＬＡＺａｄｅｈ定义（１９６２年）：辨识就是在输入和输出数据的基础上，从一组给定的模型

类中，确定一个与所测系统等价的模型。

②ＰＥｙｋｈｏｆｆ定义（１９７４年）：辨识问题可以归结为用一个模型来表示客观系统（或将要

构造的系统）本质特征的一种演算，并用这个模型把客观系统表示成有用的形式。

③ＬＬｊｕｎｇ定义（１９７８年）：辨识有３个要素，即数据、模型类和准则。其中，数据是辨识

的基础，准则是辨识的依据，模型类是辨识的范围。辨识就是按照一个准则在一组模型类中选

择一个对数据拟合得最好的模型。

１３　系统辨识的研究目的

在提出和解决一个辨识问题时，明确最终模型的使用目的是至关重要的。它对模型类（模型

结构）、输入信号和等价准则的选择都有很大的影响。通过辨识建立数学模型通常有６个目的。

·３·
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　　（１）系统仿真

为了研究不同输入情况下系统的输出情况，最直接的方法是对系统本身进行实验，但

实际上是很难实现的。例如，利用实际系统进行实验的费用太大；实验过程中系统可能会

不稳定，从而导致实验过程带有一定的危险性；系统的时间常数可能会很大，以致实验周期

太长。为此，需要建立数学模型，利用模型仿真系统的特性或行为，从而间接地对系统进行

仿真研究。
（２）系统预测

无论在自然科学领域还是在社会科学领域，往往需要研究系统未来发展的规律和变化趋

势，才能预先作出决策和采取措施。科学的定量预测大多需要采用模型预测方法，即首先建立

所预测系统的数学模型，根据模型对系统中的某些变量的未来状态进行预测。
（３）系统设计和控制

在工程设计中，必须掌握系统中所包括的所有部件的特性或者子系统的特性，一项完善的

设计，必须使系统各部件的特性与系统的总体设计要求（如产量指标、误差、稳定性、安全性和

可靠性等）相适应。为此，需要建立数学模型，在设计中分析、考察系统各部分的特性以及各部

分之间的相互作用和它们对总体系统特性的影响。
（４）系统分析

根据试验数据建立起系统的数学模型之后，可以将所研究的系统的主要特征及其主要变

化规律表达出来，将所要研究的系统中主要变量之间的关系比较集中地揭示出来，从而为分析

该系统提供线索和依据。
（５）故障诊断

许多复杂的系统，如导弹、飞机、核反应堆、大型化工和动力装置以及大型传动机械等，需
要经常监视和检测可能出现的故障，以便及时排除故障。这就要求必须不断地收集系统运行

过程中的信息，通过建立数学模型，推断过程动态特性的变化情况。然后，根据动态特性的变

化情况判断故障是否已经发生、何时发生、故障大小及故障的位置等。
（６）验证机理模型

根据试验数据建立起系统的数学模型之后，将非常有利于理解所获得的试验数据，从而可

以探索和分析不同的输入条件对该系统输出变量的影响，以检验所提出的理论，更全面地理解

系统的动态行为。

１４　数学模型的分类

数学模型的分类方法有很多，常见的是按连续与离散、定常与时变、线性与非线性分类。
（１）按提供的实验信息分为：黑箱、灰箱和白箱

如果系统的结构、组成和运动规律是已知的，适合用机理分析法进行建模，则系统称为“白
箱”。如果对系统的客观规律不清楚，只能根据试验中测量系统的响应数据，应用辨识方法建

立系统的数学模型，则称系统为“黑箱”。如果已知系统的某些基本规律，但又有些机理还不清

楚，则称系统为“灰箱”。
（２）按概率角度分为：确定性模型和随机性模型

确定性模型所描述的系统，当状态确定后，其输出响应是唯一确定的。而随机性模型所描

述的系统，当状态确定后，其输出响应是不确定的。
·４·
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（３）按模型与时间的关系分为：静态模型和动态模型

静态模型用于描述系统处于稳态时（各状态变量的各阶导数为零）的各状态变量之间的关

系，一般不是时间的函数。动态模型用于描述系统处于过渡过程时的各状态变量之间的关系，
一般为时间的函数。

（４）按时间刻度分为：连续模型和离散模型

用来描述连续系统的模型有微分方程、传递函数等，用来描述离散系统的模型有差分方

程、状态方程等。
（５）按参数与时间的关系分为：定常模型和时变模型

定常系统的模型参数不随时间的变化而改变，而时变系统的模型参数随时间的变化而

改变。
（６）按参数与输入／输出关系分为：线性模型和非线性模型

线性模型用来描述线性系统，其显著特点是满足叠加原理和均匀性，而非线性模型用来描

述非线性系统，一般不满足叠加原理。
（７）按模型的表达形式分为：参数模型和非参数模型

非参数模型是指从一个实际系统的实验过程中，直接或间接地所获得的响应，是确定性的

模型，例如阶跃响应、脉冲响应、频率响应都属于反映该系统特性的非参数模型。采用推理的

方法所建立的模型则为参数模型，它可以由非参数模型转化而来，例如状态方程和差分方程。
（８）按参数的性质分为：分布参数模型和集中参数模型

当系统的状态参数仅是时间的函数时，描述系统特性的状态方程组为常微分方程组，系统

称为集中参数系统。当系统的状态参数是时间和空间的函数时，描述系统特性的状态方程组

为偏微分方程组，则系统称为分布参数系统。
（９）按输入／输出个数分为：单输入单输出（ＳＩＳＯ）模型和多输入多输出（ＭＩＭＯ）模型

（１０）按模型的使用形式分为：离线模型和在线模型

对系统进行试验，获取全部数据后，运用辨识算法对数据进行集中处理，以得到模型参数

的估计值，这种方法称为离线辨识。而在线辨识需要知道模型的结构和阶次，当获得新的输

入、输出数据之后，采用递推辨识法对原来的参数估计值进行修正，得到新的参数估计值。

１５　几种常见的数学模型的数学表示

在控制理论中，数学模型有多种形式。时域中常用的数学模型有微分方程、差分方程和状

态方程；复数域中有传递函数和结构图；频域中有频率特性等。这里仅介绍系统辨识中常用的

数学模型：离散脉冲响应函数、线性差分方程和状态空间模型。
１离散脉冲响应函数

ＳＩＳＯ系统的离散脉冲响应函数是指当初始条件为零时，线性系统对于单位脉冲序列产

生的输出响应，记为｛ｇ（ｋ）｝，ｋ＝０，１，２，…。则在任意输入ｕ（ｋ）的作用下，系统的输出表

示为

ｙ（ｋ）＝ ∑
∞

ｉ＝０
ｇ（ｉ）ｚ－（ ）ｉｕ（ｋ）

式中，ｚ为时延因子，ｚ－１ｕ（ｋ）＝ｕ（ｋ－１）。

·５·
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　　对于稳态系统，有

ｙ（ｋ）＝ ∑
Ｎｓ

ｉ＝０
ｇ（ｉ）ｚ－（ ）ｉｕ（ｋ） （１１０）

上式称为移动平均（ＭｏｖｉｎｇＡｖｅｒａｇｅ）模型，简称ＭＡ模型。记

Ｂ（ｚ－１）＝∑
Ｎｓ

ｉ＝０
ｇ（ｉ）ｚ－ｉ

对于随机系统，考虑噪声项的影响，则

ｙ（ｋ）＝Ｂ（ｚ－１）·ｕ（ｋ）＋ｅ（ｋ） （１１１）
式中，ｅ（ｋ）为噪声项。
２线性差分方程

差分方程是离散系统最基本的一种模型，动态的离散系统输入、输出采样值序列ｕ（ｋ）和

ｙ（ｋ）之间的关系可表示成如下的ｎ阶线性差分方程

ｙ（ｋ）＋ａ１ｙ（ｋ－１）＋…＋ａｎｙ（ｋ－ｎ）＝ｂ０ｕ（ｋ）＋ｂ１ｕ（ｋ－１）＋…＋ｂｎｕ（ｋ－ｎ）
（１１２）

该方程称为自回归滑动平均（ＡｕｔｏＲｅｇｒｅｓｓｉｖｅＭｏｖｉｎｇＡｖｅｒａｇｅ）模型，简称ＡＲＭＡ模型。
３状态空间模型

线性时不变连续系统的状态空间描述为

ｘ
·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ｛ ）
（１１３）

式中，ｘ（ｔ）∈Ｒｎ 为系统的状态变量，ｕ（ｋ）∈Ｒｍ 为系统的输入量，ｙ（ｋ）∈Ｒｒ 是系统的输出量，
Ａ∈Ｒｎ×ｎ为系统矩阵，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ为输入矩阵，Ｃ∈Ｒｒ×ｎ为输出矩阵。

线性时不变离散系统的状态空间模型为

ｘ（ｋ＋１）＝Ａｘ（ｋ）＋Ｂｕ（ｋ）

ｙ（ｋ）＝Ｃｘ（ｋ｛ ）
（１１４）

式中，ｘ（ｋ）∈Ｒｎ，ｙ（ｋ）∈Ｒｒ、ｕ（ｋ）∈Ｒｍ；Ａ∈Ｒｎ×ｎ、Ｂ∈Ｒｎ×ｍ、Ｃ∈Ｒｒ×ｎ；系数矩阵Ａ、Ｂ、Ｃ的维数

分别为ｎ×ｎ、ｎ×ｍ、ｒ×ｎ。

１６　系统辨识常用的误差准则

辨识时所采用的误差准则是辨识问题的３个要素之一，是用来衡量模型接近实际系统的

标准。
误差准则常被表示为误差的泛函数，即

Ｊ（θ）＝∑
Ｎ

ｋ＝１
ｆ（ε（ｋ）） （１１５）

式中，ｆ（·）为ε（ｋ）的函数，ε（ｋ）是定义在区间（０，Ｎ）上的误差函数，一般指模型与实际系统的

误差。其中

ｆ（ε（ｋ））＝ε２（ｋ）
误差ε（ｋ）的确定分为输出误差准则、输入误差准则和广义误差准则。系统辨识中一般采

用输出误差准则，如图１２所示，当实际系统的输出和模型的输出分别为ｙ（ｋ）和ｙｍ（ｋ）时，输
出误差为

ε（ｋ）＝ｙ（ｋ）－ｙｍ（ｋ） （１１６）
·６·
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图１２　输出误差示意图
　

１７　系统辨识的分类

系统辨识的分类方法很多，根据描述系统数学模型的不同可分为线性系统辨识和非线性

系统辨识、集中参数系统辨识和分布参数系统辨识；根据系统的结构可分为开环系统辨识与闭

环系统辨识；根据参数估计方法可分为离线辨识和在线辨识等。另外，还有经典系统辨识和近

代系统辨识、系统结构辨识和系统参数辨识等分类。其中，离线辨识与在线辨识是系统辨识中

常用的两个基本概念。

１７１　离线辨识

如图１３所示，离线辨识要求把被辨识对象从整个系统中分离出来，然后将大量输入、输
出数据存储起来，并按照一定的辨识算法进行数据处理。如果系统的模型结构已经选好，阶数

也已确定，在获得全部数据之后，用最小二乘法、极大似然法或其他估计方法，对数据进行集中

处理后，得到模型参数的估计值，这种方法称为离线辨识。

图１３　离线辨识
　

离线辨识的优点是参数估计值的精度较高，对于计算时间没有苛刻的限制；缺点是需要存

储大量数据，运算量也大。

１７２　在线辨识

有些对象，为了进行离线辨识而中断系统的正常运行，会造成人力和生产线上的极大损

耗。另外，有些对象根本不允许离线辨识。例如自适应控制系统和某些不允许中断正常运行

的工业系统中的被控对象。这时，就必须采用在线辨识，如图１４所示。

图１４　在线辨识
　

在线辨识时，系统的模型结构和阶数是事先确

定好的。当获得一部分新的输入、输出数据后，在

线估计采用递推方法进行处理，从而得到模型新的

估计值。在线辨识不要求存储从过去到现在的全

部输入、输出信息，而是在某个初值下，不断利用新

信息进行递推运算从而不断修正模型参数的估计值。这就要求计算机在一个采样周期内，能
够完成一次递推运算，要求递推算法有足够快的收敛速度。

·７·
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在线辨识的优点是所要求的计算机存储量较小，辨识计算时运算量较小，适合于实时控

制；缺点是参数估计的精度较差，要求足够高的计算速度，相应地会增加设备费用。

１８　辨识的内容和步骤

简单地说，辨识就是从一组观测到的含有噪声的输入、输出数据中提取数学模型的方法。
然而，辨识具体应用到一个实际对象时，就需要做很多辅助工作。明确模型应用的最终目的是

至关重要的，这将决定模型的类型、精度要求及采用什么辨识方法等问题。另外，系统辨识还

应当解决一些问题，例如，如何选定和预测系统的数学模型，用什么输入信号及怎样产生这种

信号，如何在系统的输出受噪声的污染的情况下进行数据处理和参数估计及如何验证建立的

模型是否符合实际等。虽然系统辨识在数据、模型种类和准则的选择上有相当大的自由度，但
在进行辨识时，一般遵循下面的步骤，如图１５所示。

图１５　辨识的一般步骤

① 明确辨识的目的。它决定模型的类型、精度要求和所采用

的辨识方法。

② 掌握先验知识。如系统的非线性程度、时变或非时变、比例

或积分特性、时间常数、过渡过程时间、截止频率、时滞特性、静态放

大倍数、噪声特性等，这些先验知识对预选系统数学模型种类和辨

识试验设计将起到指导性的作用。

③ 利用先验知识。选定和预测被辨识系统的数学模型种类，
确定验前假定模型。

④ 试验设计。选择试验信号、采样间隔、数据长度等，记录输

入和输出数据。

⑤ 数据预处理。输入和输出数据中常含有的低频成分和高频

成分对辨识精度都有不利的影响，需要采用滤波器等方法进行去除。

⑥ 模型结构选取和辨识。在假定模型结构的前提下，利用辨

识方法确定模型结构参数，如差分方程中的阶次、纯延迟等。

⑦ 模型参数辨识。在假定模型结构确定之后，选择估计方法，
利用测量数据估计模型中的未知参数。

⑧ 模型检验。从不同的侧面检验模型是否可靠，检验模型的

标准是模型的实际应用效果，最后验证所确定的模型是否恰当地表

示了被辨识的系统。工程中常用的模型验证方法有以下４种。
ｉ用不同时间段内采集的数据分别建模，如果模型基本符合，则认为模型是可靠的。
ｉｉ用采集到的部分数据进行建模，用其余的试验数据进行预测。然后与相同条件下实际

测量到的数据进行比较，如果相差较小，可认为模型正确。
ｉｉｉ利用不同试验方法得到的结果相互验证。例如，气动力参数可以从飞行数据中辨识

出来，也可以通过数值模拟和风洞试验获得，如果几种手段较为一致，也可验证模型的正确性。
ｉｖ利用模型和实测数据的残差进行验证。正确的模型对应的残差序列应该是零均值的

白噪声，否则表明模型与系统有偏差。
如果所确定的系统模型合适，则辨识结束。否则，则必须改变系统的实验前模型结构，并

重新执行辨识过程，即执行第④步至第⑧步，直到获得一个满意的模型为止。
·８·
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１９　系统辨识方法

以飞行器的系统辨识为例，其系统辨识方法包括４个方面，即信号激励、信号测量、辨识模

型的建立和系统辨识方法。信号激励是指在飞行试验中对飞行器施加的激励。由于系统辨识

建模是通过飞行试验数据反推系统的数学模型，所以要得到高精度的飞行动力学模型，就需要

输入能够充分激励出飞行器的运动模态以保证产生的飞行试验数据能充分地反映飞行器的物

理特性。
信号测量包括两个部分：一是试验数据的采集，二是试验数据的处理。试验数据的采集主

要是通过各种传感器等测量设备记录飞行器的响应如速度、加速度、角速度等参数。所记录的

飞行试验数据由于存在漂移、跳点、噪声等因素，并不能直接用于模型的辨识，需要通过试验数

据的处理，主要包括数据野值的剔除与补正、低通滤波、传感器位置校正及数据相容性检查与

数据重建等。
辨识模型的建立是指建立参数化形式的辨识模型。以直升机飞行动力学模型为例［１］，可以

分为纵、横向分离模型和耦合模型、六自由度刚体模型与包含旋翼运动的高阶模型等。飞行器从

其物理本质上来说是一个耦合严重的、高阶的系统，简单的模型往往与物理实质不符，复杂的模

型要求更先进的辨识方法。在实际应用中，应根据不同的应用情况来选择最恰当的模型结构。
系统辨识方法指的是根据试验数据辨识出系统数学模型的具体手段，如最常用的最小二

乘方法、极大似然方法等。飞行器辨识模型的参数众多，灵敏度差异大，辨识方法的选取与设

计是能否得到高精度飞行动力学模型的关键。

１１０　系统辨识方法分类

系统辨识方法包括经典系统辨识方法和现代系统辨识方法。

１１０１　经典系统辨识方法

该方法发展已经比较成熟和完善，包括阶跃响应法、脉冲响应法、频率响应法、相关分析

法、谱分析法、最小二乘法和极大似然法等。其中，最小二乘法是一种经典的和最基本的方法，
也是应用最广泛的方法。但是，最小二乘估计是有偏差的，为了克服最小二乘估计的缺陷，形
成了一些以最小二乘法为基础的系统辨识方法，包括广义最小二乘法、辅助变量法、增广最小

二乘法和广义最小二乘法，以及将一般的最小二乘法与其他方法相结合的方法，如最小二乘两

步法和随机逼近算法等。
实际系统很多都是具有不确定性的复杂系统，经典的系统辨识方法还存在着一定的不足：

利用最小二乘法的系统辨识法一般要求输入信号已知，并且必须具有较丰富的变化，而在某些

动态系统中，系统的输入常常无法保证；极大似然法计算耗费大，可能得到的是损失函数的局

部极小值；经典的辨识方法对于某些复杂系统在一些情况下无能为力。

１１０２　现代系统辨识方法

随着智能控制理论研究的不断深入及其在控制领域的广泛应用，从逼近理论和模型研究

的发展来看，非线性系统建模已从用线性模型逼近发展到用非线性模型逼近的阶段。由于非

·９·
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线性系统本身所包含的现象非常复杂，很难推导出能适应各种非线性系统的辨识方法，因此非

线性系统的辨识还没有构成完整的科学体系。下面简要介绍几种方法。
１集员系统辨识法

在１９７９年集员辨识首先出现于Ｆｏｇｅｌ［２］撰写的文献中，１９８２年Ｆｏｇｅｌ和Ｈｕａｎｇ又对其做

了进一步的改进［３］。集员辨识是假设在噪声或噪声功率未知但有界的情况下，利用数据提供

的信息给参数或传递函数确定一个总是包含真参数或传递函数的成员集（如椭球体、多面体、
平行六边体等）。

飞行器系统是一个较复杂的非线性系统，噪声统计分布特性难以确定，要较好地描述未知

参数的可行解，用统计类的辨识方法辨识飞行器运动参数很难达到理想效果。采用集员辨识

可解决这个问题。首先用递推法给出参数的中心估计，然后对参数进行集员估计（即区间估

计）。这种方法能处理一般非线性系统参数的集员辨识，已经成功地应用于飞行器运动参数的

辨识［４］。集员辨识作为系统辨识的一种新的方法，给系统辨识带来了巨大的方便。
２神经网络系统辨识法

神经网络是２０世纪末迅速发展起来的一门学科，已经在各个领域得到了广泛的应用，尤
其是在智能系统中的非线性建模及控制器的设计、模式分类与模式识别、联想记忆和优化计算

等方面引起了人们极大的兴趣。
由于神经网络具有良好的非线性映射能力、自学习适应能力和并行信息处理能力，为解决

未知不确定非线性系统的辨识问题提供了一条新的思路。在辨识非线性系统时，可根据非线

性系统的神经网络辨识结构，利用神经网络所具有的对任意非线性映射的任意逼近能力来模

拟实际系统的输入和输出关系，利用神经网络的自学习和自适应能力，经过学习训练可得到系

统的正向模型或逆向模型。神经网络被广泛应用于非线性动态系统辨识［５，６］和参数辨识［７，８］。
在神经网络辨识中，神经网络将确定某一非线性映射的问题转化为求解优化问题，而优化过程

可根据某种学习算法，通过调整网络的权值矩阵来实现。神经网络也可以与模糊系统相结合，
实现非线性系统的建模［９］。

与传统的基于算法的辨识方法相比较，神经网络用于系统辨识具有以下优点：不要求建立

实际系统的辨识格式，可以省去对系统建模这一步骤；可以对本质非线性系统进行辨识；辨识

的收敛速度仅与神经网络的本身及所采用的学习算法有关；通过调节神经元之间的连接权即

可使网络的输出来逼近系统的输出；神经网络辨识可用于系统的在线控制。
神经网络在非线性系统辨识中的应用具有很重要的研究价值和广泛的应用前景。
３模糊逻辑系统辨识法

模糊逻辑理论用模糊集合理论，从系统输入和输出的测量值来辨识系统的模糊模型，也是

系统辨识的一个有效的方法，在非线性系统辨识领域中有十分广泛的应用。模糊逻辑辨识具

有独特的优越性：能够有效地辨识复杂和病态结构的系统；能够有效地辨识具有大时延、时变、
多输入单输出的非线性复杂系统；可以辨识性能优越的人类控制器；可以得到被控对象的定性

与定量相结合的模型。模糊逻辑建模方法的主要内容可分为两个层次：一是模型结构的辨识，
另一个是模型参数的估计。１９８５年Ｔａｋａｇｉ和Ｓｕｇｅｎｏ提出了ＴＳ模糊模型［１０］，该模糊模型

是以局部线性化为基础，通过模糊推理的方法实现了全局的非线性［１１］，并且可以克服以往模

型的高维问题，具有结构简单、逼近能力强等特点，已成为模糊辨识中常用模型［１２，１３］。
典型的模糊结构辨识方法有：模糊网格法、自适应模糊网格法、模糊聚类法及模糊搜索树

法等。其中，针对ＴＳ模糊模型的模糊聚类法是目前最常用的模糊系统结构辨识方法［１４，１５］，
·０１·
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其中心问题是设定合理的聚类指标，根据该指标所确定的聚类中心可以使模糊输入空间划分

最优。
４智能算法系统辨识法

随着优化理论的发展，智能算法得到了迅速发展和广泛应用，成为解决传统系统辨识问题

的新方法，如遗传算法、蚁群算法、粒子群算法等。这些算法丰富了系统辨识技术，这些优化算

法都是通过模拟揭示自然现象和过程来实现的，其优点和机制的独特，为具有非线性系统的辨

识问题提供了切实可行的解决方案。
２０世纪７０年代初，美国密西根大学的霍兰教授和他的学生提出并创立了一种新型的优

化算法———遗传算法［１６］。遗传算法的基本思想来源于达尔文的进化论，该算法将待求的问题

表示成串（或称染色体），即为二进制码或者整数码串，从而构成一群串，并将它们置于问题的

求解环境中。根据适者生存的原则，从中选择出适应环境的串进行复制，并且通过交换、变异

两种基因操作产生出新的一代更加适应环境的串群。经过一代代的不断变化，最后收敛到一

个最适应环境的串上，即求得问题的最优解。
粒子群优化算法也是一种进化计算技术，１９９５年由Ｅｂｅｒｈａｒｔ博士和Ｋｅｎｎｅｄｙ博士提

出［１７］，该算法源于对鸟群捕食的行为研究。与遗传算法相似，粒子群算法也是从随机解出发，
通过迭代寻找最优解，它也是通过适应度来评价解的品质，但它比遗传算法规则更为简单，没
有遗传算法的“交叉”和“变异”操作，通过追随当前搜索到的最优值来寻找全局最优。这种算

法以其实现容易、精度高、收敛快等优点引起了学术界的重视，并且在解决系统辨识问题中展

示了其特殊的优越性。
文献［１８］利用遗传算法设计了一种辨识系统参数的方法，获得了伺服系统摩擦参数的高

精度估计。文献［１９］中采用适应值比例法与最优保留策略相结合的方法进行繁殖操作，同时

又自适应地改变了交叉和变异的概率，成功地辨识了非线性系统模型。文献［２０］利用粒子群

算法设计了一种辨识非线性系统物理参数的方法，有效地实现了ＲＸ６０机械手中１６个物理

参数的辨识。
差分进化算法是一种新兴的进化计算技术，它是由Ｓｔｏｒｎ等人于１９９５年提出的［２１］。该算

法保留了基于种群的全局搜索策略，采用实数编码、基于差分的简单变异操作和一对一的竞争

生存策略，降低了遗传操作的复杂性。同时，差分进化算法特有的记忆能力使其可以动态跟踪

当前的搜索情况，以调整其搜索策略，具有较强的全局收敛能力和鲁棒性，且不需要借助问题

的特征信息，适于求解一些利用常规的数学规划方法所无法求解的复杂环境中的优化问题。
采用差分进化算法可实现复杂系统的参数辨识［２２，２３］。

智能算法不依赖于问题模型本身的特性，能够快速有效地搜索复杂、高度非线性和多维空

间，非常适合于辨识系统参数，为系统辨识的研究与应用开辟一条新的途径。
近几十年来，系统辨识获得了长足的发展，已经成为控制理论的一个十分活跃而又重要的

分支。由于系统辨识具有很好的工程应用价值，近年来在国内外出版了许多关于系统辨识理

论及应用研究的著作，有代表性的主要有文献［２４～３５］，这些教材和著作的出版，有力地促进

了该学科的发展。
从线性系统的研究过渡到非线性系统的研究是科学发展的必然结果，这不仅是对研究人

员的一种新的挑战，而且也是人类社会向更高级形式演化的一种必然。随着智能算法理论等

的不断成熟，逐渐形成了形式多样的现代的系统辨识方法，并且已在实际问题应用中取得了较

好的使用效果。
·１１·
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系统辨识未来的发展趋势将是经典系统辨识方法理论的逐步完善，同时随着一些新型学

科的产生，有可能形成与之相关的系统辨识方法，使系统辨识成为综合性多学科理论的科学。

思考题与习题１

１１　根据系统辨识的定义，阐述辨识的原理。
１２　阐述系统辨识的３个要素以及它们在辨识中的重要性。
１３　请结合身边的实际控制对象，阐述系统辨识的过程。
１４　辨识中常用的误差准则是什么？在自动控制领域中还有哪些误差准则？它们之间

有何异同？

１５　简述辨识的内容和步骤。

·２１·
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第２章 系统辨识常用输入信号

合理地选用或设计辨识用输入信号，是确保较好辨识性能的前提。本章在分析系统辨识

对输入信号要求的基础上，介绍辨识常用的白噪声、Ｍ序列等输入信号及其性质。

２１　系统辨识对输入信号的要求

离线辨识对于输入信号（即辨识试验信号）具有一定的要求，最低要求是在整个观测周期

内，系统所有模态必须被输入信号持续激励。更进一步，要求输入信号应能使给定系统的辨识

模型精度最高，这就引出了最优输入信号设计问题，包括输入信号类型的选择、信号幅值、带宽

等参数的调整。对于在线辨识，如果不直接利用被辨识对象的正常运行信号，而是采用在正常

运行信号基础上外加辨识输入信号，则必须防止外加输入信号对被辨识系统正常运行产生严

重干扰。
１持续激励条件

所谓持续激励，即输入信号能够充分激励被辨识系统的所有模态。满足持续激励条件则

要求输入信号相对被辨识系统具有足够宽的频带，至少能覆盖被辨识系统的频带，这是系统辨

识对输入信号的基本要求。以连续的非参数模型辨识为例，如果系统通频带的上下限为

ωｍｉｎ≤ω≤ωｍａｘ，则持续激励条件要求输入信号的功率谱密度在 ［ωｍｉｎ，ωｍａｘ］范围内不等于零。
２最优输入信号条件

为了使最优输入信号的设计与参数估计的有效性联系起来，大多最优输入信号设计准则

中，都采用Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵逆的标量函数作为指标函数Ｊ
Ｊ＝（Ｍ－１） （２１）

其中，Ｍ为Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵，即

Ｍ＝Ｅｙ｜θ
ｌｏｇｐ（Ｙ｜θ）

［ ］θ
ｌｏｇｐ（Ｙ｜θ）

［ ］θ｛ ｝
Ｔ

因此，使Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵逆的一个标量函数达到最小的输入信号即为最优输入信号。标量函

数（·）可以作为评价模型辨识精度的度量函数，常用的形式有

Ａ最优准则： Ｊ＝Ｔｒ（Ｍ－１）　或　Ｊ＝Ｔｒ（ＷＭ－１） （２２）
Ｄ最优准则： Ｊ＝ｄｅｔ（Ｍ－１）　或　Ｊ＝ｌｏｇ［ｄｅｔ（Ｍ－１）］ （２３）

其中，Ｗ 为非负定矩阵。
结合被辨识系统，选择最优输入信号准则后就可以进行最优输入信号的设计。下面以一

线性定常离散单输入单输出系统为例，介绍最优输入信号的设计方法。
设含有噪声的单输入单输出系统为

ｙ（ｋ）＝ｂ１ｕ（ｋ－１）＋ｂ２ｕ（ｋ－２）＋…＋ｂｎｕ（ｋ－ｎ）＋ｖ（ｋ） （２４）
其中，｛ｕ（ｋ）｝，｛ｙ（ｋ）｝为系统的输入、输出序列，｛ｖ（ｋ）｝为零均值独立同分布正态随机噪声序

列，其协方差为Σ。
根据最优输入信号准则，首先需要推导信息矩阵Ｍ与输入序列｛ｕ（ｋ）｝之间的关系。设

·３１·
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βＴ＝［ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ，Σ］＝
Δ［θＴ，Σ］ （２５）

ｖ（ｋ）＝ｙ（ｋ）－ψＴ（ｋ）θ （２６）
其中，ψＴ（ｋ）＝［ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－２） … ｕ（ｋ－ｎ）］。

当ｋ＝１，２，…，Ｎ，得到下列矩阵

Ｖ＝Ｙ－Ψθ （２７）
其中，Ｖ＝［ｖ（１），ｖ（２），…，ｖ（Ｎ）］Ｔ，Ｙ＝［ｙ（１），ｙ（２），…，ｙ（Ｎ）］Ｔ，Ψ＝［ψＴ（１），ψＴ（２），…，

ψＴ（Ｎ）］。根据输入／输出观测序列，Ψ为已知。Ｆｉｓｈｅｒ信息矩阵Ｍ为

Ｍ＝ＥＹ｜β
ｌｏｇｐ（Ｙ｜β）

［ ］β
ｌｏｇｐ（Ｙ｜β）

［ ］β｛ ｝
Ｔ

（２８）

因｛ｖ（ｋ）｝为独立同分布正态序列，条件概率密度函数为

ｐ（Ｙ｜β）＝（２πΣ）－
Ｎ
２ｅｘｐ －１２

·１
Σ
（Ｙ－Ψθ）Ｔ（Ｙ－Ψθ｛ ｝） （２９）

所以

ｌｏｇｐ（Ｙ｜β）
θ

＝１ΣΨ
Ｔ（Ｙ－Ψθ）＝ΔＶ１ （２１０）

ｌｏｇｐ（Ｙ｜β）
Σ

＝－Ｎ２Σ＋
１
２Σ２
（Ｙ－Ψθ）Ｔ（Ｙ－Ψθ）＝ΔＶ２＝ＶＴ２ （２１１）

根据式（２８），有

Ｍ＝ＥＹ｜β
Ｖ１
Ｖ［ ］
２

［ＶＴ１ Ｖ２｛ ｝］＝ＥＹ｜βＶ１Ｖ
Ｔ
１ Ｖ１Ｖ２

Ｖ２ＶＴ１ Ｖ［ ］２
２

（２１２）

而

ＥＹ｜β［Ｖ１Ｖ２］＝ＥＹ｜β
１
ΣΨ

Ｔ（Ｙ－Ψθ）－Ｎ２Σ＋
１
２Σ２
（Ｙ－Ψθ）Ｔ（Ｙ－Ψθ［ ］｛ ｝）

＝ＥＹ｜β －
Ｎ
２Σ２Ψ

Ｔ（Ｙ－Ψθ）＋ １２Σ３Ψ
Ｔ（Ｙ－Ψθ）（Ｙ－Ψθ）Ｔ（Ｙ－Ψθ｛ ｝）

（２１３）
由于噪声序列 ｛ｖ（ｋ）｝为零均值独立同分布正态随机变量，其一阶、三阶矩均为零，另外，

Ψ已知，因此有

ＥＹ｜β［Ｖ１Ｖ２］＝０ （２１４）
同理

ＥＹ｜β［Ｖ２ＶＴ１］＝０ （２１５）
另外

ＥＹ｜β［Ｖ１ＶＴ１］＝ＥＹ｜β
１
Σ２Ψ

Ｔ（Ｙ－Ψθ）（Ｙ－Ψθ）｛ ｝Ψ ＝１Σ２Ψ
ＴΣΨ＝１ΣΨ

ＴΨ （２１６）

ＥＹ｜β［Ｖ２２］＝ＥＹ｜β －Ｎ２Σ＋
１
２Σ２Ｖ

Ｔ［ ］Ｖ｛ ｝
２

　　　　　　　　　

＝ＥＹ｜β
Ｎ２
４Σ２－

Ｎ
２Σ３Ｖ

ＴＶ＋ １４Σ４Ｖ
ＴＶＶＴ｛ ｝Ｖ

＝ＥＹ｜β
Ｎ２
４Σ２－

Ｎ
２Σ３
∑
Ｎ

ｋ＝１
ｖ２（ｋ）＋ １４Σ４∑

Ｎ

ｋ＝１
ｖ２（ｋ）∑

Ｎ

ｓ＝１
ｖ２（ｓ烅

烄
烆

烍
烌
烎
）

（２１７）
由正态分布的四阶矩公式可得

·４１·
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ＥＹ｜β ∑
Ｎ

ｋ＝１
ｖ２（ｋ）∑

Ｎ

ｓ＝１
ｖ２（ｓ｛ ｝） ＝３ＮΣ２＋（Ｎ２－Ｎ）Σ２ （２１８）

因此根据式（２１７）、式（２１８），得

ＥＹ｜β［Ｖ２２］＝
Ｎ２
４Σ２－

Ｎ２
２Σ２＋

１
４Σ４
［３ＮΣ２＋（Ｎ２－Ｎ）Σ２］＝Ｎ２Σ２

（２１９）

将式（２１４）、式（２１５）、式（２１６）、式（２１９）代入式（２１２）得

Ｍ＝ＥＹ｜β
Ｖ１ＶＴ１ Ｖ１Ｖ２
Ｖ２ＶＴ１ Ｖ［ ］２

２
＝

１
ΣΨ

ＴΨ ０

０ Ｎ
２Σ

熿

燀

燄

燅２
（２２０）

因为

Ψ＝

ｕ（０） ｕ（－１） … ｕ（１－ｎ）
ｕ（１） ｕ（０） … ｕ（２－ｎ）
   

ｕ（Ｎ－１）ｕ（Ｎ－２） … ｕ（Ｎ－ｎ

熿

燀

燄

燅）

（２２１）

所以

ΨＴΨ＝∑
Ｎ

ｋ＝１

ｕ２（ｋ－１） ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－２） … ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－ｎ）
ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－２） ｕ２（ｋ－２） … ｕ（ｋ－２）ｕ（ｋ－ｎ）

   

ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－ｎ） … … ｕ２（ｋ－ｎ

熿

燀

燄

燅）

（２２２）

定义平均信息矩阵珨Ｍ

珨Ｍ ＝ＭＮ
（２２３）

则有

珨Ｍ＝

Γ
Σ ０

０ １
２Σ

熿

燀

燄

燅２
（２２４）

其中

Γ＝１Ｎ∑
Ｎ

ｋ＝１

ｕ２（ｋ－１） ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－２） … ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－ｎ）
ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－２） ｕ２（ｋ－２） … ｕ（ｋ－２）ｕ（ｋ－ｎ）

   

ｕ（ｋ－１）ｕ（ｋ－ｎ） … … ｕ２（ｋ－ｎ

熿

燀

燄

燅）

（２２５）

式（２２５）给出了信息矩阵与输入信号之间的相互关系，在此基础上，如果采用Ｄ最优设计准

则Ｊ＝ｌｏｇ［ｄｅｔ（珨Ｍ－１）］，附加输入功率限制设计最优输入信号，有

１
Ｎ∑

Ｎ

ｋ＝１
ｕ２（ｋ－ｉ）＝１　ｉ＝１，２，…，ｎ （２２６）

根据式（２２６），最优输入信号的设计问题就成为如何选择 ｛ｕ（ｋ）｝，在满足式（２２６）的条

件下，使准则Ｊ最优（极小）。也就是说，在Ｄ最优设计准则下，参数估计的精度通过Ｆｉｓｈｅｒ
信息矩阵Ｍ依赖于输入 ｛ｕ（ｋ）｝。

·５１·
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　　因为

Ｊ＝ｌｏｇ［ｄｅｔ（珨Ｍ－１）］＝－ｌｏｇ（ｄｅｔ珨Ｍ）＝－ｌｏｇｄｅｔΓ［ ］Σ ＋ｌｏｇ２Σ２

＝－ｌｏｇ（ｄｅｔΓ）＋ｌｏｇ２Σｎ＋２

根据线性代数理论：一个对角元素全为１的正定矩阵Γ，只有当其非对角元素全为零时，
ｌｏｇ（ｄｅｔΓ）将达到它的极大值。因此，根据式（２２６），最优输入信号 ｛ｕ（ｋ）｝应满足

１
Ｎ∑

Ｎ

ｋ＝１
ｕ（ｋ－ｉ）ｕ（ｋ－ｊ）＝

１　ｉ＝ｊ
０　ｉ≠｛ ｊ

（２２７）

即如果被辨识系统输出为独立同分布正态序列，则符合Ｄ最优辨识用输入信号的自相关函数

应具有脉冲的形式。

２２　系统辨识常用的输入信号

根据系统辨识对输入信号持续激励及最优的要求，常用的输入信号有白噪声、Ｍ序列等，
下面将对这些常用输入信号的概念、产生方法及性质进行逐一介绍。

２２１　白噪声信号

白噪声信号是一种功率谱密度Ｓ（ω）在整个频域内为非零常数的平稳随机信号或随机过

程（如图２１所示），即
Ｓ（ω）＝σ２，　－∞＜ω＜∞

白噪声的命名源自“白色光”。由各种频率（颜色）的单色光混合而成的白色光具有功率均

匀分布的性质，因而被称为是“白色”的。借用这一概念，将同样具有该性质的噪声称为 “白噪

声”，相对地，将不具有这一性质的噪声称为有色噪声。有色噪声可以看作由白噪声驱动的成

形滤波器输出，二者关系如图２２所示。

图２１　白噪声功率谱密度
　

　　

图２２　有色噪声与白噪声的关系
　

图２３　白噪声信号

自相关函数

除功率谱密度在整个频域内为非零常数之外，白噪声还具有

如下性质：

① 均值为零———设白噪声为ｗ（ｔ），则Ｅ［ｗ（ｔ）］＝０；

② 无记忆性———白噪声ｔ时刻的数值与ｔ时刻以前的过去值

无关，也不影响ｔ时刻以后的将来值，即不同时刻的随机信号互不

相关，其自相关函数（如图２３所示）为
Ｒｗ（τ）＝σ２δ（τ） （２２８）

其中，δ（τ）为Ｄｉｒａｃ函数为

·６１·
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δ（τ）＝
∞　τ＝０
０　τ≠｛ ０

　 且　∫
∞

－∞
δ（τ）ｄτ＝１

理想的白噪声具有无限带宽，因而其功率无限大，这在现实世界是不可能存在的。因此，
在实际应用中，常常将具有平均功率接近均匀分布的有限带宽信号近似认为是白噪声，即一个

噪声过程所具有的频谱宽度远远大于它所作用系统的带宽，并且在该带宽中其频谱密度可以

近似为常数，就可以把它作为白噪声来处理。例如，热噪声和散弹噪声在很宽的频率范围内具

有均匀功率谱密度，通常可以认为它们是白噪声。另外，如果白噪声的幅度分布服从高斯分

布，则称为高斯白噪声。
白噪声信号的离散形式称为白噪声序列，与白噪声信号类似，白噪声序列 ｛ｘ（ｋ）｝的谱密

度在整个频域范围内为常数σ２，而且序列不同时刻不相关，对应的自相关函数为

Ｒｘ（ｎ）＝Ｅ［ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋ｎ）］＝σ２δ（ｎ）　　ｎ＝０，±１，±２，… （２２９）

其中，δ（ｎ）为Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ符号：δ（ｎ）＝
１　ｎ＝０
０　ｎ≠｛ ０

。

根据式（２２９）可知，白噪声序列满足最优输入信号要求，因此常常作为辨识用输入信号。

２２２　白噪声序列的产生

把各种不同分布的白噪声序列统称为随机序列，产生随机数有多种不同的方法，这些方法

被称为随机数发生器。真正的随机数是使用物理现象产生的，比如掷钱币、骰子、转轮、电子元

件的噪声、核裂变等，这样的随机数发生器叫做物理性随机数发生器，它们的缺点是技术要求

比较高。
实际应用中，随机序列通常都是用某些数学公式计算而产生的伪随机序列代替。伪随机

序列可以预先确定，而且可以周期性地重复产生，因此在数学意义上已经不是真正地随机，但
如果伪随机数能够通过一系列的统计检验，具有随机序列的统计特性，则在实际中可代替随机

序列予以应用。
理论上而言，只要有了一种具有连续分布的伪随机数，就可以通过函数变换的方法产生其

他任意分布的伪随机数。（０，１）均匀分布的伪随机数是最简单、最基本的一种。下面分别介绍

（０，１）均匀分布伪随机数发生器及其统计检验，并进一步介绍如何通过均匀分布伪随机数发生

器得到正态分布伪随机序列。
１（０，１）均匀分布的伪随机数的产生

用数学方法产生（０，１）均匀分布伪随机数本质上是实现如下递推运算

ξｉ＝ｆ（ξｉ－１，ξｉ－２，…，ξ１） （２３０）
根据式（２３０）选择适当的函数形式ｆ，以保证产生的伪随机数ξｉ具有良好的统计性质，如

分布的均匀性、抽样的随机性、试验的独立性等，并且还要求伪随机数产生效率高、循环周期足

够长。
（１）乘同余法产生（０，１）均匀分布的伪随机数

乘同余法产生（０，１）均匀分布的伪随机数分为两步。
第一步：用递推同余式产生正整数序列 ｛ｘｉ｝

ｘｉ＝Ａｘｉ－１（ｍｏｄＭ）　ｉ＝１，２，… （２３１）
式（２３１）表示下一个伪随机数ｘｉ 是上一个伪随机数ｘｉ－１乘以Ａ，然后对Ｍ 取余获得。

其中，Ａ，Ｍ的选取与计算机字长有关，初值ｘ０ 也称为种子，一般取正的奇数。常用的参数取

·７１·
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值为ｘ０＝１，Ａ＝５１３，Ｍ＝１０３６或ｘ０＝１，Ａ＝５１７，Ｍ＝２４２－１。
第二步：令

ξｉ＝
ｘｉ
Ｍ　　ｉ＝１

，２，… （２３２）

｛ξｉ｝即为（０，１）均匀分布的伪随机序列。
【例２１】利用乘同余法，选Ａ＝５１７，Ｍ＝２４２，递推１００次，产生（０，１）均匀分布随机数。采

用ＭＡＴＬＡＢ仿真语言编程，仿真程序见ｃｈａｐ２＿１ｍ，程序运行结果如图２４所示。

图２４　（０，１）均匀分布随机数序列
　

产生的（０，１）均匀分布随机序列如下：
!"#$% !%"&% !$$!# !"’"$ !!()) !"&’’ !!!’! !%(#)
!)#&" !’*%) !$)"# !(*"# !*)!* !&$)! !"!*# !’"*)
!$#’$ !"%!* !&**$ !$(%& !’!(* !$%*% !$’!) !!!$&
!*’$* !!’*) !(’’) !$)"* !%")# !’!() !)*#* !*$(&
!(*(! !)((( !(#)% !&!!( !)(*( !&)#" !((!& !!))&
!*!() !)!)) !$%($ !$’!! !"$#) !"""& !’’*) !#(*"
!’%!’ !’"(% !!*’# !(*($ !#)*# !(’!) !%&!" !#"’’
!#*$# !"’") !(&%* !$&&& !)"#! !’)"% !$#)’ !*&!*
!!&$$ !)%#! !!)’& !%%*" !"()) !$%!! !"$%# !)**&
!’*’% !*"*& !"#’( !(%)( !%$!$ !!%%) !((#) !!("%
!*!!! !)#&& !’"*! !!%&) !(!** !’#’* !$$#( !(!$)
!*’!& !’$!% !&&’$ !**%& !($$) !&((& !*’&% !"*$"
!’!’’ !!)*" !%)!! !$#"’

仿真程序：ｃｈａｐ２＿１ｍ
+,-./ .,,0
+,12- .,,0
34%5"#0 64"!!0 7!4"0 84’5&’0 9 初始化

:1/ ;4"<6 9 乘同余法递推 "!!次开始

　　7’43= 7!0

·８１·
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　　7"4>1?@7’A8B0 9 将 7’存储器的数除以 8，取余数放入 7"中

　　C"47"D80 9 将 7"存储器中的数除以 8 得到随机数

　　C@<A;B4C"0 9 将 C"中的数存放在矩阵 C 中的第 ; 列

　　7!47"0
　　C!4C"0
-E? 　　9 递推 "!!次结束

C’4C 　　9 将矩阵 C 中的随机数存放在 C’中

9 F/.GH-/　绘图

;"4;0
;4"<;"0
G,1I@;ACA;ACAJ/JB0
7,.K-,@J;JBAL,.K-,@JCJB0
IMI,-@J@!A"B均匀分布的随机序列 JB

（２）混合同余法产生（０，１）均匀分布的伪随机数

乘同余法在一定条件下是混合同余法的一个特例。混合同余法与乘同余法产生（０，１）均
匀分布的伪随机数方法区别在于递推同余式函数形式不同。混合同余法分为两步实现。

第一步：混合同余法产生伪随机数的递推同余式为

ｘｉ＝（Ａｘｉ－１＋ｃ）（ｍｏｄＭ） （２３３）

其中，Ａ，Ｍ均取整数，一般为Ａ＝２ｎ＋１（２≤ｎ≤３４），ｎ越大，伪随机数序列的相关系数就越小，
但是ｎ取值过大，占用机器时间也会增加，因此ｎ取值需合理选取；Ｍ＝２ｋ，ｋ＞２；ｃ为正整

数；初值ｘ０ 为非负整数。
第二步：与乘同余法第二步实现相同，即令

ξｉ＝
ｘｉ
Ｍ　　ｉ＝１

，２，… （２３４）

｛ξｉ｝即为（０，１）均匀分布的伪随机序列。
２（０，１）均匀分布伪随机数的统计检验

（０，１）均匀分布伪随机数统计检验包括均匀性检验、独立性检验、组合规律检验、无连贯性

检验、参数检验等，一个伪随机数序列能通过的检验越多，则该发生器就越优良可靠。在所有

检验中，最基本的是均匀性和独立性检验。均匀性是指在［０，１］区域内，等长度区间的随机数

分布个数应相等。独立性是按先后顺序出现的若干个随机数中，每个数的出现都和它前后的

各个数无关。
（１）均匀性检验

均匀性检验是所有检验中最简单的一种。它的方法很多，常用的如χ２ 检验法。
设在区间［０，１］上的伪随机数序列为｛ξｉ｝。如果该伪随机数是均匀分布的，则将［０，１］区

间分成ｋ个相等的子区间后，落在每个子区间的伪随机数个数Ｎｉ 应近似为Ｎ／ｋ。Ｎｉ 也称频

数，统计误差σｉ＝ Ｎ槡 ｉ－ Ｎ／槡 ｋ。统计量χ２ 按定义应为

χ２＝∑
ｋ

ｉ＝１

（Ｎｉ－Ｎ／ｋ）２
Ｎ／ｋ ＝ｋＮ∑

ｋ

ｉ＝１
（Ｎｉ－Ｎ／ｋ）２ （２３５）

判断式（２３５）中χ２ 是否服从χ２（ｋ－１）分布，设显著性水平值为α，ｋ－１个自由度且显著

水平为α时，χ２ 表中对应值为ｔα。如果χ２＜ｔａ，则认为在α的显著水平下，原伪随机数在

［０，１］区间是均匀分布的假设是正确的；反之如果计算得到的χ２ 大于ｔα，则认为在α显著水平

·９１·
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下，伪随机数不满足均匀性的要求。通常取显著水平α为００１或００５，为了反映均匀性分布

特性，一般ｋ的取值要能使每个子区间都有若干个伪随机数。
（２）独立性检验

如果把［０，１］上的伪随机数序列 ｛ξｉ｝分成两列：ξ１，ξ３，…，ξ２Ｎ－１和ξ２，ξ４，…，ξ２Ｎ，第一列作

为随机变量ｘ的取值，第二列作为随机变量ｙ的取值。在ｘｙ平面内的单位正方形域 ［０≤ｘ≤１，
０≤ｙ≤１］上，分别以平行于坐标轴的平行线，将正方形域分成ｋ×ｋ个相同面积的小正方形网

格。落在每个网格内的随机数的频数ｎｉｊ应近似等于Ｎ／ｋ２，由此可以算出χ２ 为

χ２＝∑
ｋ

ｉ，ｊ＝１

ｋ２
Ｎ
（ｎｉｊ－Ｎｋ２

）２ （２３６）

χ２ 应满足χ２（（ｋ－１）２）分布，采用与均匀性检验相同的方法，假定显著性水平来进行检

验。也可以把伪随机数序列分为三列、四列等多个数列，采用与上述相同的方法进行多维独立

性检验。

３正态分布伪随机数的产生

根据林德伯格—勒维中心极限定理：ｎ个相互独立、同分布且存在均值与方差的随机变

量，其和服从渐近正态分布。因此，可以采用均匀分布的伪随机数，通过抽样来产生服从正态

分布的随机数。下面介绍两种基于均匀分布伪随机数产生正态分布伪随机数的方法：一种方

法为统计近似抽样法，另一种为变换抽样法。
（１）统计近似抽样法

设｛ξｉ｝是（０，１）均匀分布的伪随机数序列，则

μξ＝Ｅ｛ξｉ｝＝∫
１

０ξｉｐ
（ξｉ）ｄξｉ＝

１
２

（２３７）

σ２ξ ＝Ｖａｒ｛ξｉ｝＝∫
１

０
（ξｉ－μ）２ｐ（ξｉ）ｄξｉ＝

１
１２

（２３８）

根据中心极限定理，由ｎ个在（０，１）区间上均匀分布的伪随机数所构成的随机变量 ! 为

! ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

ｎ
２

（２３９）

! 则是一个近似的正态随机变量，服从正态分布Ｎ ０，１（ ）１２ ，当ｎ→∞时，有

ｘ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ－ｎμξ

ｎσ２槡 ξ

＝
∑
ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

ｎ
２

ｎ／槡 １２
～Ｎ（０，１） （２４０）

如果η～Ｎ（μη，σ２η）是要产生的正态分布随机变量，则首先经标准化处理

η－μη
σ２槡η

～Ｎ（０，１） （２４１）

比较式（２４１）和式（２４０），则有

η－μη
σ２槡η

＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

ｎ
２

ｎ槡１２
（２４２）

因此

·０２·
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η＝μη＋ση
∑
Ｎ

ｉ＝１
ξｉ－

ｎ
２

ｎ槡１２
（２４３）

ｎ在实际中的具体取值，可以根据统计检验使η的统计性质满足要求确定。试验表明：
ｎ＝１２时，η的统计性质就比较理想了。

（２）变换抽样法

变换抽样法的基本思想是将一个复杂分布的抽样，变换为已知的简单分布抽样。抽样步

骤为：首先对满足简单分布密度函数进行抽样，然后通过变换得到满足分布密度函数的抽样

值。对于ξ１ 和ξ２ 是两个互为独立的（０，１）均匀分布随机变量这种特殊情况，则变换方式为

η１＝（－２ｌｏｇξ１）
１
２ｃｏｓ２πξ２

η２＝（－２ｌｏｇξ１）
１
２ｓｉｎ２πξ

烅
烄

烆 ２

（２４４）

η１，η２ 是相互独立、服从Ｎ（０，１）正态分布的随机变量。

２３　Ｍ序列的产生及其性质

伪随机二进制序列（ＰｓｅｕｄｏＲａｎｄｏｍＢｉｎａｒｙＳｅｑｕｅｎｃｅ，ＰＲＢＳ）是广泛应用的一种伪随机

序列，所谓“二进制”是指序列中每个随机变量只有“０”或“１”两种逻辑状态。伪随机二进制序

列可由多级线性反馈移位寄存器组成的随机信号发生器产生，其中具有最长循环周期的线性

移位寄存器序列是伪随机二进制序列最常见的一种形式，简称 Ｍ 序列（ＭａｘｉｍａｌＬｅｎｇｔｈ
Ｓｅｑｕｅｎｃｅ）。Ｍ序列由于具有近似白噪声的性质，而且工程上易于实现，能够保证较好的系统

辨识精度，是普遍采用的一种辨识用输入信号。
１Ｍ序列的产生

首先介绍多级线性反馈移位寄存器产生伪随机二进制序列的过程。以一个４级线性反馈

移位寄存器产生伪随机二进制序列为例，如图２５所示。

图２５　线性反馈移位寄存器产生伪随机二进制序列结构图
　

假设４个移位寄存器Ａ１，Ａ２，Ａ３，Ａ４ 输出的初态非全零，移位寄存器的工作原理是：一个

移位脉冲来到后，每级移位寄存器的输出移到下一级移位寄存器作为输入，最末一级移位寄存

器的输出即为伪随机二进制序列。设置模二加法门于Ａ３、Ａ４ 输出处，形成反馈通道。模二加

法门的加法规则为

１１＝０　００＝０　１０＝１　０１＝１ （２４５）
在移位脉冲的作用下，寄存器各级状态变化如表２１所示。

·１２·
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表２１　寄存器各级状态变化表

移位
脉冲

寄存器
０ １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５ １６

Ａ１ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ １ １ １ １ ０

Ａ２ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ １ １ １ １

Ａ３ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ １ １ １

Ａ４ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ １ １

　　从表２１可以看出，寄存器的各级状态均以周期为１５进行循环，所产生的 Ｍ序列为

１１１１０００１００１１０１０，如果模二加法门设置在Ａ２，Ａ４ 输出处时，所产生的输出序列为１１１１１００。
由此可见，反馈通道选择的不同，将产生不同循环周期的伪随机二进制序列。采用ｎ级线性

反馈移位寄存器，能够产生的伪随机二进制序列最长循环周期为Ｎ＝２ｎ－１，这种具有最长循

环周期的伪随机二进制序列即为 Ｍ序列。因此，要产生 Ｍ序列，反馈通道的选择不是任意

的，那么究竟应该如何选择反馈通道，才能保证生成的是Ｍ序列呢？

问题的回答涉及近世代数有限域理论，由线性反馈移位寄存器产生的伪随机二进制序列

可以表示为一变量Ｘ的多项式：
Ｇ（Ｘ）＝ｇｍＸｍ ｇｍ－１Ｘｍ－１…ｇ２Ｘ２ｇ１Ｘｇ０ （２４６）

式（２４６）称为发生器多项式（ＧｅｎｅｒａｔｏｒＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ），其中，系数ｇｉ 为权值，如果取值为１则

表示反馈连接，０表示无反馈连接，多项式的阶次ｍ表示移位寄存器的级数，“”表示模二

加法。
例如，发生器多项式：Ｇ（Ｘ）＝Ｘ３Ｘ１１表示线性反馈移位寄存器序列是通过将第３级

移位寄存器和第１级移位寄存器进行模二相加后，反馈至第０级移位寄存器获得的，反馈通道

表示为［３，１］，如图２６所示。

图２６　发生器多项式示意图
　

产生Ｍ序列的发生器多项式必须为本原（Ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ）多项式，该多项式是ｎ次既约多项

式，而且该多项式是多项式ＸＮ１的一个因子，其中Ｎ＝２ｎ－１。
根据Ｍ序列对发生器多项式的要求，下面以３级移位寄存器为例，说明如何确定反馈通

道。根据本原多项式的定义，产生Ｍ序列的发生器多项式是多项式Ｘ７１的一个因子，根据

模二线性代数运算法则可知

Ｘ７１＝（Ｘ１）（Ｘ３Ｘ１）（Ｘ３Ｘ２１） （２４７）
本原多项式是其阶数与寄存器级数相同的因子，可见上式中，后两项为本原多项式，因此有两

组反馈通道可供选择：［３，１］，［３，２］。
给定任意级数的移位寄存器，要产生Ｍ序列，总是存在偶数组反馈通道可供选择。例如

一组反馈通道为 ［ｆ１，ｆ２，…，ｆｊ］，总有另外一组反馈通道 ［ｆ１，ｎ－ｆ２，…，ｎ－ｆｊ］伴随存在，其
·２２·
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中，ｎ为寄存器的级数。由伴随反馈通道产生的Ｍ序列称为原Ｍ序列的镜像。
为了应用方便，表２２列出了常用的３～６级移位寄存器产生Ｍ序列可供选择的反馈通

道组，其中不包括伴随反馈通道。
表２２　３～６级移位寄存器反馈通道组列表

移位寄存器级数ｎ 反馈通道组 移位寄存器级数ｎ 反馈通道组

３ ［３，２］ ６ ［６，５］；［６，５，４，１］；［６，５，３，２］

４ ［４，３］ ７

［７，６］；［７，４］；［７，６，５，４］

［７，６，５，２］；［７，６，４，２］

［７，６，４，１］；［７，５，４，３］

［７，６，５，４，３，２］

［７，６，５，４，２，１］

５

［５，３］

［５，４，３，２］

［５，４，３，１］ ８

［８，７，６，１］

［８，７，５，３］

［８，７，３，２］

［８，６，５，４］

［８，６，５，３］

［８，６，５，２］

［８，７，６，５，４，２］

［８，７，６，５，２，１］

２Ｍ序列的基本性质

Ｍ序列除了具有伪随机二进制序列性质之外，还具有近似白噪声的统计特性，下面就Ｍ
序列的基本性质逐一进行介绍。

基本性质１：Ｍ序列的一个循环周期Ｎ＝２ｎ－１内，逻辑“０”出现的次数为 （Ｎ－１）／２，逻
辑“１”出现的次数为 （Ｎ＋１）／２。如图２７所示，循环周期为Ｎ＝７的Ｍ序列，逻辑“０”出现的

次数为３，逻辑“１”出现的次数为４（逻辑电平“０”对应幅值为“ａ”，逻辑电平“１”对应幅值“－ａ”）。

图２７　３级移位寄存器产生的Ｍ序列
　

当循环周期Ｎ较大时，逻辑“０”和逻辑“１”出现

的概率几乎相等。
基本性质２：Ｍ序列中某种状态连续出现的段

称为“游程”。一个ｎ级移位寄存器产生的 Ｍ序列

游程总数为 Ｎ＋１
２
，即２ｎ－１。其中，逻辑“０”游程和

逻辑“１”游程各占一半，长度为１位的游程占 １
２
，长

度为２位的游程占 １
４
，长度为３位的游程占 １

８
……长度为ｉ（１≤ｉ≤ｎ）位的游程占 １

２ｉ
，长度为

ｎ－１的游程只有一个，为逻辑“０”游程；长度为ｎ的游程也只有一个，为逻辑“１”游程。例如，

上述的３级Ｍ序列在一个循环周期Ｎ＝７内，共有７＋１
２ ＝４个游程，逻辑“０”游程与逻辑“１”

游程各有２个，长度为１位的游程有２个，长度为２位的游程和长度为３位的游程各有１个。
基本性质３：将两个彼此移位等价相异的Ｍ序列，按位模二相加后，所得到的新序列仍为

Ｍ序列，并与原Ｍ序列等价。该性质称为移位相加性，数学表示为

ｘＤｒｘ＝Ｄｑｘ　ｒ≥１，ｑ≤Ｎ－１ （２４８）
·３２·
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Ｄｒ，Ｄｑ 表示延迟了ｒ位和ｑ位，Ｎ为Ｍ序列周期。式（２４８）表示一个Ｍ序列与将它延迟了ｒ
位以后的序列按模二加法原则相加，则所得到的新序列是原 Ｍ序列延迟了ｑ位后形成的 Ｍ
序列。

例如

ｘ：１ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０ １ １ １
Ｄ３ｘ：１ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ ０

Ｄ４ｘ：０ １ １ １ １ ０ ０ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １
新的序列０１１１１０００１００１１０１也是Ｍ序列，不过比原Ｍ序列ｘ延迟了４位。
３Ｍ序列的自相关函数

Ｍ序列自相关函数是其重要的统计特性，且求解复杂。根据自相关函数定义，周期为Ｎ
的Ｍ序列ｘ自相关函数表示为

Ｒｘｘ（τ）＝１Ｔ∫
Ｔ

０
ｘ（ｔ）ｘ（ｔ＋τ）ｄｔ＝ １

ＮΔ∫
ＮΔ

０
ｘ（ｔ）ｘ（ｔ＋τ）ｄｔ （２４９）

其中，Δ为移位脉冲周期，将上式写成离散形式

Ｒｘｘ（τ）＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋τ） （２５０）

根据ｋ和τ之间的关系，下面分为４种情况讨论自相关函数。
（１）当τ＝０时

Ｒｘｘ（τ）＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｘ２（ｋ）＝ａ２ （２５１）

其中，ａ为Ｍ序列的幅值，在实际应用中总是把Ｍ序列的逻辑“０”和逻辑“１”对应变换成幅值

为ａ和－ａ的序列。
（２）当－Δ＜τ＜Δ时

根据Ｍ序列的基本性质２，在一个周期内，共有２ｎ－１个游程，即逻辑“１”和逻辑“０”之间的

变换次数共有２ｎ－１次。如图２８所示，以周期为７的Ｍ序列为例，逻辑“１”转换成逻辑“０”或
者逻辑“０”转换成逻辑“１”的次数为２３－１＝４次。从图２８还可以看出，逻辑每转换一次，都要

从Ｒｘｘ（０）中去掉一块ａ
２｜τ｜
ＮΔ

大小的面积，并以一块 －ａ
２｜τ｜
ＮΔ

代替。因此有

Ｒｘｘ（τ）＝ａ２－
（Ｎ＋１）
２

２ａ２τ
ＮΔ ＝ａ２（１－Ｎ＋１Ｎ

τ
Δ
） （２５２）

（３）当τ＝μ（μ＝１，２，…，Ｎ－１的整数）时

Ｒｘｘ（τ）＝１Ｎ∑
Ｎ－１

ｋ＝０
ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ） （２５３）

如果ｋ＝０，１，…，Ｎ－１时，ｘ（ｋ）与ｘ（ｋ＋μ）属于相同逻辑的情况有α种，不同逻辑的情况有β
种，则自相关函数为

Ｒｘｘ（τ）＝ａ
２

Ｎ
（α－β） （２５４）

下一步就需要确定α和β。
根据ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ）与ｘ（ｋΔ）ｘ（ｋΔ＋μΔ）之间的同构关系，两个幅值为ａ的Ｍ序列相乘

等价于该两序列模二相加后所得的幅值为ａ２ 的新序列。这种同构关系如表２３所示。

·４２·
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图２８　－Δ＜τ＜Δ时Ｍ序列自相关函数情况分析（以３级Ｍ序列为例）
　

表２３　两幅值相同的Ｍ序列相乘等价于两序列模二相加所得的幅值为ａ２ 的新序列

ｘ（ｋ） ｘ（ｋ＋μ） ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ） ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ）

ａ，（０） ａ，（０） ａ，（０） ａ２，（０）

ａ，（０） －ａ，（１） －ａ，（１） －ａ２，（１）

－ａ，（１） ａ，（０） －ａ，（１） －ａ２，（１）

－ａ，（１） －ａ，（１） ａ，（０） ａ２，（０）

　　根据Ｍ序列的移位相加性，ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ）获得的新序列仍然是一个 Ｍ序列。再根据

Ｍ序列的基本性质１，逻辑“０”（对应幅值为ａ）出现的次数为（Ｎ－１）／２，逻辑“１”（对应幅值为

－ａ）出现的次数为（Ｎ＋１）／２，因此

α＝Ｎ－１２
，β＝

Ｎ＋１
２

（２５５）

将式（２５５）代入式（２５４），得

Ｒｘｘ（τ）＝ａ
２

Ｎ
（α－β）＝

ａ２
Ｎ
Ｎ－１
２ －Ｎ＋１（ ）２ ＝－ａ

２

Ｎ
（２５６）

（４）当μ＜τ＜（μ＋１）（μ为整数，μ≠０，μ≠Ｎ－１）时
在逻辑状态变化处，ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋τ）的面积与第（３）种情况ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋ｊΔ）（ｊ为整数）的面积

相比，在一个周期内多出的面积等于减少的面积，因此，其自相关函数与式（２５６）相同，即

Ｒｘｘ（τ）＝－ａ
２

Ｎ
（２５７）

以μ＝２Δ，τ＝２５Δ为例，图２９分别绘出ｘ（ｋ），ｘ（ｋ＋τ），ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋τ），ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ）。
比较ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋τ）及ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋μ）可以看出，在一个循环周期内，ｘ（ｋ）ｘ（ｋ＋τ）减少了４块面

积，同时也增加了４块面积，而且增加的面积等于减少的面积，所以总面积相同。
·５２·
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图２９　２Δ＜τ＜３Δ时Ｍ序列的自相关函数情况分析
　

综合（１）、（２）、（３）、（４）四种情况，Ｍ序列的自相关函数可归纳为

Ｒｘｘ（τ）＝
ａ２ １－Ｎ＋１Ｎ

｜τ｜（ ）Δ －Δ≤τ≤Δ

－ａ２／Ｎ Δ＜τ≤（Ｎ－１）
烅
烄

烆 Δ
（２５８）

因为Ｒｘｘ（τ）是以ＮΔ为周期的偶函数，Ｒｘｘ（τ）如图２１０所示。

图２１０　Ｍ序列的自相关函数
　

从图２１０可以看出，当Ｎ→∞，Δ较小时，Ｍ序列的自相关函数具有脉冲的形式，所以Ｍ
序列符合辨识用Ｄ最优输入信号要求，是一种常用的辨识输入信号。
４Ｍ序列的功率谱密度

根据被辨识系统的频谱特性，了解Ｍ序列功率谱密度以便于合理选择Ｍ序列参数。下

面将在Ｍ序列自相关函数的基础上，进行Ｍ序列功率谱密度分析。
将Ｍ序列的自相关函数分解为两个函数之和

Ｒｘｘ（τ）＝Ｒ（１）ｘｘ（τ）＋Ｒ（２）ｘｘ（τ） （２５９）
其中

Ｒ（１）ｘｘ（τ）＝
ａ２ １＋１（ ）Ｎ １－｜τ｜（ ）Δ 　　－Δ≤τ≤Δ

０　　Δ＜τ≤（Ｎ－１）
烅
烄

烆 Δ
（２６０）

·６２·

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



Ｒ（２）ｘｘ（τ）＝－ａ２／Ｎ （２６１）
分解示意图如图２１１所示。

图２１１　Ｍ序列的自相关

函数分解示意图
　

相应地，Ｍ 序列 的 谱 密 度 也 等 于 两 个 谱 密 度

之和

Ｓｘｘ（ω）＝Ｓ（１）ｘｘ（ω）＋Ｓ（２）ｘｘ（ω） （２６１）
下面分别根据Ｒ（１）ｘｘ（τ）和Ｒ（２）ｘｘ（τ）来求取Ｓ（１）ｘｘ（ω）

和Ｓ（２）ｘｘ（ω）。
根据维纳—辛钦公式

Ｓ（ω）＝∫
∞

－∞
Ｒ（τ）ｅ－ｊωτｄτ （２６２）

随机信号的功率谱密度Ｓ（ω）是其自相关函数

Ｒ（τ）的傅里叶变换。由于 Ｍ 序列为离散信号且

Ｒ（１）ｘｘ（τ）为偶函数，因此有

Ｒ（１）ｘｘ（τ）＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
ｃｋｅｊｋω０τ （２６３）

其中，基频ω０＝２πＴ
。

ｃｋ＝１Ｔ∫
Ｔ／２

－Ｔ／２
Ｒ（１）ｘｘ（τ）ｅ－ｊｋω０τｄτ （２６４）

将式（２６４）代入式（２６３）得

Ｓ（１）ｘｘ（ω）＝∫
∞

－∞∑
∞

ｋ＝－∞
ｃｋｅｊｋω０τｅ－ｊωτｄτ＝∫

∞

－∞∑
∞

ｋ＝－∞
ｃｋｅ－ｊ

（ω－ｋω０）τｄτ

＝ ∑
∞

ｋ＝－∞
ｃｋ∫

∞

－∞
ｅ－ｊ（ω－ｋω０）τｄτ （２６５）

ｅｊｋω０τ的傅里叶变换为

∫
∞

－∞
ｅｊｋω０τｅ－ｊωτｄτ＝∫

∞

－∞
ｅ－ｊ（ω－ｋω０）τｄτ＝２πδ（ω－ｋω０） （２６６）

将式（２６６）代入式（２６５），得

Ｓ（１）ｘｘ（ω）＝２π∑
∞

ｋ＝－∞
ｃｋδ（ω－ｋω０） （２６７）

根据式（２６４），有

ｃｋ＝１Ｔ∫
Ｔ／２

－Ｔ／２
Ｒ（１）ｘｘ（τ）ｅ－ｊｋω０τｄτ＝２Ｔ∫

Ｔ／２

０
Ｒ（１）ｘｘ（τ）ｃｏｓｋω０τｄτ

＝ ２
ＮΔ∫

Δ

０
ａ２ １＋１（ ）Ｎ １－τ（ ）Δ ｃｏｓｋω０τｄτ＋∫

ＮΔ／２

Δ
０ｃｏｓｋω０τｄ（ ）τ

＝２ａ
２

ＮΔ
１＋１（ ）Ｎ １

ｋω０ｓｉｎｋω０Δ－
１
Δω２
（ｃｏｓｋω０Δ－１＋ｋω０Δｓｉｎｋω０Δ（ ））

＝２ａ
２

ＮΔ
Ｎ＋１
ＮΔ（ｋω０）２

（１－ｃｏｓｋω０Δ（ ））
＝ａ

２

Ｎ
Ｎ＋１
Ｎ

ｓｉｎ（ｋω０Δ／２）
ｋω０Δ／（ ）２（ ）

２
（２６８）

·７２·

电子工业出版社版权所有 

   
   

 盗
版必究



将式（２６８）代入式（２６７），又由于ｌｉｍ
ｘ→０

ｓｉｎｘ
ｘ ＝１，因此有

　　　Ｓ（１）ｘｘ（ω）＝２πａ
２

Ｎ
Ｎ＋１
Ｎ ∑

∞

ｋ＝－∞

ｓｉｎ（ｋω０Δ／２）
ｋω０Δ／（ ）２

２

δ（ω－ｋω０）

＝２πａ
２（Ｎ＋１）
Ｎ２ δ（ω）＋２πａ

２（Ｎ＋１）
Ｎ２ ∑

∞

ｋ＝－∞
ｋ≠０

ｓｉｎ（ｋω０Δ／２）
ｋω０Δ／（ ）２

２

δ（ω－ｋω０）

（２６９）

因为１的傅里叶变换为２πδ（ω），因此

Ｓ（２）ｘｘ（ω）＝－２πａ
２

Ｎδ
（ω） （２７０）

根据式（２６２）、式（２６９）和式（２７０），有

　　　Ｓｘｘ（ω）＝Ｓ（１）ｘｘ（ω）＋Ｓ（２）ｘｘ（ω）

＝２πａ
２

Ｎ２δ
（ω）＋２πａ

２（Ｎ＋１）
Ｎ２ ∑

∞

ｋ＝－∞
ｋ≠０

ｓｉｎ（ｋω０Δ／２）
ｋω０Δ／（ ）２

２

δ（ω－ｋω０） （２７１）

根据式（２７１），绘制Ｍ序列的功率谱如图２１２所示。

图２１２　Ｍ序列的功率谱密度
　

从图２１２可以看出：

①Ｓｘｘ（ω）是以２πａ
２（Ｎ＋１）
Ｎ２

ｓｉｎ（ｋω０Δ／２）
ｋω０Δ／（ ）２

２
为包络线的线条谱，当ｋ＝Ｎ，２Ｎ，…时，

Ｓｘｘ（ω）＝０，说明Ｍ序列的频谱中不包含基频ω０ 的整数倍频成分；

② 当ω≈２π３Δ
时，ｓｉｎ（ωΔ／２）

ωΔ／（ ）２
２

＝０７０７，因此，Ｍ序列的频带为Ｂ≈１３Δ
（Ｈｚ）；

③ 当ω＝０时，Ｓｘｘ（０）＝２πａ
２

Ｎ２
，说明Ｍ序列的直流成分与Ｎ２ 成反比；

④Ｓｘｘ（ω）的谱线密度与周期ＮΔ成正比，周期越长，谱线则越密，另外各频谱分量与Ｎ大

致成反比。

５Ｍ序列参数选择及ＭＡＴＬＡＢ实现

选择Ｍ序列作为辨识用输入信号时，需要确定Ｍ序列的幅值ａ、移位脉冲周期Δ和循环

周期Ｎ 三个参数。Ｍ序列参数的选择可参考如下：
·８２·
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① 幅值ａ：幅值ａ根据被辨识系统的线性范围和允许的信噪比来确定。一方面，ａ必须对

系统进行充分的激励；另一方面，ａ又不能太大，否则将引起系统非线性和较大的干扰噪声。

② 移位脉冲周期Δ：根据被辨识系统的频带或截止频率这些重要的工作频率作为参考进

行Δ的选择，设最高的参考工作频率为ωｍａｘ，为使Ｍ序列的有效频带能够覆盖被辨识系统的

重要工作频率区，应满足

２π
３Δ＞ωｍａｘ

或Δ＜ ２π３ωｍａｘ
如果Δ选得太大，则Ｍ序列的自相关函数Ｒｘｘ（τ）曲线中，三角形部分底部太宽，Ｍ序列

与白噪声的自相关函数相差悬殊，影响辨识效果；如果选得太小，Ｍ序列的频带较宽，在幅值ａ
一定的条件下，Ｍ序列的有效功率在主要频域内下降。

另外，实际应用中考虑计算机采样频率较高，可能出现采样时间Ｔ０ 小于Δ的情况，一般

可取Δ＝λＴ０（λ取正整数）。

③ 循环周期Ｎ：为使系统脉冲响应在Ｍ序列一个周期时间ＮΔ内近似衰减到零，应满足

Ｔ＝ＮΔ＞ｔｓ，其中ｔｓ为系统的调节时间。如果循环周期取得太大，在实际应用中辨识用时间

较长，一般取为ＮΔ＝（１２～１５）ｔｓ。
在Ｍ序列参数选择过程中，如果被辨识系统的调节时间ｔｓ较小，如果仍然按照上述方法

选择参数，则Ｍ序列循环周期Ｎ值就太小，这种情况下，可以提高Ｎ值。
例如，设被辨识系统ｔｓ＝１５ｓ，截止频率ωｃ＝０２Ｈｚ，则按照上述方法选择Δ为

Δ＜２π３ωｃ＝
２π
３×０２＝１０４７ｓ

如果选Δ＝４ｓ，则Ｎ＞ｔｓΔ＝
１５
４＝３７５

。这种情况下，可以提高Ｎ值，如选Ｎ＝３１，Ｍ序列

的一个周期为ＮΔ＝１２４ｓ。
就Ｍ序列的参数选择问题举例如下：
【例２２】设辨识一个热交换器温度控制系统，系统输入ｘ（ｔ）为蒸汽进气阀的控制电流，

输出为被蒸汽加热后的水温。通过时域和频域响应实验分析，已知调节时间约为ｔｓ＝１５ｓ，截
止频率ωｃ＝２Ｈｚ，根据系统线性范围和信噪比要求，选择Ｍ序列参数为：ａ＝０５ｍＡ，Δ＝０６ｓ，
Ｎ＝３１，可通过４级移位寄存器实现该 Ｍ序列。设初始时刻４级移位寄存器初值为１１１０，
ＭＡＴＬＡＢ仿真程序实现该Ｍ序列（具体程序见ｃｈａｐ２＿２ｍ），结果如图２１３所示。

图２１３　４级Ｍ序列实现

·９２·
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仿真程序：ｃｈａｐ２＿２ｍ
+,-./ .,,0
+,12- .,,0
　E4 &0
　64 ’5EN "0
　.4 !%0
　?-,I.4 !(
　3"4 "03’4 "03$4 "03&4 !0　　9 设置初始值

　:1/ M4 "<$= 6
　　O"4 71/@3$A3&B0 9 对第三级和第四级移位寄存器输出进行模二相加

　　O’4 3"0
　　O$4 3’0
　　O&4 3$0
　　PQR@MB4 3&0　　　 9 移位寄存器最后一级输出

　　I@MB4 ?-,I.= M0
　　M: PQR@MBS !%
　　　T@MB4 N .0 9 确定电平幅值

　　-,2- T@MB4 .0
　　-E?
　　3"4 O"03’4 O’03$4 O$03&4 O&0
-E?
:MFT/-@"B0 9 绘制 8 序列曲线

2I.M/2@IATAJN JB
.7M2@［" ’! N !( !(］B0

思考题与习题２

２１　如图２１４所示一阶系统，系统传递函数为Ｇ（ｓ）＝１／（０１ｓ＋１），如果采用Ｍ序列作

为输入信号进行系统辨识，取Ｍ序列的时钟脉冲Δ＝１５ｍｓ，选用５级移位寄存器产生的Ｍ序

列作为输入信号是否合适？为什么？

２２　辨识如图２１５所示欠阻尼二阶单位负反馈系统，其中Ｋ＝１６ｓ－１，Ｔ＝０２５ｓ，如果以

Ｍ序列作为辨识输入，应至少采用几级移位寄存器实现？为什么？

图２１４　ＲＣ电路示意图
　

图２１５　欠阻尼二阶单位负反馈系统结构图

·０３·
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第３章 最小二乘参数辨识方法及应用

在实际的生产和工程中，经常会遇到这样的问题，根据测量结果来确定两个变量ｚ与ｔ间

的未知对应关系，如图３１所示。横坐标ｔ表示时间，也可以为其他物理量；纵坐标ｚ表示在

每个ｔ时刻的测量值。由于每次测量都存在随机误差，而且测量随机误差的统计特性未知。
设进行了ｍ次独立试验，得到ｍ组测量数据：（ｔ１，ｚ１），（ｔ２，ｚ２），…，（ｔｍ，ｚｍ）。如果把测量

点画在直角坐标平面上，就得到图３１。根据这些观测数据，如何用最优的方式确定ｚ与ｔ之

间的关系呢？可用更一般的形式来表示为

ｆ（ｔ）＝ａ０＋ａ１ｔ＋…＋ａｎｔｎ

图３１　测量值与函数间的关系
　

通常，ｚ的未知函数可用ｆ（ｔ）来表示，ｆ（ｔ）的类型应根据这ｍ组数据的分布情况或所研

究问题的物理性质来决定，为便于计算，通常采用多项式

ｆ（ｔ）＝ａ０＋ａ１ｆ１（ｔ）＋…＋ａｎｆｎ（ｔ）
式中，ｆ１（ｔ），…，ｆｎ（ｔ）为已知确定的函数，如ｔ的幂函数、正余弦函数或指数函数等；ａ０，…，ａｎ
为待定的未知参数。

将ｍ组测量数据（ｔ１，ｚ１），（ｔ２，ｚ２），…，（ｔｍ，ｚｍ）代入上式中，可得ｍ个方程。如果ｍ＜ｎ，
即方程数少于未知参数的数目，则方程有无穷多解，不能唯一确定ａ０，…，ａｎ 的值。如果ｍ＝ｎ
时，方程数正好等于未知参数的数目，能唯一确定ａ０，…，ａｎ 的值。这种情况下，ｆ（ｔ）曲线一定

要通过每个测量点（ｔｉ，ｚｉ）。由于在每次测量中，不可避免地含有随机测量误差，如果ｆ（ｔ）曲

线通过每一点，则曲线将包含这些测量误差，反而不能真实地表达ｚ与ｔ之间的关系。因此我

们并不要求找到ｆ（ｔ）曲线通过的每个测量点。
当ｍ＞ｎ，而且ｍ比ｎ大得多，即方程数大于未知数的数目时，不能通过解方程的办法来

确定ａ０，…，ａｎ 的值。通常是先确定函数ｆ（ｔ）的类型，然后将问题归结为如何合理地选择

ａ０，…，ａｎ，使得ｆ（ｔ）在一定意义下比较准确地反映出ｚ与ｔ之间的关系。通常情况下，采用最

·１３·
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小二乘法来选择这些参数。最小二乘法是数学家高斯在１７９４年提出来的，并利用该方法在

１８０１年和１８０２分别预测了谷神星和智神星两个小行星的轨道［３６～３８］。
在系统辨识和参数估计领域中，最广泛的估计方法是最小二乘法和极大似然估计法。最

小二乘法作为一种最基本的估计方法应用极为广泛，其他的大多数估计算法都与最小二乘法

有关。它既可用于动态系统，也可用于静态系统；可用于线性系统，也可用于非线性系统；可用

于离线估计，也可用于在线估计。在随机环境下利用最小二乘法时，无须知道观测数据的概率

统计信息，而这种方法获得的结果，却有相当好的统计性质。

３１　最小二乘参数辨识方法

３１１　基本原理

为说明最小二乘法的一般原理，先举一个实例：通过实验确定一个热敏电阻的电阻Ｒ和

温度ｔ的关系，为此在不同的温度ｔ下，对电阻Ｒ进行多次测量获得了一组测量数据（ｔｉ，Ｒｉ）。
由于每次测量中，不可避免地含有随机测量误差，因此想寻找一个函数Ｒ＝ｆ（ｔ）来真实地表达

电阻Ｒ和温度ｔ之间的关系。
按照先验知识可得热敏电阻与温度之间的数学模型的结构近似为

Ｒ＝ａ＋ｂｔ （３１）
式中，ａ和ｂ为待估参数。

如果测量没有误差，只需要两个不同温度下的电阻值，便可以解出ａ和ｂ。但是由于每次

测量中总存在随机误差，即

ｙｉ＝Ｒｉ＋ｖｉ　或　ｙｉ＝ａ＋ｂｔｉ＋ｖｉ （３２）
式中，ｙｉ为测量数据；Ｒｉ为真值；ｖｉ为随机误差。

显然，将每次测量误差相加，可构成总误差

∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖｉ＝ｖ１＋ｖ２＋…＋ｖＮ （３３）

如何使测量的总误差最小，选择不同的评判准则会获得不同的方法，当采用每次测量误差

的平方和最小时，即

Ｊｍｉｎ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
ｖ２ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
［Ｒｉ－（ａ＋ｂｔｉ）］２ （３４）

由于上式中的平方运算又称为“二乘”，而且又是按照Ｊ最小来估计ａ和ｂ的，称这种估计方法

为最小二乘估计算法，简称最小二乘法。

３１２　利用最小二乘法求取模型参数

在式（３４）中，若使得Ｊ最小，利用求极值的方法得

Ｊ
ａ ａ＝^ａ

＝－２∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ａ－ｂｔｉ）＝０

Ｊ
ｂ ｂ＝^ｂ

＝－２∑
Ｎ

ｉ＝１
（Ｒｉ－ａ－ｂｔｉ）ｔｉ＝

烅

烄

烆
０

（３５）

对式（３５）进一步整理，^ａ和^ｂ的估计值可由下列方程确定

·２３·
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Ｎ^ａ＋^ｂ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ

ａ^∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ＋^ｂ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ ＝∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔ

烅
烄

烆 ｉ

（３６）

解方程组（３６），可得

ａ^＝
∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ

Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－（∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ）２

ｂ^＝
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉｔｉ－∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｒｉ∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ

Ｎ∑
Ｎ

ｉ＝１
ｔ２ｉ－（∑

Ｎ

ｉ＝１
ｔｉ）

烅

烄

烆
２

（３７）

３１３　仿真实例：热敏电阻和温度关系的最小二乘参数求解

表３１中是在不同温度下测量同一热敏电阻的阻值，根据测量值确定该电阻的数学模型，
并求出当温度在７０℃时的电阻值。

表３１　热敏电阻的测量值

ｔ（℃） ２０５ ２６ ３２７ ４０ ５１ ６１ ７３ ８０ ８８ ９５７

Ｒ（Ω） ７６５ ７９０ ８２６ ８５０ ８７３ ９１０ ９４２ ９８０ １０１０ １０３２

　　采用ＭＡＴＬＡＢ仿真语言编程，程序见ｃｈａｐ３＿１ｍ。程序运行结果如下：
（１）以横坐标为温度，纵坐标为电阻值，通过描点的方法建立温度和电阻值的关系，如

图３２所示。
（２）通过对图３２进行分析，温度和电阻值之间的关系基本为正比关系，因此建立热敏电

阻温度和电阻值之间的关系模型为

Ｒ＝ａ＋ｂｔ

图３２　热敏电阻的阻值和温度间的关系
　

·３３·
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（３）利用式（３７）和表３１中的数据可得ａ^＝７０２７６２，^ｂ＝３４３４４，因此该热敏电阻值和温

度间的数学模型为

Ｒ＝７０２７６２＋３４３４４ｔ
该关系式与测量值之间的关系如图３３所示。

图３３　热敏电阻的数学关系式与其测量值之间的关系
　

（４）将ｔ＝７０℃代入到上式，可得Ｒ＝９４３１６８Ω。
热敏电阻和温度关系的最小二乘参数求解仿真程序：ｃｈａｐ３＿１ｍ

+,-./ .,,
+,12- .,,
+,+
R4 ［’!% ’( $’# &! %" (" #$ )! )) *%#］09 温度

U4 ［#(% #*! )’( )%! )#$ *"! *&’ *)! "!"! "!$’］09 阻值
［>AE］4 2MV-@RB0
:MFT/-
G,1I@RAUAJKW JB
I4 !0
V4 !0
IV4 !0
II4 !0
:1/ M4 "<E
　　I4 IW R@MB0
　　II4 IIW R@MB= R@MB0
　　V4 VW U@MB0
　　IV4 IVW R@MB= U@MB0
-E?
.4 @II= VN I= IVBD@E= IIN I= IB0
K4 @E= IVN I= VBD@E= IIN I= IB0
U"4 .W #!= K0
9 最小二乘拟合

34 G1,L:MI@RAUA"B0
V4 G1,LC.,@3ARB0
9 画图

·４３·
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:MFT/-
G,1I@RAVB0
:MFT/-
G,1I@RAUAJKW JB
H1,? 1E
G,1I@RAVAJ/JB0
H1,? 1::

３２　加权最小二乘算法

３２１　一般最小二乘算法的分析与设计

考虑随机模型的参数估计问题，首先考虑单输入单输出系统（ＳｉｎｇｌｅＩｎｐｕｔＳｉｎｇｌｅＯｕｔｐｕｔ，
ＳＩＳＯ）。如图３４所示，将待辨识的系统看成“灰箱”，它只考虑系统的输入、输出特性，而不强

调系统的内部结构。图３４中，输入ｕ（ｋ）和输出ｚ（ｋ）是可以测量的；Ｇ（ｋ）是系统模型，用来描

述系统的输入、输出特性；ｖ（ｋ）是测量噪声。

图３４　ＳＩＳＯ系统的

“灰箱”结构
　

对于ＳＩＳＯ随机系统，被辨识模型Ｇ（ｚ）为

Ｇ（ｚ）＝ｙ
（ｚ）
ｕ（ｚ）＝

ｂ１ｚ－１＋ｂ２ｚ－２＋…＋ｂｎｚ－ｎ
１＋ａ１ｚ－１＋ａ２ｚ－２＋…＋ａｎｚ－ｎ

（３８）

其相应的差分方程为

ｙ（ｋ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｙ（ｋ－ｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｕ（ｋ－ｉ） （３９）

若考虑被辨识系统或观测信息中含有噪声，被辨识模型式（３９）可改写为

ｚ（ｋ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｙ（ｋ－ｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｕ（ｋ－ｉ）＋ｖ（ｋ） （３１０）

式中，ｚ（ｋ）为系统输出量的第ｋ次观测值；ｙ（ｋ）为系统输出量的第ｋ次真值，ｙ（ｋ－１）为系统

输出量的第ｋ－１次真值，ｙ（ｋ－１）为系统输出量的第ｋ－１次真值，以此类推；ｕ（ｋ）为系统的第

ｋ个输入值，ｕ（ｋ－１）为系统的第ｋ－１个输入值；ｖ（ｋ）是均值为０的随机噪声。
如果定义

ｈ（ｋ）＝［－ｙ（ｋ－１），－ｙ（ｋ－２），…，－ｙ（ｋ－ｎ），ｕ（ｋ－１），ｕ（ｋ－２），…，ｕ（ｋ－ｎ）］

θ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ］Ｔ

则式（３１０）可改写为

ｚ（ｋ）＝ｈ（ｋ）θ＋ｖ（ｋ） （３１１）
式中，θ为待估参数。

令ｋ＝１，２，…，ｍ，则有

Ｚｍ＝

ｚ（１）
ｚ（２）

ｚ（ｍ

熿

燀

燄

燅）

，Ｈｍ＝

ｈ（１）
ｈ（２）

ｈ（ｍ

熿

燀

燄

燅）

＝

－ｙ（０） … －ｙ（１－ｎ） ｕ（０） … ｕ（１－ｎ）
－ｙ（１） … －ｙ（２－ｎ） ｕ（１） … ｕ（２－ｎ）
     

－ｙ（ｍ－１） … －ｙ（ｍ－ｎ）ｕ（ｍ－１） … ｕ（ｍ－ｎ

熿

燀

燄

燅）

，

θ＝［ａ１，ａ２，…，ａｎ，ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ］Ｔ，Ｖｍ＝［ｖ（１）ｖ（２） … ｖ（ｍ）］Ｔ

于是，式（３１１）的矩阵形式为

Ｚｍ ＝Ｈｍθ＋Ｖｍ （３１２）
·５３·
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最小二乘法的思想就是寻找一个θ的估计值^θ，使得各次测量的Ｚｉ（ｉ＝１，…，ｍ）与由估计

θ^确定的测量估计Ｚ^ｉ＝Ｈｉ^θ之差的平方和最小，即

Ｊ（^θ）＝（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）Ｔ（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）＝ｍｉｎ （３１３）
要使上式达到最小，根据极值定理，则有

Ｊ
θ θ＝^θ

＝－２ＨＴｍ（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）＝０ （３１４）

对式（３１４）进一步整理，得
ＨＴｍＨｍ^θ＝ＨＴｍＺｍ （３１５）

如果 Ｈｍ 的 行 数 大 于 等 于 列 数，即ｍ≥２ｎ，ＨＴｍＨｍ 满 秩，即ｒａｎｋ（ＨＴｍＨｍ）＝２ｎ，则

（ＨＴｍＨｍ）－１存在。则θ的最小二乘估计为

θ^＝（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＺｍ （３１６）
式（３１６）说明，最小二乘估计虽然不能满足式（３１２）中的每个方程，使每个方程都有偏差，但
它使所有方程偏差的平方和达到最小，兼顾了所有方程的近似程度，使整体误差达到最小，这
对抑制测量误差ｖ（ｉ）（ｉ＝１，…，ｍ）是有益的。

对于式（３１２），Ｚｍ 可以看成ｍ 维空间中基向量｛ｈ（１），ｈ（２），…，ｈ（ｍ）｝的线性组合，Ｈｍ^θ
是在最小二乘意义下对Ｚｍ 的近似，Ｈｍ^θ应该等于Ｚｍ 在｛ｈ（１），ｈ（２），…，ｈ（ｍ）｝所张成空间内

的投影，以二维空间为例，最小二乘的几何解释原理图如图３５所示。平面π由其空间基底向

量ｈ（１）和ｈ（２）张成，Ｚ２ 的估计值Ｈ２^θ一定位于由ｈ（１）和ｈ（２）张成的平面π内，为使Ｖ^＝
Ｚ２－Ｈ２^θ达到最小，Ｈ２^θ必须等于Ｚ２ 在由ｈ（１）和ｈ（２）张成平面π上的投影。

图３５　最小二乘的几何解释
　

当系统的测量噪声Ｖｍ 是均值为０、方差为Ｒ的随机向

量时，则最小二乘估计有如下性质。
（１）最小二乘估计是无偏估计（无偏性）
由于θ^是随机变量，故用不同的样本可以得到不同的估

计值。如果参数估计的数学期望等于参数的真值，则称估计

是无偏的，即
Ｅ（^θ）＝θ或Ｅ（珘θ）＝０ （３１７）

式中，珘θ＝θ－^θ为^θ的估计误差。否则称为有偏估计量。
根据θ^的估计误差

珘θ＝θ－^θ＝θ－（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＺｍ
由于Ｅ（Ｖｍ）＝０，所以

Ｅ（珘θ）＝Ｅ［（ＨＴｍＨｍ）－１（ＨＴｍＨｍ）θ－（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＺｍ］

＝（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＥ（Ｈｍθ－Ｚｍ）

＝－（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＥ（Ｖｍ）＝０ （３１８）
估计量无偏性意味着不论观测次数多少，估计值在被估计参数真值附近摆动，而其数学期望值

等于参数的真值。
（２）最小二乘估计是有效估计（有效性）
有效性是检验参数估计量θ^对被估计量θ的方差是否为最小，如果是最小就称该估计量

θ^为θ的有效估计。因此，有效估计就是具有最小方差的估计。也可以说，有效估计量是估计

值对真实值的平均偏离大小，即估计值围绕真实值摆动幅度的大小。
在估计值的均值等于其真值的条件下，方差越小，估计越准确。设θ^１ 和θ^２ 都是θ的无偏

·６３·
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估计，如果θ^１ 的估计方差σ２１ 比θ^２ 的估计方差σ２１ 小，则称θ^１ 比θ^２ 更有效。
对于固定的观测次数ｍ，根据式（３１８），估计的均方误差为

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＥ（ＶｍＶＴｍ）Ｈｍ（ＨＴｍＨｍ）－１＝（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＲＨｍ（ＨＴｍＨｍ）－１ （３１９）
如果Ｖｍ＝｛ｖ（１），ｖ（２），…，ｖ（ｍ）｝中的观测噪声ｖ（ｉ）（ｉ＝１，２，…，ｍ）是同分布、零均值、独立随

机变量，且其方差为σ２（实际情况基本符合此规律），则有

Ｒ＝Ｅ（ＶｍＶＴｍ）＝σ２Ｉ （３２０）
将式（３２０）代入式（３１９）得

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝（ＨＴｍＨｍ）－１ＨＴｍＲＨｍ（ＨＴｍＨｍ）－１＝σ２（ＨＴｍＨｍ）－１ （３２１）
式（３２１）为估计均方误差中的最小量，因此对于固定的观测次数ｍ，最小方差估计量的估计为

有效估计。
（３）最小二乘估计是一致估计（一致性）
对于参数估计，总希望观测次数越多时，获得的估计θ^应该越准确。如果随着观测次数ｍ

的增加，^θｍ 依概率收敛于真值θ，则称θ^ｍ 为θ的一致估计。即对于任意大于零的ε，如果满足

ｌｉｍ
ｍ→∞
ｐ（｜^θｍ－θ｜＞ε）＝０ （３２２）

则称θ^ｍ 为θ的一致估计。
随着观测次数ｍ的增加时，观测数据的个数大于待辨识参数的个数时，最小二乘估计θ^ｍ

依概率收敛于真值θ，等价于随着ｍ→∞时，Ｅ（珘θ珘θＴ）→０，即

ｌｉｍ
ｍ→∞
σ２（ＨＴｍＨｍ）－１＝ｌｉｍ

ｍ→∞

σ２
ｍ
１
ｍＨ

Ｔ
ｍＨ（ ）ｍ

－１

＝０ （３２３）

在白色噪声干扰下，最小二乘估计是无偏的、有效的和一致的。在很多情况下，噪声干扰

近似为白噪声特性，因此最小二乘估计是比较好的参数估计方法。在实际工程中，如果噪声不

是白噪声，我们可以通过对噪声进行建模，并将噪声的模型参数一起进行辨识，即增广最小二

乘辨识方法，使噪声的残余量满足白噪声的特性，使最小二乘参数辨识依然满足是无偏的、有
效的和一致的。

【例３１】用两台仪器对未知量θ各直接测量一次，测量量分别为ｚ１ 和ｚ２，仪器的测量误

差均值为０，方差分别为ｒ和４ｒ的随机量，求θ的最小二乘估计，并计算估计的均方误差［３９］。
解：由题意得测量方程

Ｚ２＝Ｈ２θ＋Ｖ２

式中，Ｚ２＝
ｚ１
ｚ［ ］
２

，Ｈ２＝［］１１ ，Ｒ＝
ｒ ０
０ ４［ ］ｒ 。

根据式（３１６）和式（３１９），得

θ^＝ ［１ １］［］（ ）１１
－１

［１ １］
ｚ１
ｚ［ ］
２
＝１２

（ｚ１＋ｚ２）

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝ ［１ １］［］（ ）１１
－１

［１ １］
ｒ ０
０ ４［ ］ｒ ［］

１
１
［１ １］［］（ ）１１

－１

＝５ｒ４＞ｒ

通过例３１的结果可以说明，使用精度差４倍的仪器同时进行测量，最小二乘估计的效果

还不如只使用一台精度高的仪器时好。

３２２　加权最小二乘法的分析与设计

从例３１中可以看出，一般最小二乘法估计精度不高的原因之一是对测量数据同等看待，
·７３·
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不分优劣地使用了测量数据。事实上，由于各次测量数据很难在相同的条件（如时刻、环境及

测量系统精度等）下取得，因此各次测量的数据对于参数估计而言必然存在有的测量值置信度

高，有的测量值置信度低的问题。如果对不同测量值的置信度有所了解，则可采用加权的办法

分别对待各测量值。测量值置信度高的，权重取得大些；置信度低的，权重取得小些。这就是

加权最小二乘的概念。
根据一般最小二乘估计θ^的准则式（３１３），可得加权最小二乘的准则为

Ｊ（^θ）＝（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）ＴＷｍ（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）＝ｍｉｎ （３２４）
式中，Ｗｍ 为加权矩阵，它是一个对称正定矩阵，通常取为对角阵，即

Ｗｍ ＝ｄｉａｇ［ｗ（１），ｗ（２），…，ｗ（ｍ）］ （３２５）
根据极值原理，要使式（３２４）成立，^θ应满足

Ｊ
θ θ＝^θ

＝－２ＨＴｍＷｍ（Ｚｍ－Ｈｍ^θ）＝０ （３２６）

对式（３２６）进一步整理，可得θ的加权最小二乘估计为

θ^＝（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ＨＴｍＷｍＺｍ （３２７）
当系统的测量噪声Ｖｍ 是均值为０、方差为Ｒ的随机向量时，加权最小二乘估计依然是无

偏的、有效的和一致的，而且加权最小二乘估计的估计误差为

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ＨＴｍＷｍＲＷｍＨｍ（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ （３２８）
如果Ｗｍ＝Ｒ－１，则加权最小二乘估计式（３２７）变为

θ^＝（ＨＴｍＲ－１Ｈｍ）－１ＨＴｍＲ－１Ｚｍ （３２９）
又称为马尔可夫估计。

马尔可夫估计的均方误差为

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝（ＨＴｍＲ－１Ｈｍ）－１ （３３０）
马尔可夫估计的均方误差比任何其他加权最小二乘估计的均方误差都小，所以是加权最

小二乘估计中的最优者。下面证明这一结论。
设Ａ和Ｂ分别为ｎ×ｍ和ｍ×ｐ维矩阵，且ＡＡＴ 满秩，则有

［Ｂ－ＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＢ］Ｔ［Ｂ－ＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＢ］
＝ＢＢＴ－２ＢＴＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＢ＋ＢＴＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＢ
＝ＢＢＴ－ＢＴＡＴ（ＡＡＴ）－１ＡＢ≥０

所以有

ＢＢＴ≥（ＡＢ）Ｔ（ＡＡＴ）－１ＡＢ （３３１）
式（３３１）为矩阵形式的施瓦尔茨不等式。

由矩阵理论知，正定矩阵Ｒ可表示成Ｒ＝ＣＴＣ，其中Ｃ为满秩矩阵。因此令

Ａ＝ＨＴｍＣ－１ （３３２）

Ｂ＝ＣＷｍＨｍ（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ （３３３）
将式（３３２）和式（３３３）代入式（３３１），整理得

（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ＨＴｍＷｍＲＷｍＨｍ（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１≥（ＨＴｍＲ－１Ｈｍ）－１

上式说明，只有当Ｗｍ＝Ｒ－１时，估计的均方误差才能达到最小，最小值为（ＨＴｍＲ－１Ｈｍ）－１。因

此，在加权最小二乘估计中，马尔可夫估计是最有效的估计。
【例３２】对例３１采用加权最小二乘估计，权阵Ｗｍ＝Ｒ－１，并计算估计的均方误差［３９］。
解：根据题意取

·８３·
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Ｗｍ＝Ｒ－１＝

１
ｒ ０

０ １
４

熿

燀

燄

燅ｒ

θ^＝ ［１ １］

１
ｒ ０

０ １
４

熿

燀

燄

燅ｒ
［］

烄

烆

烌

烎

１
１

－１

［１ １］

１
ｒ ０

０ １
４

熿

燀

燄

燅ｒ

ｚ１
ｚ［ ］
２
＝４５ｚ１＋

１
５ｚ２

Ｅ（珘θ珘θＴ）＝ ［１ １］

１
ｒ ０

０ １
４

熿

燀

燄

燅ｒ
［］

烄

烆

烌

烎

１
１

－１

［１ １］
ｒ ０
０ ４［ ］ｒ ［］

１
１
［１ １］

１
ｒ ０

０ １
４

熿

燀

燄

燅ｒ
［］

烄

烆

烌

烎

１
１

－１

＝４ｒ５＜ｒ

上式说明，对精度高的测量值取权重系数为４
５
，精度测量低的取权重系数为１

５
，估计精度

高于仅用精度高的仪器测量所得的估计精度。所以，增加不同的测量值，并根据其精度的置信

度区别对待利用，能有效提高估计的精度。

３２３　仿真实例

用一般最小二乘法对以下数学模型进行参数辨识

ｚ（ｋ）＋ａ１ｚ（ｋ－１）＋ａ２ｚ（ｋ－２）＝ｂ１ｕ（ｋ－１）＋ｂ２ｕ（ｋ－２）＋Ｖ（ｋ）
式中，理想的系数值ａ１＝１５、ａ２＝０７、ｂ１＝１０和ｂ２＝０５；Ｖ（ｋ）是服从Ｎ（０，１）的随机噪声；
输入ｕ（ｋ）采用４阶Ｍ序列，其幅值为５；权阵Ｗｍ＝Ｉ。

解：由于输入信号为４阶Ｍ序列，所以Ｍ序列的循环长度为Ｌ＝２４－１＝１５。因此设输入

信号的取值为从ｋ＝１到ｋ＝１６的Ｍ序列，于是可得

Ｚｍ＝

ｚ（３）
ｚ（４）


ｚ（１６

熿

燀

燄

燅）

，Ｈｍ＝

ｈ（３）
ｈ（４）


ｈ（１６

熿

燀

燄

燅）

＝

－ｚ（２） －ｚ（１） ｕ（２） ｕ（１）
－ｚ（３） －ｚ（２） ｕ（３） ｕ（２）
   

－ｚ（１５） －ｚ（１４）ｕ（１５）ｕ（１４

熿

燀

燄

燅）

，^θ＝

ａ１
ａ２
ｂ１
ｂ

熿

燀

燄

燅２
其流程图如图３６所示，输入信号如图３７所示。

图３６　一般最小二乘参数

辨识方法流程图
　

　

图３７　输入信号为幅值为５的４阶Ｍ序列
　

·９３·
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　　ＭＡＴＬＡＢ程序见ｃｈａｐ３＿２ｍ，仿真结果表明，根据式（３１６）可一次计算出θ^的结果，输
出信号如图３８所示，辨识参数如表３２所示。

图３８　在输入信号 作用下的输出信号
　

表３２　一般最小二乘算法的辨识参数

参数 ａ１ ａ２ ｂ１ ｂ２

真值 １５ ０７ １０ ０５

估计值 １４９６ ０６９７ ０９６６ ０４８２

　　一般最小二乘算法的辨识参数仿真程序：ｃｈａｐ３＿２ｍ
+,-./ .,,
+,12- .,,
+,+
/.E?E@J2--?JA"!!B
C4/.E?E@"A"(B0 9 产生一组 "(个 6@!A"B的高斯分布的随机噪声

9 8 序列产生程序

X4"%09 8序列的周期

L"4"0L’4"0L$4"0L&4!09 四个移位寄存器的输出初始值

:1/ M4"<X0
　　7"471/@L$AL&B0
7’4L"0
7$4L’0
　　7&4L$0
　　L@MB4L&0
　　M: L@MBS !%AT@MB4N%0
　　-,2- T@MB4%0
　　-E?
　　L"47"0L’47’0L$47$0L&47&0
-E?
:MFT/-
2I->@TBAF/M? 1E
IMI,-@J输入信号 8 序列JB
9 最小二乘辨识程序

V4V-/12@"A"(B0 9 定义输出观测值的长度

:1/ ;4$<"(
　　V@;B4N"%= V@;N"BN!#= V@;N’BWT@;N"BW!%= T@;N’BW"= C@;B0 9 观测值

-E?
:MFT/-@’B
G,1I@［"<"(］AVB
IMI,-@J输出观测值JB
:MFT/-@$B
2I->@VBAF/M? 1E
IMI,-@J输出观测值 V 的经线图形JB
9 给样本系数矩阵

Y4［NV@’B NV@"B T@’B T@"B0NV@$B NV@’B T@$B T@’B0NV@&B NV@$B T@&B T@$B0NV@%B NV@&B
T@%B T@&B0NV@(B NV@%B T@(B T@%B0NV@#B NV@(B T@#B T@(B0NV@)B NV@#B T@)B T@#B0NV@*B N
V@)B T@*B T@)B0NV@"!B NV@*B T@"!B T@*B0NV@""B NV@"!B T@""B T@"!B0NV@"’B NV@""B T@"’B

·０４·
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T@""B0NV@"$B NV@"’B T@"$B T@"’B0NV@"&B NV@"$B T@"&B T@"$B0NV@"%B NV@"&B T@"%B T@"&B］0
9 给出样本观测矩阵

Z4［V@$B0V@&B0V@%B0V@(B0V@#B0V@)B0V@*B0V@"!B0V@""B0V@"’B0V@"$B0V@"&B0V@"%B0V@"(B］
9 计算参数

+4MEC@YJ= YB= YJ= Z0
9 分离参数

."4+@"BA .’4+@’BA K"4+@$BA K’4+@&B

３３　递推最小二乘算法

当获得一批数据后，利用式（３１６）或式（３２７）可一次求得相应的参数估值，这样处理问题

的方法称为一次完成算法或批处理算法。它在理论研究方面有许多方便之处，但当矩阵的维

数增加时，矩阵求逆运算的计算量会急剧增加，将给计算机的计算速度和存储量带来负担，而
且不适合在线辨识，无法跟踪参数随时间变化的情况。为了减少计算量，减少数据在计算机中

所占的存储量，也为了实时地辨识出动态系统的特性，在用最小二乘法进行参数估计时，把它

转化成参数递推的估计。

３３１　递推最小二乘算法的基本原理

参数递推估计是指对被辨识的系统，每取得一次新的测量数据后，就在前一次估计结果的

基础上，利用新引入的测量数据对前一次估计的结果进行修正，从而递推地得出新的参数估

值。这样，随着新测量数据的引入，一次接一次地进行参数估计，直到估计值达到满意的精确

程度为止。最小二乘递推算法的基本思想可以概括为：
当前估计值^θ（ｋ）＝上次估计值^θ（ｋ－１）＋修正项

即新的估计值^θ（ｋ）是在旧的估计值^θ（ｋ－１）的基础上，利用新的观测数据对旧的估计值进行

修正而成的。

３３２　递推最小二乘算法的分析与设计

为简单起见，这里以图３４所示的ＳＩＳＯ系统为辨识对象。
根据式（３２７），利用ｍ次测量数据所得到的最小二乘估值为

θ^ｍ＝（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ＨＴｍＷｍＺｍ
当新获得一对输入、输出数据时，根据式（３１１）可得

ｚ（ｍ＋１）＝ｈ（ｍ＋１）θ＋ｖ（ｍ＋１）
根据式（３１２）可进一步获得

Ｚｍ＋１＝Ｈｍ＋１θ＋Ｖｍ＋１ （３３４）
式中

Ｚｍ＋１＝
Ｚｍ

ｚ（ｍ＋１［ ］），Ｈｍ＋１＝ Ｈｍ
ｈ（ｍ＋１［ ］），Ｖｍ＋１＝ Ｖｍ

ｖ（ｍ＋１［ ］） （３３５）

同理，根据式（３２７），有

θ^ｍ＋１＝（ＨＴｍ＋１Ｗｍ＋１Ｈｍ＋１）－１ＨＴｍ＋１Ｗｍ＋１Ｚｍ＋１ （３３６）

式中，Ｗｍ＋１＝
Ｗｍ ０
０ ｗ（ｍ＋１［ ］）。

·１４·
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设

Ｐｍ ＝［ＨＴｍＷｍＨｍ］－１ （３３７）

Ｐｍ＋１＝［ＨＴｍ＋１Ｗｍ＋１Ｈｍ＋１］－１ （３３８）
则有

θ^ｍ ＝ＰｍＨＴ
ｍＷｍＺｍ （３３９）

θ^ｍ＋１＝Ｐｍ＋１ＨＴｍ＋１Ｗｍ＋１Ｚｍ＋１ （３４０）
将式（３３５）代入式（３４０），得

θ^ｍ＋１＝Ｐｍ＋１［ＨＴｍ ｈＴ（ｍ＋１）］
Ｗｍ ０
０ ｗ（ｍ＋１［ ］） Ｚｍ

ｚ（ｍ＋１［ ］）
＝Ｐｍ＋１ＨＴｍＷｍＺｍ＋Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｚ（ｍ＋１） （３４１）

由于式（３３９）可写为

ＨＴｍＷｍＺｍ ＝Ｐ－１ｍ^θｍ （３４２）
则式（３４１）可写为

θ^ｍ＋１＝Ｐｍ＋１Ｐ－１ｍ^θｍ＋Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｚ（ｍ＋１） （３４３）
将式（３３５）代入式（３３８），得

Ｐｍ＋１＝（［ＨＴｍ ｈＴ（ｍ＋１）］
Ｗｍ ０
０ ｗ（ｍ＋１［ ］） Ｈｍ

ｈ（ｍ＋１［ ］））－１
＝［ＨＴｍＷｍＨｍ＋ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｈ（ｍ＋１）］－１ （３４４）

将式（３３７）代入式（３４４），得
Ｐｍ＋１＝［Ｐ－１ｍ ＋ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｈ（ｍ＋１）］－１ （３４５）

根据矩阵求逆公式（Ａ＋ＢＣＤ）－１＝Ａ－１－Ａ－１Ｂ（Ｃ－１＋ＤＡ－１Ｂ）－１ＤＡ－１，式（３４５）可变为

Ｐｍ＋１＝Ｐｍ－ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［ｗ－１（ｍ＋１）＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１ｈ（ｍ＋１）Ｐｍ
（３４６）

对式（３４５）两边同求逆，可得

Ｐ－１ｍ ＝Ｐ－１ｍ＋１－ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｈ（ｍ＋１） （３４７）
将式（３４７）代入式（３４３），得

θ^ｍ＋１＝Ｐｍ＋１［Ｐ－１ｍ＋１－ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｈ（ｍ＋１）］^θｍ＋Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｚ（ｍ＋１）

＝θ^ｍ－Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｈ（ｍ＋１）^θｍ＋Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）ｚ（ｍ＋１）

＝θ^ｍ＋Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）［ｚ（ｍ＋１）－ｈ（ｍ＋１）^θｍ］ （３４８）
令Ｋｍ＋１＝Ｐｍ＋１ｈＴ（ｍ＋１）ｗ（ｍ＋１）为增益矩阵，并将式（３４６）代入，整理得

Ｋｍ＋１＝ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［ｗ－１（ｍ＋１）＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１ （３４９）
综合式（３４６）、式（３４８）和式（３４９）得到加权最小二乘估计的递推算法为

θ^ｍ＋１＝^θｍ＋Ｋｍ＋１［ｚ（ｍ＋１）－ｈ（ｍ＋１）^θｍ］
Ｐｍ＋１＝Ｐｍ－ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［ｗ－１（ｍ＋１）＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１ｈ（ｍ＋１）Ｐｍ

Ｋｍ＋１＝ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［ｗ－１（ｍ＋１）＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１

递推最小二乘算法式（３４８）具有明显的物理意义：^θｍ 为前一时刻的参数估值；ｈ（ｍ＋１）^θｍ
是在以前测量的基础上对本次测量值的预测；ｚ（ｍ＋１）是当前时刻的测量值，而ｚ（ｍ＋１）－
ｈ（ｍ＋１）^θｍ 为预测误差，又称为新息。由于预测误差实际上是前一时刻估计值θ^ｍ 与实际参

数的偏差形成的，因此当前参数的估计值θ^ｍ＋１必须根据预测误差对前一时刻估计值θ^ｍ 进行

修正来获得，修正的增益矩阵为Ｋｍ＋１。递推最小二乘算法根据前次测量数据得到的Ｐｍ 及新
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的测量数据，可以计算出增益矩阵Ｋｍ＋１，从而由θ^ｍ 递推算出^θｍ＋１，同时可计算出下一次递推

计算所需的Ｐｍ＋１。在每次递推计算中，信息变换情况如图３９所示。

图３９　递推最小二乘估

计算法的信息变换

图３９表明，递推计算的初始值至关重要，初始值应从θ^０
和Ｐ０ 开始，而θ^０ 和Ｐ０ 的取值有两种选择方式。

（１）根据一批数据，利用批处理算法（一般的最小二乘算

法）获得

取前ｍ组数据，采用式（３２７）获得

θ^ｍ＝（ＨＴｍＷｍＨｍ）－１ＨＴｍＷｍＺｍ
Ｐｍ＝［ＨＴｍＷｍＨｍ］－１

然后从ｍ＋１组数据向后递推，为了减少计算量，ｍ的取值不宜太大。
（２）任意假设^θ０ 和Ｐ０，通过递推算法进行迭代

为方便起见，取^θ０＝０，Ｐ０＝αＩ，α为正实数。随着递推的进行，初始值^θ０ 和Ｐ０ 对估计结果

的影响越来越小。在实际应用中，α也不宜取得太大。
当递推最小二乘算法的参数估计达到一定精度时，可以自动停止递推运算，可选用如下的

停机准则

ｍａｘ
ｉ

θ^ｉ（ｍ＋１）－^θｉ（ｍ）
θ^ｉ（ｍ） ＜ε，　ε为适当小的数

３３３　仿真实例

用递推最小二乘法对以下数学模型进行参数辨识

ｚ（ｋ）＋ａ１ｚ（ｋ－１）＋ａ２ｚ（ｋ－２）＝ｂ１ｕ（ｋ－１）＋ｂ２ｕ（ｋ－２）＋Ｖ（ｋ）
式中，理想的系数值ａ１＝１５、ａ２＝０７、ｂ１＝１０和ｂ２＝０５；Ｖ（ｋ）是服从Ｎ（０，１）的随机噪声；
输入ｕ（ｋ）采用４阶Ｍ序列，其幅值为５；权阵Ｗｍ＝Ｉ。

图３１０采用递推最小二乘参数辨识的程序流程图，仿真程序见ｃｈａｐ３＿３ｍ。

图３１０　递推最小二乘参数辨识的流程图
　

·３４·
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辨识结果和估计精度分别如图３１１和图３１２所示，辨识的参数如表３３所示。

图３１１　采用递推最小二乘的参数辨识结果

图３１２　采用递推最小二乘的参数辨识精度

表３３　递推最小二乘算法的辨识参数

参数 ａ１ ａ２ ｂ１ ｂ２

真值 １５ ０７ １０ ０５

估计值（第２０次迭代） １５７０ ０７６７ １０１８ ０５４９

估计值（第４０次迭代） １５１４ ０７１７ １０１７ ０４９９

　　递推最小二乘算法辨识仿真程序：ｃｈａｐ３＿３ｍ
+,-./ .,,
+,12- .,,
+,+
9 产生 6@!A"B正态分布的随机噪声

/.E?E@J2--?JA"!!B0
C4/.E?E@"A(!B0

9 产生 8 序列

X4(!09 8序列的周期

L"4"0L’4"0L$4"0L&4!09 四个移位寄存器的输出初始值

·４４·
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:1/ M4"<X0
7"471/@L$AL&B0
7’4L"0
　　7$4L’0
　　7&4L$0
　　L@MB4L&0
　　M: L@MBS !%AT@MB4 N %09 8序列的幅值为 %
　　-,2- T@MB4%0
　　-E?
　　L"47"0L’47’0L$47$0L&47&0
-E?
:MFT/-@"B0
2I->@TBAF/M? 1E
9 递推最小二乘辨识程序

V@’B4 !0V@"B4 !0
9 观测值由理想输出值加噪声

:1/ ;4 $<(!09 循环变量从 $到 "%
　　V@;B4N"%= V@;N"BN!#= V@;N’BWT@;N"BW!%= T@;N’BW!%= C@;B0
-E?
9 UX[ 递推最小二乘辨识

+!4［!!!" !!!" !!!" !!!"］J0
G!4"!5$= -L-@&A&B0
\4!!!!!!!!!%09 相对误差

+4［+!AV-/12@&A%*B］09 被辨识参数矩阵的初始值及大小

-4V-/12@&A(!B09 相对误差的初始值及大小

,.>I4"0
:1/ ;4$<(!0
　　H"4［NV@;N"BANV@;N’BAT@;N"BAT@;N’B］J0
　　;"4G!= H"= MEC@H"J= G!= H"W"= ,.>IB09 求出 ] 的值

　　E-^4V@;BNH"J= +!0
　　+"4+!W;"= E-^09 求被辨识参数 +
　　G"4"D,.>I= @-L-@&BN;"= H"JB= G!0
　　-"4@+"N+!BD+!09 求参数当前值与上一次的值的差值

　　-@<A;B4-"0 9 把当前相对变化的列向量加入误差矩阵的最后一列

　　+@<A;B4+"09 把辨识参数 + 列向量加入辨识参数矩阵的最后一列

　　+!4+"09 新获得的参数作为下一次递推的旧参数

　　G!4G"0
　　M: E1/>@-"B_4\
　　　　K/-.;09 若参数收敛满足要求，终止计算

　　-E?
-E?
9 分离参数

."4+@"A<B0 .’4+@’A<B0 K"4+@$A<B0 K’4@&A<B0
-."4-@"A<B0 -.’4-@’A<B0 -K"4-@$A<B0 -K’4-@&A<B0
:MFT/-@’B0
M4"<(!0
G,1I@MA."AJ;JAMA.’AJKJAMAK"AJ/JAMAK’AJFJB 9 画出辨识结果

,-F-E?@J."JAJ.’JAJK"JAJK’JB0
IMI,-@J递推最小二乘参数辨识JB
:MFT/-@$B0
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M4"<(!0
G,1I@MA-."AJ;JAMA-.’AJKJAMA-K"AJ/JAMA-K’AJFJB 9 画出辨识结果的收敛情况

,-F-E?@J."JAJ.’JAJK"JAJK’JB0
IMI,-@J辨识精度JB

３３４　时不变系统的递推最小二乘参数辨识方法

对ｍ，ｗ（ｍ）可以在（０，１］范围内选择，如果ｗ（ｍ）＜１，则表示削弱过去的观测数据的作

用。当ｗ（ｍ）＝１，所有采样数据都是等同的权值，也就是说新老数据对于参数估计提供同等

重要的信息，此时加权最小二乘估计递推参数算法转化为一般的最小二乘参数估计递推算法，
即式（３４６）、式（３４８）和式（３４９）变为

θ^ｍ＋１＝^θｍ＋Ｋｍ＋１［ｚ（ｍ＋１）－ｈ（ｍ＋１）^θｍ］
Ｐｍ＋１＝Ｐｍ－ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［１＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１ｈ（ｍ＋１）Ｐｍ

Ｋｍ＋１＝ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［１＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１

对于一般的最小二乘递推算法，理论上随着观测数据的增加，其参数估计值的精度越来越

精确，但是在实际中往往会出现估计误差越来越大的现象。这是因为增益矩阵Ｋｍ＋１表示修正

程度，Ｋｍ＋１越大，修正效果越好。但由于最小二乘估计是无偏的、有效的和一致的估计，随着

观测数据的增加，Ｐ（ｍ）和Ｋ（ｍ）逐渐减小，直至趋于０。这时新的观测数据对参数估计量的修

正作用消失，出现所谓的“数据饱和”现象。数据饱和后，由于递推计算的舍入误差，不仅新的

观测值对参数估计不起修正作用，反而使Ｐ（ｍ）失去正定性，导致估计误差增加。
对于一般的最小二乘递推算法，由于新老数据对于参数估计提供同等重要的信息，而且容

易出现数据饱和现象，只能适用于时不变系统的参数辨识。对于估计期间参数随时间的推移

而缓慢变化（时变系统）时，无法反映出参数时变的特点，从而使估计结果产生错误。

３３５　时变系统的递推最小二乘参数辨识方法

当系统参数随时间变化时，因新数据被旧数据所淹没，递推算法无法直接使用。为适应时

变参数的变化情况，修改旧数据的权重（降低），增加新数据。实现上述要求的途径主要有数据

窗法和Ｋａｌｍａｎ滤波法，其中数据窗法主要有矩形窗和指数窗。
１矩形窗法

矩形窗法的特点是在时刻ｋ的估计只依靠近ｋ时刻的有限个数据，此前的数据全部被剔

除掉，如图３１３所示。图３１３表示长度为ｍ的矩形窗，每个时刻增加一个新数据，就要剔除

一个旧数据，保持数据窗内的数据数目始终为ｍ。
在ｋ＝ｉ＋ｍ时刻，获得新观测数据ｚ（ｉ＋ｍ），于是根据一般递推最小二乘公式有

　　　　^θｉ＋ｍ，ｉ＝^θｉ＋ｍ－１，ｉ＋Ｋｉ＋ｍ，ｉ［ｚ（ｉ＋ｍ）－ｈ（ｉ＋ｍ）^θｉ＋ｍ－１，ｉ］
Ｐｉ＋ｍ，ｉ＝Ｐｉ＋ｍ－１，ｉ－Ｐｉ＋ｍ－１，ｉｈＴ（ｉ＋ｍ）［１＋ｈ（ｉ＋ｍ）Ｐｉ＋ｍ－１，ｉｈＴ（ｉ＋ｍ）］－１

ｈ（ｉ＋ｍ）Ｐｉ＋ｍ－１，ｉ
Ｋｉ＋ｍ，ｉ＝Ｐｉ＋ｍ－１，ｉｈＴ（ｉ＋ｍ）［１＋ｈ（ｉ＋ｍ）Ｐｉ＋ｍ－１，ｉｈＴ（ｉ＋ｍ）］－１

式中，^θｉ＋ｍ，ｉ表示利用ｉ至ｉ＋ｍ之间的观测数据ｚ（ｋ）（ｋ＝ｉ，…，ｉ＋ｍ）所得的θ估计值；Ｐｉ＋ｍ，ｉ
和Ｋｉ＋ｍ，ｉ的含义类似。

为了保持数据窗长度为ｍ，剔除ｉ时刻的观测值ｚ（ｉ），则相应的递推公式变为

θ^ｉ＋ｍ，ｉ＋１＝^θｉ＋ｍ，ｉ＋Ｋｉ＋ｍ，ｉ＋１［ｚ（ｉ）－ｈ（ｉ）^θｉ＋ｍ，ｉ］
Ｐｉ＋ｍ，ｉ＋１＝Ｐｉ＋ｍ，ｉ－Ｐｉ＋ｍ，ｉｈＴ（ｉ）［１＋ｈ（ｉ）Ｐｉ＋ｍ，ｉｈＴ（ｉ）］－１ｈ（ｉ）Ｐｉ＋ｍ，ｉ
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Ｋｉ＋ｍ，ｉ＋１＝Ｐｉ＋ｍ，１ｈＴ（ｉ）［１＋ｈ（ｉ）Ｐｉ＋ｍ，ｉｈＴ（ｉ）］－１

２指数窗法

对于加权递推最小二乘估计，当取ｗ（ｋ）＝λｍ－ｋ（λ＜１的正数）时，相当于应用带指数权的

误差函数（如图３１４所示），即

Ｊ（^θ）＝ ∑
ｍ

ｋ＝ｎ＋１
λｍ－ｋ（ｚ（ｋ）－ｈ（ｋ）^θ）Ｔ（ｚ（ｋ）－ｈ（ｋ）^θ）＝ｍｉｎ （３５０）

图３１３　矩形窗
　

　　　

图３１４　指数窗
　

这种误差目标函数是利用对过去数据加指数权来人为地强调当前数据的作用，这种权函数的

作用相当于给平方方程误差加一个一阶滤波器，或者说对以前的测量数据加上一个遗忘因子，以逐

渐降低旧数据提供的信息量，增大新数据提供的信息量，又称这种方法为渐消记忆最小二乘方法。
通过对式（３５０）取极小便可以得到带指数窗的参数估计实时算法

θ^ｍ＋１＝^θｍ＋Ｋｍ＋１［ｚ（ｍ＋１）－ｈ（ｍ＋１）^θｍ］

Ｋｍ＋１＝ＰｍｈＴ（ｍ＋１）［λＩ＋ｈ（ｍ＋１）ＰｍｈＴ（ｍ＋１）］－１

Ｐｍ＋１＝１λ
［Ｉ－Ｋｍ＋１ｈ（ｍ＋１）］－１Ｐｍ

对于渐消记忆最小二乘递推算法，一般取０＜λ＜１。λ取得越小，意味着旧数据对参数估

计的影响降低，新数据影响加大，算法能很好地跟踪时变参数。但是，λ越小，噪声干扰影响越

大，估计误差的方差越大。究竟λ取多少合适，需视具体被辨识对象并根据经验选定，常常通

过实验来选择，一般取０９＜λ＜０９９。

３４　递推阻尼最小二乘算法

３４１　递推阻尼最小二乘算法的基本原理

在模型参数辨识的过程中，常用方法是上述的递推最小二乘法，但最小二乘法也存在一些

缺点，如随着协方差矩阵的减小，参数易产生爆发现象；参数向量和协方差矩阵初始值选择不

当会使辨识过程在收敛之前结束等。为防止辨识参数产生爆发现象，在最小二乘参数辨识的

目标函数中增加一个对参数变化量的阻尼项，来增加算法的稳定性，因此称该算法为递推阻尼

最小二乘法。
在式（３２４）的基础上加入阻尼项，则得递推阻尼最小二乘法的目标函数为

Ｊ＝［（Ｙｍ－Ｈｍ^θｍ）ＴＷｍ（Ｙｍ－Ｈｍ^θｍ）］＋μ［^θｍ －^θｍ－１］Ｔ［^θｍ －^θｍ－１］ （３５１）
式中，Ｊ为递推阻尼最小二乘估计的目标函数；Ｔ为矩阵的转置；μ（μ＞０）为阻尼因子。μ的大

小描述了自变量增量与目标函数Ｊ取极小时的相对重要性。即如果模型的线性程度较大，那
么对于很小的μ就能使^θ对θ有较好的修正；反之，必需较大的μ，才能保证^θ对θ有较好的修
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正。当μ＝０时，递推阻尼最小二乘法就变成一般递推最小二乘法。

３４２　递推阻尼最小二乘算法的分析与设计

为简便起见，这里以图３４所示的ＳＩＳＯ系统为辨识对象，于是被辨识模型的差分方程为

ｙ（ｋ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ａｉｙ（ｋ－ｉ）＋∑

ｎ

ｉ＝１
ｂｉｕ（ｋ－ｉ）＋ｖ（ｋ） （３５２）

式中，ｙ（ｋ）为系统输出量的第ｋ次观测值，ｙ（ｋ－１）为系统输出量的第ｋ－１次观测值，以此类

推；ｕ（ｋ）为系统的第ｋ个输入值，ｕ（ｋ－１）为系统的第ｋ－１个输入值；ｖ（ｋ）是均值为０的随机

噪声。
将式（３５２）写成向量的形式

ｙ（ｋ）＝ｈ（ｋ）θ＋ｖ（ｋ） （３５３）
式中，ｈ（ｋ）＝［－ｙ（ｋ－１） －ｙ（ｋ－２） … －ｙ（ｋ－ｎ）ｕ（ｋ－１） … ｕ（ｋ－ｎ）］为系数矩

阵；θ＝［ａ１ ａ２ … ａｎ ｂ１ ｂ２ … ｂｎ］Ｔ 为待估的模型参数。
令ｋ＝１，２，…，ｍ，则有

Ｙｍ ＝Ｈｍθｍ＋ｅｍ （３５４）

Ｙｍ ＝
ｙ（１）


ｙ（ｎ

熿

燀

燄

燅）
＝
Ｙｍ－１
ｙ［ ］
ｍ

（３５５）

Ｈｍ ＝
－ｙ（０） … －ｙ（１－ｎ） ｕ（０） … ｕ（１－ｎ）
     

－ｙ（ｍ－１） … －ｙ（ｍ－ｎ）ｕ（ｍ－１） … ｕ（ｍ－ｎ

熿

燀

燄

燅）
＝
Ｈｍ－１
ｈ［ ］
ｍ

（３５６）

Ｗｍ ＝ｄｉａｇ（λｍ－１ λｍ－２ … λ０）＝
Ｗｍ－１ ０［ ］０ １

（３５７）

Ｖｍ ＝［ｖ（１） … ｖ（ｍ）］Ｔ
Ｖｍ－１
ｖ［ ］
ｍ

（３５８）

根据极值原理，要使式（３５１）成立，^θ应满足

Ｊ
θ θ＝^θ

＝－２ＨＴｍＷｍ（Ｙｍ－Ｈｍ^θｍ）＋２μ［^θｍ －^θｍ－１］＝０ （３５９）

对式（３５９）整理可得

［μＩ＋ＨＴｍＷｍＨｍ］^θｍ ＝μ^θｍ－１＋ＨＴｍＷｍＹｍ （３６０）
由于μＩ＋ＨＴｍＷｍＨｍ 可逆，所以式（３６０）存在唯一解，为

θ^ｍ ＝［μＩ＋ＨＴｍＷｍＨｍ］－１［μ^θｍ－１＋ＨＴｍＷｍＹｍ］ （３６１）
令

Ｐ－１ｍ－１＝μＩ＋ＨＴｍ－１Ｗｍ－１Ｈｍ－１ （３６２）
则有

Ｐｍ ＝［μＩ＋ＨＴｍＷｍＨｍ］－１ （３６３）
将式（３６３）代入式（３６１），有

θ^ｍ ＝Ｐｍ［μ^θｍ－１＋ＨＴｍＷｍＹｍ］ （３６４）
进而有
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ＨＴｍ－１Ｗｍ－１Ｙｍ－１＝Ｐ－１ｍ－１^θｍ－１－μ^θｍ－２ （３６５）
将式（３５５）至式（３５７）代入式（３６３），得

Ｐ－１ｍ ＝μＩ＋λＨＴ
ｍ－１Ｗｍ－１Ｈｍ－１＋ｈＴｍｈｍ （３６６）

对式（３６６）进一步整理，且两边同时加上μＩ，得

ＨＴｍ－１Ｗｍ－１Ｈｍ－１＋μＩ＝μＩ＋
１
λ
［Ｐ－１ｍ －μＩ－ｈＴｍｈｍ］ （３６７）

比较式（３６２）和式（３６７），得

Ｐ－１ｍ－１＝μＩ＋
１
λ
［Ｐ－１ｍ －μＩ－ｈＴｍｈｍ］ （３６８）

将式（３５５）至式（３５７）代入式（３６４），得

θ^ｍ ＝Ｐｍ［μ^θｍ－１＋λＨＴ
ｍ－１Ｗｍ－１Ｈｍ－１＋ｈＴｍｙｍ］ （３６９）

将式（３６５）和式（３６８）代入式（３６９），得

θ^ｍ ＝θ^ｍ－１＋λμＰｍ［^θｍ－１－^θｍ－２］＋ＰｍｈＴｍ［ｙｍ－ｈｍ^θｍ－１］ （３７０）

综合式（３６８）和式（３７０），递推阻尼最小二乘法的公式为

θ^ｍ＝^θｍ－１＋λμＰｍ［^θｍ－１－^θｍ－２］＋ＰｍｈＴｍ［ｙｍ－ｈｍ^θｍ－１］

Ｐｍ＝［μＩ＋λＨＴ
ｍ－１Ｗｍ－１Ｈｍ－１＋ｈＴｍｈｍ］－１

递推阻尼最小二乘法式（３７０）具有明显的物理意义：^θｍ－１为前一时刻的参数估值；ｙｍ－
ｈｍθｍ－１为预测误差，是前一时刻估计值θ^ｍ－１与实际参数的偏差形成的，又称为新息；ＰｍｈＴｍ 是修

正偏差的系数，称为增益矩阵；^θｍ－１－^θｍ－２是前两个时刻估计值的偏差；λ、μ、Ｐｍ 是估计值偏差

的系数，由阻尼系数、遗忘因子和估计误差的协方差构成。

３４３　仿真实例

用递推阻尼最小二乘法对以下数学模型进行参数辨识

ｚ（ｋ）＋ａ１ｚ（ｋ－１）＋ａ２ｚ（ｋ－２）＝ｂ１ｕ（ｋ－１）＋ｂ２ｕ（ｋ－２）＋Ｖ（ｋ）
式中，理想的系数值ａ１＝１６、ａ２＝－０７、ｂ１＝１０和ｂ２＝０５；Ｖ（ｋ）是服从Ｎ（０，１）的随机噪

声；输入ｕ（ｋ）是服从Ｎ（０，１）的随机噪声。在辨识过程中，递推阻尼最小二乘法选λ＝０９５，

μ＝０９５。
利用递推阻尼最小二乘法进行辨识，其ＭＡＴＬＡＢ仿真程序见ｃｈａｐ３＿４ｍ。其输入、输出

及辨识结果分别如图３１５、图３１６和图３１７所示，辨识的参数如表３４所示。
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图３１５　输入信号ｕ（ｋ）
　

图３１６　输出信号ｙ（ｋ）
　

图３１７　递推阻尼最小二乘法的辨识结果
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