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第 1 章  随机信号基础 

信号有多种表现形式，主要的形式有电信号、光信号、声信号等；根据表达式的不同，

还可以分为连续时间信号和离散时间信号，或者分为确定性信号和随机信号。连续时间信号

和离散时间信号的区别在于自变量是连续的还是离散的，而确定性信号和随机信号的区别才

是本质的区别，因为确定性信号是以时间为自变量的一般函数，随机信号则是以时间为自变

量的随机函数。 

在实际应用中，需要处理的信号往往不是确定性信号，而是随机信号与确定性信号的混

合信号。由于随机信号与确定性信号有本质上的不同，因此分析方法也不尽相同。 

随机信号理论的基础是“概率论”和“信号与系统”，这里假定读者已经掌握了这些知

识。本章首先对随机变量的要点做一下系统的回顾；然后介绍用特征函数描述随机变量的方

法。本章的后半部分将给出通信与信息处理领域中经常用到的一些随机变量的分布，并重点

讨论高斯随机变量。本章还将给出一些随机变量仿真的方法和程序，供读者参考和选用。 

1.1  随机变量及其分布 

设随机试验的样本空间为 S ，如果对样本空间的每一个元素 ie S ，都有一个实数

( )i ix X e 与之对应。对所有的元素 e S ，就得到一个定义在空间 S 上的实单值函数 ( )X e ，

称 ( )X e 为随机变量，简写为 X。一般用大写字母 X, Y, Z 来表示随机变量，而用小写字母 x, y, 

z 表示对应随机变量的可能取值。 

引入随机变量可以将随机试验的所有可能结果与对应的概率联系起来。如一段导体中的

电子运动引起的电流，接收机的噪声电压，这些都与数值有关。即使像发现目标这样的事件，

也可以规定一个数值来表示“发现目标”或“未发现目标”。分布律便表明了随机变量取值与

概率的对应关系。 

根据随机变量的取值是可列还是不可列的，把随机变量

分为离散随机变量和连续随机变量。离散随机变量的样本空

间是离散的点，因而取值也是离散的，如图 1.1-1(a)所示。

连续随机变量的样本空间是连续区间，如图 1.1-1(b)所示，

所以取值连续地占据某一区间。接收机的噪声电压是连续随

机变量，而探测是否存在目标的试验则是离散随机变量。 

根据描述随机试验参量的数目，还可以把随机变量分为一维、二维和多维随机变量。例

如，随机变量 X 只能用来描述一个随机量，若用它来描述一个随机信号的幅度和相位是不够

的，必须用两个随机变量 X 和 Y。对于更复杂的随机试验，可能用更多的随机变量进行描述。 

1.1.1  一维随机变量及其分布律 

概率累积分布函数(以下简称“分布函数”或“累积分布”)是描述随机变量概率特征的

最重要函数。分布函数完整地刻画了随机变量的统计规律，并且决定了随机变量的一切概率

 

图 1.1-1  随机变量 
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特征。分布函数对于任意类型的随机变量均存在。特别地，对于离散型随机变量，分布函数与

其分布列具有等价关系。对于连续性随机变量，分布函数与其概率密度函数具有等价关系。 

1．一维随机变量的概率分布函数 

设 X 是样本空间 S 上的随机变量， x为任意实数，称函数 

                                 ( ) ( )F x P X x   (1.1-1) 

为随机变量 X 的概率累积分布函数。注意定义(1.1-1)中{ }X x 是一集合(事件），而概率总

是定义在集合(事件）上的。根据定义，累积分布函数在 x 点的取值表征随机变量 X 取值不

超过 x 的概率。如果把一维随机变量看成是数轴上的一个随机点，上式说明了随机变量 X 取

值落在区间 ( , ]x∞ 的概率，显然它对任何随机变量都存在。根据概率分布函数的定义，可得

到如下性质。 

性质 1  F(x)是 x 的单调非减函数。即对于 x2 > x1，有 
                                 2 1( ) ( )F x F x  (1.1-2) 

性质 2  F(x)非负，取值满足 

                                  0 ( ) 1F x    (1.1-3) 

并且 ( ) 0F  ∞ ， ( ) 1F  ∞ 。  

性质 3  随机变量 X 在 x1, x2区间内的概率为 
                         1 2 2 1( ) ( ) ( )P x X x F x F x     (1.1-4) 

性质 4  F(x)右连续，即 

                               ( ) ( )F x F x   (1.1-5) 

对于任意一个函数，判断其是否可以作为某随机变量的分布函数，只需要使用性质 1、

性质 2 和性质 4 判断即可。 
【例 1.1-1】 设随机变量 X 只取两个值，其概率分布为 ( 0) 0.5P X   ， ( 1) 0.5P X   ，

试写出概率累积分布函数。 

解：根据定义，随机变量 X 的概率分布函数为 

                       

0 0

( ) 0.5 0 1

1 1

x
F x x

x


 





 

或写成 )1(5.0)(5.0)(  xuxuxF ，其中 u(x)为单位阶跃函数。 

从上述例题中可以看出，0-1 分布的随机变量的分布函数在 0x  和 1x  两处出现了幅度

为 0.5 的跳跃。这个结论具有一般性。特别地，对于所有的离散随机变量，其分布函数均是

分段连续的阶梯状函数，阶跃的高度等于随机变量在该点的概率，并且在阶跃处右连续(性质

4)。其分布函数可以写为  

                    
1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

F x P X x u x x Pu x x
 

     
∞ ∞

 (1.1-6) 

式中，u(x)为单位阶跃函数，Pi为{X = xi}的概率。 

2．一维离散随机变量的概率分布列 

如果随机变量 X 只可能取有限多个或者可列多个取值，则称随机变量为离散型随机变
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量。设离散随机变量 X 的所有取值为 kx ， 1,2,k  ，称其概率取值 

( ) 1,2,k kP X x P k                     (1.1-7) 

为离散型随机变量 X 的概率分布列或分布律。 

离散随机变量的分布函数 ( )F x 与分布列 , 1,2,kP k   具有等价关系。当已知分布函数

时，有  

1 1 1 1( ) ( ) ( )P P X x P X x F x     

1( ) ( ) ( ) ( ),k k k k kP P X x P X x F x F x       2,3,k    

而当分布列已知时，可以通过式(1.1-6)来获得分布函数。 

由分布函数的性质容易得知离散随机变量的分布列满足下面两个性质： 
性质 1： 0kP  ， 1,2,k    

性质 2：
1

1k
k

P



∞

  

离散随机变量的分布列也可用表格的形式来表示

(见表 1.1-1)。 

3．一维随机变量的概率密度 
对于分布函数为 ( )F x 的一维实随机变量 X，如果存在非负函数 ( )f x ，使得对于任意实

数 x均有 

( ) ( )d
x

F x f  


  ∞
                      (1.1-8) 

则称 X 为连续型随机变量，其中 ( )f x 称为 X 的概率密度函数，简称概率密度。 

从连续型随机变量的定义可知，其概率密度函数可以通过累积分布函数的微分求得 

                                  
d ( )

( )
d
F xf x x  (1.1-9) 

因此，连续型随机变量的累积分布函数与概率密度函数相互等价。由概率密度函数的定义可

以看出，f (x)是 x 处 F(x)的变化率。根据分布函数的性质，可得到概率密度的性质。 

性质 1  概率密度函数非负，即 

                                      ( ) 0f x    (1.1-10) 

性质 2  概率密度函数在整个取值区间积分为 1，即 

                                     ( )d 1f x x



∞

∞
    (1.1-11) 

性质 3  概率密度函数在 1 2( , ]x x 区间积分，给出随机变量在该区间的取值概率 

                               
2

1

1 2( ) ( )d
x

x
P x X x f x x      (1.1-12) 

这三条性质与概率分布函数的前三条性质是对应的。性质 1 和性质 2 说明概率密度函数是一

条在横轴上方且与横轴所围的面积为 1 的曲线，它们也是检验一个函数是否为概率密度的充

要条件。连续随机变量的分布函数是连续的，因此连续随机变量 X 在任意指定取值的概率为

零。性质 3 则刻画了随机变量取值落在一个区间的概率  1 2P x X x  。对于连续随机变量，

取值区间写成开区间和闭区间是一样的，但对于离散随机变量，开区间和闭区间则是不同的。 
【例 1.1-2】 判断函数 ( ) [ ( ) ( )]f x K u x u x a   满足什么条件才有可能是概率密度函

数？当 2a  和 2a   时，K 应该取何值？ 

表 1.1-1 

X x1  x2  …  xn  … 

P P1  P2  …  Pn  … 
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解：（1）为保证满足性质 1，概率密度函数非负。当 0a  时需要 0K  ；当 0a  时需

要 0K  。由性质 2 可知，概率密度函数与横轴包围的面积应该为 1，因此 1/K a 满足概

率密度函数的条件。综上， 1( ) [ ( ) ( )]f x u x u x aa   。 

（2）当 2a  时 0.5K  ；当 2a   时， 0.5K   。 

连续型随机变量和离散型随机变量并不能囊括所有的随机变量。例如分布函数 

0 1

0.5 1 0
( )

0.5 0.5 0 1

1, 1

x
x

F x
x x

x

 
     






 

中既存在间断点( 1x   )，也存在连续部分( 0 1x  )。实际上，这个分布函数所对应的是

混合型的随机变量。我们可通过引入 函数的方法，将概率密度函数的定义扩展到分布函数

存在有限个间断点的随机变量上。例如，对于离散型随机变量，其概率密度函数可以写为：  

                       
1 1

( ) ( ) ( ) ( )i i i i
i i

f x P X x x x P x x 
 

     
∞ ∞

 (1.1-13) 

式中， (x)为单位冲激函数。 

图 1.1-2 和图 1.1-3 示出了连续随机变量和离散随机变量的分布律。 

  
图 1.1-2  连续随机变量概率密度和概率分布函数 

 
图 1.1-3  离散随机变量的概率密度和概率分布函数 

1.1.2  多维随机变量及其分布律 

假设 X 和 Y 为同一样本空间 S 上的两个一维随机变量，则称向量(X, Y)为 S 上的一个二维

随机变量。二维随机变量(X, Y)可看成二维平面上的一个随机点(图 1.1-4)。n 维随机变量则

用(X1, X2 , X3, …, Xn)表示，可推广为 n 维空间上的一个随机点。 

 
图 1.1-4  二维随机变量—平面上的随机点 
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多维随机变量不是几个一维随机变量的简单组合，作为一个整体，多维随机变量的统计

规律不仅取决于各个随机变量的统计规律，还与几个随机变量之间的关联程度有关。由一维

随机变量的分布律不难推广到二维随机变量的分布律。 

1．二维随机变量的概率分布函数 

(X, Y)为二维随机变量，对于任意实数 x, y 的二元函数 
                           ( , ) ( , )XYF x y P X x Y y    (1.1-14) 

称为(X, Y)的分布函数或 X 和 Y 的联合概率分布函数。  

与一维随机变量的情况相似，联合概率分布函数对于任意类型的二维随机变量都存在，

且完整地刻画了这个二维随机变量的统计规律，决定了其一切概率特征。若将(X, Y)看成平面

上随机点的坐标，则联合概率分布函数 FXY (x, y)在(x, y)处的值即为随机点(X, Y)落在图 1.1-5

所示阴影部分面积内的概率。根据概率分布函数的定义，可得到如下性质。 
性质 1  ),( yxFXY 是 x, y 的单调非减函数。 

对固定的 y，当 x2 > x1时，有 
         2 1( , ) ( , )XY XYF x y F x y                         (1.1-15) 

对固定的 x，当 y2 > y1时，有 
        2 1( , ) ( , )XY XYF x y F x y                         (1.1-16) 

性质 2  ),( yxFXY 是 x, y 的有界函数。 

                    0 ( , ) 1XYF x y                            (1.1-17) 

且有            ( , ) 0XYF y ∞ ， ( , ) 0XYF x  ∞ ， ( , ) 0XYF   ∞ ∞             (1.1-18) 

                            ( , ) 1XYF   ∞ ∞                           (1.1-19) 

性质 3  ( , )XYF x y 关于 x 或 y 均为右连续函数。 
( , ) ( , )XYF x y F x y  ， ( , ) ( , )XYF x y F x y               (1.1-20) 

性质 4  随机变量 X 的边缘分布函数为 
     ( ) ( , )X XYF x F x ∞                          (1.1-21) 

随机变量 Y 的边缘分布函数为 

     ( ) ( , )Y XYF y F y ∞                          (1.1-22) 

性质 5  对任意 ),( 11 yx 和 ),( 22 yx ，其中 x2 > x1，y2 > y1，则有 

1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )XY XY XY XYP x X x y Y y F x y F x y F x y F x y         (1.1-23) 

上式的结果可以通过图 1.1-6 得出。 

              
             图 1.1-5  二维分布函数图解           图 1.1-6  二维分布函数性质图解 

2．二维离散随机变量的概率分布列 

如果二维随机变量(X, Y)的可能取值只有有限对或可列对，则称(X, Y)为二维离散型随机
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变量。(X, Y)的联合概率分布列为 

                        ( , )i j ijP X x Y y P   ，  i, j =1,2,…              (1.1-24) 

    记                    
1

( )i ij i
j

P P P X x


  

∞

, 1,2,i                      (1.1-25) 

1

( )j ij j
i

P P P Y y


  

∞

, 1,2,j                    (1.1-26) 

分别称{ , 1,2, }iP i   和{ , 1,2, }jP j   为(X, Y)关于 X 和 Y 的边缘分布列。 

二 维 离 散 型 随 机 变 量 的 联 合 概 率 分 布 函 数 ( , )F x y 与 其 联 合 概 率 分 布 列

,{ , 1,2, , 1,2, }i jP i j   同样具有等价关系。由分布函数的性质容易得知二维离散随机变量

的分布列满足下面两个性质： 

性质 1： 0ijP  ， 1,2,i  ， 1,2,j    

性质 2：
1 1

1ij
i j

P
 


∞ ∞

  

二维离散型随机变量的联合概率分布列可以使用表

格表示(见表 1.1-2)。 

3．二维随机变量的概率密度 

对于二维随机变量 ( , )X Y 的分布函数 FXY (x, y)，如果存在非负可积函数 ( , )f x y ，使得对任

意 ,x y 均有 

( , ) ( , )d d
x y

XYF x y f u v u v
 

  ∞ ∞
                 (1.1-27) 

则称 ( , )X Y 为连续型二维随机变量，函数 ( , )f x y 称为二维随机变量 ( , )X Y 的概率密度函数，

或称为 X 和 Y 的联合概率密度函数。记 

( ) ( , )dX XYf x f x y y


 
∞

∞
                    (1.1-28) 

                            ( ) ( , )dY XYf y f x y x


 
∞

∞
                  (1.1-29) 

分别称 ( )Xf x 和 ( )Yf y 为(X, Y)关于 X 和 Y 的边缘概率密度函数。 

从上述定义可知，联合概率密度函数可以通过联合概率分布函数的二阶偏导求得，即  

                               
2 ( , )

( , ) XY
XY

F x yf x y x y



 

   (1.1-30) 

因此，连续型二维随机变量的累积分布函数与概率密度函数相互等价。从分布函数的性质和

二维概率密度的定义可以得到如下性质： 

性质 1  二维概率密度函数非负，即     
                       ( , ) 0XYf x y                           (1.1-31) 

性质 2  二维概率密度函数在整个平面上的积分为 1，即                                

               ( , )d d ( , ) 1XY XYf x y x y F
 

 
    

∞ ∞

∞ ∞
∞ ∞                 (1.1-32) 

    性质 3  设 R 是 xOy 平面上的一个区域，则随机点(X, Y)落在该区域内的概率为 

表 1.1-2 

     Z 
Y 1x   2x   …  ix   … 

1y  11P   21P   …  1iP   … 

2y  12P   22P   …  2iP   … 

… …  …   …  …  … 

jy  1 jP   2 jP   …  ijP   … 

… …  …   …  …  … 
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                       (( , ) ) ( , )d dXY
R

P X Y R f x y x y                  (1.1-33) 

上式中的积分是 R 区域的二重面积分。 

4．条件概率分布函数和条件概率密度 

在集合论中，条件概率是指集合(事件)A 在集合(事件)B 发生的条件下的发生概率，表

示为 
( )

( | )
( )

P A BP A B P B 
                       (1.1-34) 

在二维分布中，如果将条件概率的概念引入到分布律中，还可得到条件概率分布函数

FY (y|x)、条件概率密度 fY (y|x)或条件分布列 ( | )YP Y X 。在表示概率分布函数和概率密度时，

为了区别不同的随机变量，常把随机变量作为下角标。 

对于二维离散随机变量，其条件分布列可以写为 
( , )

( | )
( )

Y j i ij
Y j i

i i

P Y y X x P
P Y y X x P X x P

 
   

 
 

 1,2, 1,2,i j  ；    (1.1-35) 

其中
1

i ij
j

P P




∞

。 

对于二维连续型随机变量，其条件概率分布函数为 

 
 0 0

( , )d d,
( | ) lim lim

( )d

y x x

XY
x

Y x xx x
Xx

f u v u vP x X x x Y y
F y x

P x X x x f u u




   

  
 

  
 


∞
 

  

0

( , ) d ( , )
lim d

( ) ( )

y

yXY XY
x X X

f x v x v f x v vf x x f x


  


 


 ∞

∞
 

利用概率密度函数为概率分布函数导数的结果，可以得到 

  ( , )
( | ) |

( )
XY

Y Y
X

f x yf y x F y xy f x
 


                    (1.1-36) 

条件概率还满足全概率公式、贝叶斯公式和链式法则。以连续型随机变量的概率密度

函数为例，将这三个重要的公式列出如下。 

全概率公式：             ( ) ( | ) ( )df x f x y f y y



 

∞

∞
                    (1.1-37) 

贝叶斯公式：           
( | ) ( )

( | )
( | ) ( )d

f y x f xf x y
f y x f x x








∞

∞

                     (1.1-38) 

链式公式：   1 2 1 2 1 1 2 1( , , , ) ( ) ( | ) ( | , , , )n n nf x x x f x f x x f x x x x              (1.1-39) 

5．多维随机变量的概率分布和独立随机变量 

二维分布律是多维分布律最简单的情况，对于 n 维随机变量(X1, X2, X3, …, Xn)，仍可仿

照式(1.1-14)的方式定义 n 维分布函数 
                    1 2 1 1 2 2( , , , ) ( , , , )X n n nF x x x P X x X x X x     (1.1-40) 

对于连续型随机变量，可以仿照式(1.1-30)得到其概率密度函数 

                          1 2
1 2

1 2

( , , , )
( , , , )

n
X n

X n
n

F x x xf x x x x x x



  

   (1.1-41) 
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类似于式(1.1-28)或式(1.1-29)，对 n 维联合概率密度函数中的某些随机变量进行积分，可以

获得其余随机变量的联合概率密度函数 

             (1.1-42) 

式(1.1-28)和式(1.1-29)是 n = 2，m = 1 时的情况。 

高维随机变量中的一个重要概念是统计独立。对于 n 维随机变量(X1, X2,…, Xn)，如果对

所有的 1 2, , , nx x x 均有 

1 21 2 1 2( , , , ) ( ) ( ) ( )
nX n X X X nF x x x F x F x F x   

则称 1 2, , , nX X X 是相互独立的随机变量。对于连续型随机变量，上述定义可以等价地写为：

对于所有的 x1, x2,…, xn，满足 

              
1 21 2 1 2

1

( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )
n i

n

X n X X X n X i
i

f x x x f x f x f x f x


    (1.1-43) 

即，当 n 维随机变量的联合概率密度等于各自边缘概率密度的乘积时，各随机变量相互独立。

当 n = 2 时有 

( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y                       (1.1-44) 

等式两边同时除以 X 或Y 的边缘分布，可以得到 

( | ) ( )X Xf x y f x                       (1.1-45) 

                                    ( | ) ( )Y Yf y x f y  (1.1-46) 

因此，对于二维连续型随机变量，如果边缘概率密度函数与条件概率密度函数相等，则 X 和

Y 相互独立。 

1.2  随机变量的函数变换 

一般来讲，随机变量的分布是由大量的试验获得的。那么，是否所有的随机变量的分布

都需要用试验的方法得到呢？试验的高复杂性和高代价促使人们寻求一种间接的方法来确定

一个随机变量的分布。 

在无线电信号的传输过程中会不可避免地掺杂一些噪声，如果发射的信号为 X，信道中

的噪声表示为 Y，那么接收的信号就是 X+Y。在已知 X 和 Y 分布的前提下，人们希望能通过

一种运算，求得二者之和的分布。如果把随机变量 Xi 作为系统的输入，把随机变量 Xo 作为

系统的输出，它们也应满足某种函数关系。直观上看，知道了输入的分布，通过二者的函数

关系，一定能得到输出的分布。在进行系统仿真时，常常需要仿真某个分布的信号，当有了

均匀分布的随机信号的产生方法后，也可利用函数关系来产生需要的随机信号。这些都是随

机变量函数变换的例子。 

1．一维变换 

设随机变量 X 与 Y 满足下列函数关系 

                                    Y = (X) (1.2-1) 

确定随机变量 Y 分布的基本方法是从定义出发： 
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{ : ( ) }

( ) ( ) ( ( ) )

( { : ( ) })

( )d

Y

X
x x y

F y P Y y P X y
P X x x y

f x x





 
 

  

 
                       

  (1.2-2) 

设随机变量 X 与 Y 之间的关系是单调的，并且存在反函数 

X =  1(Y) = h(Y) 

若反函数h(Y)的导数也存在，则随机变量Y的概率分布函数与X的概率分布函数存在如下关系： 
( ) ( ( )) ( )Y Xf y f h y h y                        (1.2-3) 

式(1.2-3)可以由式(1.2-2)化简得到。具体推导过程如下：如果 h(Y)是单调增加的，那么随机

变量 Y 的概率分布函数为 

                  
( )

( ) ( ( ) ) ( ( )) ( )d
h y

Y XF y P X y P X h y f x x


    ∞
    (1.2-4) 

将上式对 y 求导，便得到随机变量 Y 的概率密度 

d d( ) ( ) ( ( )) ( )
d dY Y XF y F y f h y h yy y   

同理，可得到当 h(Y)单调下降时随机变量 Y 的概率密度 
d d( ) ( ) ( ( )) ( )
d dY Y XF y F y f h y h yy y   

综合以上两种情况，即可以得到式(1.2-3)。 

图 1.2-1 给出了当 h(Y)是单调增函数情况下，一维随机变量 X 和 Y 的函数关系示意图。

图中对式(1.2-3)给予了具有启发性的解释：假设 X 的所有可能值都在区间(a, b)内，对于 Y，
所有可能值都在区间(c, d)内，此时应该有 

( ) 1,     ( ) 1X YP a X b P c Y d       

由于 X 和 Y 是单调关系，如图 1.2-1 所示，当 dx 和 dy 充分小时，随机变量 X 取值落在

子区间(x, x + dx)和 Y 的取值落在子区间(y, y + dy)的概率应该相等，即 
( )d ( )dX Yf x x f y y                            (1.2-5) 

因此      d( ) ( ) ( ) ( )
dY X X

xf y f x f x h yy
                

考虑到概率密度非负，对 ( )h y 项添加绝对值可得式(1.2-3)。这种方法虽然不是严格的数学

推导，但在实际中却非常好用。式(1.2-5)被称为等概率原理。 

 

图 1.2-1  一维函数单调变换 
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【例 1.2-1】 半波整流器的输出Y 与输入 X 之间的数学模型可以表示为 

, 0
( )

0, 0

X X
Y X

X



   


 

若已知随机变量 X 的概率密度和概率分布函数分别为 ( )Xf x 和 ( )XF x ，试求Y 的概率密

度 ( )Yf y 和概率分布函数 ( )YF y 。 

解：由于 ( )y x 并非严格单调函数，因此通过式(1.2-2)的方法来求解Y 的分布。具体

地，由定义可知 0Y  ，因此当 0y  时，有 

( ) ( ) 0YF y P Y y   

当 0y 时，事件{ }Y y 等价为{ }X y ，有 

( ) ( ) ( ) ( )Y XF y P Y y P X y F y     
注意到 ( )YF y 在 0y  处有跳跃，跳跃幅度为 (0)XF 。 

综合以上两种情况有          ( ) ( ) ( )Y XF y F y u y  
( ) ( ) ( ) (0) ( )Y X Xf y f y u y F y   

【例 1.2-2】 已知随机变量 X 和 Y 满足线性关系 Y = aX + b，a 和 b 为常数，X 为高斯

变量，其概率密度表示为

2

2

( )

21( ) e
2π

X

X

x m

X
X

f x 






 。求 Y 的概率密度。 

解：因为 Y 和 X 是严格单调函数关系，其反函数 

( ) ( ) /X h Y Y b a    

的导数存在，即                   ( ) 1/h Y a   

将上式代入式(1.2-3)，即可得到 Y 的概率密度 
2

2

2 2 2

2

2

( )1 1 1( ) exp exp
2 22π 2π

( )1 exp
22π

X
X

Y
X XX X

Y

YY

y b ma y am bf y a aa

y m

  



                 

 
  

 

 

上例说明，高斯变量 X 经过线性变换后的随机变量 Y 仍然是高斯分布的，其数学期望和

方差分别为 
2 2 2,     Y X Y Xm am b a     

如果 X 和 Y 不是单调关系，那么 Y 的取值 y 就对

应 X 的两个或更多的值 1 2 3, , , , nx x x x 。以双值函数为

例，如图 1.2-2 所示，反函数应为 

1 1

2 2

( )

( )

X h Y
X h Y


 

 

这时随机变量 Y 的取值落在子区间 ( , d )y y y ，对应随

机变量 X 的取值应落在两个子区间 1 1 1( , d )x x x 和 2 2 2( , d )x x x 中，遵循等概率原理，有 

    1 1 2 2( )d ( )d ( )dY X Xf y y f x x f x x                     (1.2-6) 

 

图 1.2-2  一维函数多值变换 

电子工业出版社版权所有 

盗版必究 



 ·11· 

于是                1 1 2 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( )Y X Xf y f h y h y f h y h y  
                  

(1.2-7) 

当 Y 的取值 y 对应多个 x 值时，其概率密度可由上式推广。 

【例 1.2-3】 平方律检波器的输出Y 与输入 X 之间的数学模型为 
2( )Y X X   

若已知随机变量 X 的概率密度为 ( )Xf x ，试求 X 的概率密度 ( )Yf y 。 

解：由于 ( )y x 是分段单调函数，因此通过式(1.2-7)的方法来求解 X 的分布。具体

地，令 

1 1( )X h Y Y   和 2 2 ( )X h Y Y    

对函数求导，有              1 2
1 1( ) ( )

2 2
h y h y

y y
   和  

因此                          1( )
2

Y X Xf y f y f y
y
      

2．二维变换 

在讨论二维随机变量变换时，仍假定函数的映射关系是单值的。如果已知二维随机变量

(X1, X2)的联合概率密度 fX (x1, x2)，以及二维随机变量(Y1, Y2)与(X1, X2)之间的函数关系为 

                                1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , )

Y X X
Y X X





 

                          (1.2-8) 

它们的反函数存在                 1 1 1 2

2 2 1 2

( , )

( , )

X h Y Y
X h Y Y


 

 

即可求出随机变量(Y1,Y2)的联合概率密度。仿照图 1.2-1，给出它们之间的映射关系，见

图 1.2-3。 

   

图 1.2-3  二维随机变量函数变换 

如果(X1, X2)的联合概率密度和(Y1, Y2)的联合概率密度之间为单值映射，当
1 2

d X Xs 和
1 2

d Y Ys
是充分小的区域时，随机变量(X1, X2)的取值落在

1 2
d X Xs 区域内的概率应等于随机变量(Y1, Y2)

取值落在
1 2

d Y Ys 区域内的概率。一维随机变量在某区间取值的概率等于一维概率密度(曲线)在

该区间积分的面积；而二维随机变量(X1, X2)或(Y1, Y2)在某区域取值的概率应为二维概率密度

(曲面)下的体积，于是有 

  
 

注意到联合概率密度非负，应该有 
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                            1 2

1 2

1 2 1 2

d
( , ) ( , )

d
X X

Y X
Y Y

s
f y y f x x s  (1.2-9) 

在用二重积分求体积时，若积分区域由
1 2

d X Xs 变为
1 2

d Y Ys ，其变换关系即为雅可比行列式 

                              1 2

1 2

1 1

1 2

2 2

1 2

d

d
X X

Y Y

x x
s y y

J s x x
y y

 
 

 
 
 

 (1.2-10) 

将上式代入式(1.2-9)，并将式中的 x1和 x2换成 h1(y1,y2)和 h2(y1,y2)，便得到二维函数变换的

最后表达式 
                     1 2 1 2 1 1 2 2 1 2( , ) ( , ) ( ( , ), ( , ))Y Xf y y J f x x J f h y y h y y  X  (1.2-11) 

注意式(1.2-11)中对雅可比行列式 J 添加了绝对值运算，以保证概率密度函数非负。下面通

过具体的例子说明二维函数变换的应用。 

【例 1.2-4】 设 X,Y 是互相独立的高斯变量，它们的联合概率密度为 
2 2

2 2
1( , ) ( ) ( ) exp

2π 2
XY X Y

x yf x y f x f y
 

    
 

 

A 和为随机变量，且
cos

,  0,  0 2π
sin

X A
A

Y A






 

。  求 ( , )Af a  , ( )Af a 和 ( )f  。 

解：由于给出的条件即为反函数，可直接求雅可比行列式 

cos sin

sin cos

x x
a a

J a
y y a
a

  
 



 
  

  
 
 

 

代入式(1.2-11)，得到 A,  的联合概率密度 
2 2 2

2 2 2 2
( , ) exp exp

2π 2 2π 2
A

x ya a af a 
   

         
   

 

式中，a2 = x2 + y2。再利用概率密度降维的性质，对 积分求 A 的概率密度 

2 22π

2 2 2 20
( ) exp d exp

2π 2 2A
a a a af a 
   

   
      

     

同样可利用概率密度降维的性质，对 A 积分求 的概率密度 
2 2 2

2 2 2 20 0

1( ) exp d exp d
2π2π 2 2 2

a a a af a 
   

   
      

    
∞ ∞

 

令 2 2/ 2t a  ，则            
0

1 1( ) e d
2π 2π

tf t   
∞

 

【例 1.2-5】 已知二维随机变量(X1, X2)的联合概率密度 1 2( , )Xf x x ，求 Y = X1 + X2 的概

率密度。 

解：设                       1 1

2 1 2

Y X
Y X X


  
 

做这样的假设是为了保证运算过程的简单，也可做其他形式的假设。先求随机变量 Y1, Y2的

反函数及雅可比行列式 
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1 1

2 2 1

X Y
X Y Y


  

 

1 1

1 2

2 2

1 2

1 0
1

1 1

x x
y y

J
x x
y y

 
 

  
  
 

 

代入式(1.2-11)即可得到二维随机变量(Y1, Y2)的联合概率密度 

1 2 1 2 1 2 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )Y X X Xf y y J f x x f x x f y y y     

利用概率密度的性质求 Y2的边缘概率密度 

2 2 1 2 1 1( ) ( , )dY Xf y f y y y y


 
∞

∞
 

最后用 Y 和 X1代替 Y2和 Y1 

                             1 1 1( ) ( , )dY Xf y f x y x x


 
∞

∞
  

这就是两个随机变量之和的概率密度。进一步地，如果 X1和 X2互相独立，则 

                      
1 2 1 21 1 1( ) ( ) ( )d ( ) ( )Y X X X Xf y f x f y x x f y f y


   

∞

∞
 (1.2-12) 

这是常见的卷积公式，也就是说两个互相独立随机变量之和的概率密度等于两个随机变量概

率密度的卷积。 

这个例子给出了两个随机变量之和的概率密度，用同样的方法也可求出两个随机变量之

差、积、商的概率密度。 

【例 1.2-6】 任选两个标有阻值 20k的电阻 R1和 R2串联，两个电阻的误差都在5%之内，

并且在误差之内它们是均匀分布的。求 R1和 R2串联后误差不超过2.5%的概率有多大？ 

解：由题意已知，电阻 R1 和 R2 应在 19～21k内均匀分

布。另一方面，虽然电子元件出厂时都存在一定的误差，但由

于 R1 和 R2 是任选的，两个电阻值应该是互相独立的。因此

R1和 R2之和的分布应满足式(1.2-12)。 

两个矩形脉冲卷积的结果是三角波形，因此可推论两个

均匀分布随机变量之和的概率密度应该呈三角形状，如图

1.2-4 所示。假定 a = 19k，b = 21k，R 的概率密度为 

2

2

2 , 2
( )

2( ) , 2
( )

0,

R

r a a r a b
b a

r bf r a b r b
b a

   


  
 

 其他



   

R1和 R2串联后，R = R1 + R2的阻值应是 40k，误差范围也随之增大，这时 R 的取值应

该在～42k之间。求串联后 R 的相对误差在2.5%之内的概率，也就是求 R 的取值区间在

39～41k之内的概率 
41 40 41

2 239 39 40

2 2 3(39 41) ( )d d d
4( ) ( )R

r a r bP R f r r r r
b a b a
    
      

即 R1和 R2串联后误差不超过2.5%的概率是 0.75。 

 

图 1.2-4  例 1.2-4 的图 
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1.3  随机变量及其函数的数字特征 

分布律描述随机变量的统计特征是利用随机变量取值与取值概率的对应关系。在许多实

际问题中，概率分布函数和概率密度函数需要大量的试验才能得到。幸运的是有时并不需要

对随机变量进行完整的描述，而只要求知道随机变量统计规律的主要特征。另一方面，有时

虽然掌握了随机变量的概率分布函数和概率密度函数，但需要更直观地了解它的平均值和偏

离平均值的程度，因此引出了随机变量的数字特征。 

数字特征也称为特征数。数字特征有很多，但主要的数字特征是描述随机变量的集中特

性、离散特性和随机变量之间的相关性。 

1.3.1  一维随机变量和随机变量函数的数字特征 

1．随机变量的数学期望 

数学期望又称为统计平均或集合平均，有时更简单地称为均值。数学期望刻画了随机变

量分布的中心位置，用 E[X]或 mX表示。对于离散随机变量 X，其数学期望为 

                            
1 1

[ ] ( )i i i i
i i

E X x P X x x P
 

   
∞ ∞

 (1.3-1) 

如果 X 是连续随机变量，则有 

                                 [ ] ( )dXE X xf x x


 
∞

∞
 (1.3-2) 

数学期望具有明确的物理意义，如果把概率密度看成具有一定密度的曲线，那么数学期

望便是曲线的重心。 
随机变量函数 ( )Y g X 的数学期望可以直接通过随机变量 X 的概率密度求取。可以

证明 

   ( ) ( )d ( ) ( )dY XE g X E Y yf y y g x f x y
 

 
   

∞ ∞

∞ ∞
       (1.3-3) 

上述关系还可以扩展到高维随机变量情况，例如，对 1 2( , , , )nY g X X X  求均值，有 

  1 2 1 2 1 2( , , , ) ( , , , )d d dn n nE Y g x x x f x x x x x x
  

  
      

∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞
   (1.3-4) 

其中 1 2( , , , )nf x x x 是 n 维随机变量 1 2( , , , )nX X X 的概率密度函数。 

在上面的定义中， [ ]E  是一个线性算子，可以利用 [ ]E  的线性性质对复杂的运算进行

化简。 

中位数同样描述了随机变量分布的中心位置。满足下面关系的常数 Me 被称为随机变量

的中位数 

                         e( ) 1 / 2P X M   且 e( ) 1 / 2P X M   (1.3-5) 

上述定义对离散型随机变量和连续型随机变量都成立。对于连续型随机变量，从上述条件可

以推导出 

e e( ) ( ) 1 / 2P X M P X M                     (1.3-6) 

连续随机变量的中位数将随机变量概率密度下的面积一分为二。离散随机变量的中位数不唯一。 
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描述随机变量分布中心位置的统计量还有众数。概率最大(离散随机变量)或概率密度最

大(连续随机变量)的点 xM称为众数，记为 Mo。在数字图像处理中，灰度直方图描述了一幅图

像的灰度分布。灰度直方图的众数反映了图像的基调，因为在图像上众数这一点的灰度最多。 

数学期望、中位数和众数的相对关系如图 1.3-1 所示，若概率密度曲线有单峰且关于峰

值点对称，则三者重合。 

 

图 1.3-1  数学期望、中位数和众数的相对关系 

2．方差 

方差用来度量随机变量分布的离散程度，用 D[X]或 2
X 表示，其计算公式为 

2 2 2[ ] [( [ ]) ] [ ] ( [ ])D X E X E X E X E X                 (1.3-7) 

对于离散和连续随机变量，分别有 

                              2

1

[ ] ( [ ])i i
i

D X x E X P


 
∞

 (1.3-8) 

                           2[ ] ( [ ]) ( )dXD X x E X f x x


 
∞

∞
 (1.3-9) 

方差开方后称为均方差或标准差，即 

                                    [ ]X D X   (1.3-10) 

数学期望和方差是随机变量分布的两个重要的特征，图 1.3-2 示出了具有不同数学期望

和方差的随机变量的概率密度。因为概率密度曲线下的面积恒为 1，对于相同分布的随机变

量，若数学期望不同但方差相同，表现为概率密度曲线在横轴上平移；若方差不同但数学期

望相同，则表现为概率密度曲线在数学期望附近集中的程度，图中 1 2 3    。 

 

图 1.3-2  具有不同数学期望和方差的随机变量的概率密度 

切比雪夫不等式利用均值和方差描述了随机变量分布的位置和聚集程度。设 X 是任一具

有有限方差的随机变量，对于任意的 0k  ，有 
2 2(| | ) /X XP X m k k                         (1.3-11) 

切比雪夫不等式指出： X 落在区域 ( , )X Xm k m k  内的概率要高于 2 21 /X k ，随机变量的
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方差越小，随机变量集中在均值附近的概率就越高。特别地，当 =0X 时，对于任意的 0k 
都有 ( ( , )) 1X XP X m k m k    ，因此 ( ) 1XP X m  ，此时 X 几乎确定是一个常数。 

通过选取不同 k 的取值，从切比雪夫不等式中还可以看出，对于任意方差有限的随机变

量，其取值落在 2X Xm  范围内的概率不小于 50%。其取值落在 3X Xm  范围内的概率不

小于 88.89%，取值落在 5X Xm  范围内的概率不小于 96%。因此在误差分析中，用标准差

衡量系统的测量精度。例如，某一测速雷达的测速精度为 0.1m/s，即均方差 = 0.1m/s，由

此可知，该雷达系统至少有半数的测量值落在真值的  0.14m/s 范围内，而至少 89%的测量值

在真值 0.3m/s 范围内。注意切比雪夫不等式只给出了随机变量取值聚集程度的下界，随机

变量真正的聚集程度与概率密度函数息息相关。 

在图像处理中，灰度直方图的方差大致反映了图像的反差。层次感较强的图像一般对应

的方差较大，而轮廓模糊的图像一般对应的方差较小。 
对于随机变量函数 ( )Y X ，利用式(1.3-3)可以得到 Y 的方差展开式为 

                         2[ ] [ ( ) ] ( )d [ ( )]Y XD Y x m f x x D X 


  
∞

∞
 (1.3-12) 

【例 1.3-1】 已知高斯随机变量 X 的概率密度为 
2

2

( )

21( ) e
2π

x m

Xf x 






  

求它的数学期望和方差。 

解：根据数学期望和方差的定义，有 
2

2

( )
2[ ] ( )d e d

2π

x m

X
xE X xf x x x





 
  

∞ ∞

∞ ∞
 

令 ,  d dx mt x t

  ，代入上式并整理得 

2 2/2 /2[ ] e d e d 0 2π
2π 2π 2π

t tm mE X t t t m  

 
     

∞ ∞

∞ ∞
 

2

2

( )2
2 2( )

[ ] ( ) ( )d e d
2π

x m

X
x mD X x m f x x x





 

   
∞ ∞

∞ ∞
 

与前面作同样的变换，即令 x mt

 ，整理后得 

22
2 /2

0

2[ ] e d
2

tD X t t 
 

∞

 

查数学手册中的积分表         
22

10

1 3 (2 1) πe d
2

n ax
n n

nx x aa



    ∞

 

在上式中，令 n = 1 及 a = 1/2，利用积分结果，可得方差 
2

22 2[ ]
22

D X   


 

可见，高斯变量概率密度中的两个量 m 和 2 分别是数学期望和方差，或者说一维高斯

变量的概率密度由其数学期望和方差唯一决定。 

【例  1.3-2】  假设随机变量 X 满足 2[ ]E X ∞。求解常数 a 的最优值，使得函数
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2( ) [( ) ]f a E X a  的取值最小。 

解：根据数学期望的线性性质，可得 
2 2( ) 2 [ ] [ ]f a a E X a E X    

这是 a 的一元二次方程，最小值在 * [ ]a E X 处取得，此时 *( ) [ ]f a D X 。 

由上面例题可知，如果观测者想在试验前对随机变量的实现结果进行猜测，并以猜测误

差平方的均值作为代价函数。那么观测者最佳的猜测是选择 X 的均值，而其对应的最小代价

是 X 的方差。 

3．矩函数 

矩函数是一种数学定义，根据阶数大小有一阶矩、二阶矩，高于二阶的矩函数称为高阶

矩。根据矩函数的计算方式还可以分为原点矩和中心距。下面将会看到一阶原点矩正是曲线

的几何重心。如果曲线是概率密度，那么一阶原点矩就是随机变量的数学期望。 

随机变量 X 的 n 阶原点矩定义为 

                          [ ], 1, 2,n
nm E X n    (1.3-13) 

根据式(1.3-3)，对于离散和连续随机变量，则分别有 

                          
1

, 1,2,n
n i i

i

m x P n


  
∞

 (1.3-14) 

                      ( )d , 1,2,n
n Xm x f x x n


  

∞

∞
 (1.3-15) 

随机变量 X 的 n 阶中心矩定义为 

                     [( [ ]) ], 1,2,n
n E X E X n        (1.3-16) 

类似原点矩的定义式，也可分别写出离散随机变量和连续随机变量中心矩的具体表达式 

                     
1

( [ ]) , 1,2,n
n i i

i

x E X P n


   
∞

       (1.3-17) 

                     ( [ ]) ( )d , 1,2,n
n Xx E X f x x n


   

∞

∞
 (1.3-18) 

不同阶的矩函数有着不同的意义： 
当 n = 1 时，一阶原点矩 1m 就是数学期望。 

当 n = 2 时，二阶中心矩 2 就是方差。 

当 n = 3 时， 3
3 /s   定义为偏态系数，偏态系数描述概率密度的非对称性，这是因为

当概率密度 f (x)对称时，奇数阶中心矩为零。在实际应用时，经常用到随机变量三阶中心矩

为零的性质。 

在图像处理中，灰度直方图的偏态系数是对图像灰度分布偏离对称程度的一种度量。当

灰度直方图 s <0 时，图像呈高色调；而当灰度直方图 s>0 时，图像呈低色调。图 1.3-3 示出

了具有不同偏态系数的概率密度。 

当 n = 4 时，将 4
4 /K   定义为峰态系数，峰态系数描述概率密度的尖锐或平坦程度。

高斯概率密度的峰态系数为 3，如图 1.3-4 所示。比较方差相同、具有不同分布的随机变量概

率密度，当概率密度的主峰比高斯分布尖锐时，其峰态系数大于 3；反之当概率密度的主峰

比高斯分布平坦时，峰态系数小于 3。 
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图像灰度直方图的峰态系数反映了图像灰度值的分布是聚集在数学期望附近还是分布

得比较宽。图像灰度直方图呈现窄峰时，图像的反差小。而当灰度直方图峰态系数较小，灰

度分布较宽时，图像具有较多的层次。 

 

          

          图 1.3-3  不同偏态系数的概率密度            图 1.3-4  不同峰态系数的概率密度  

1.3.2  二维随机变量的联合矩及统计关系 

1．二维随机变量的联合矩 

二维随机变量的矩函数包括联合原点矩和联合中心矩。二维随机变量(X, Y)的 n + k 阶联

合原点矩定义为 

                     ][ kn
nk YXEm  ，   ,2,1n ； ,2,1k               (1.3-19) 

仿照一维函数均值的求法，有  

                            ( , )d dn k
nk XYm x y f x y x y

 
  

∞ ∞

∞ ∞
 (1.3-20) 

n+k 阶联合中心矩定义为     {( [ ]) ( [ ]) }n k
nk E X E X Y E Y     

    ( [ ]) ( [ ]) ( , )d dn k
XYx E X y E Y f x y x y

 
   

∞ ∞

∞ ∞
    (1.3-21) 

这里只给出了连续随机变量的表达式，参考式(1.3-14)和式(1.3-17)也可得到离散随机

变量的联合矩函数表达式。 

当 n = 1，k = 0 和 n = 0，k = 1 时，一阶原点矩分别是 X 和 Y 的数学期望 
                               10 [ ] Xm E X m   (1.3-22) 

                               01 [ ] Ym E Y m   (1.3-23) 

当 n = 2，k = 0 和 n = 0，k = 2 时，二阶中心矩分别是 X 和 Y 的方差 

                           2 2
20 {( [ ]) } XE X E X     (1.3-24) 

                            2 2
02 {( [ ]) } YE Y E Y       (1.3-25) 

当 n = 1，k = 1 时，二阶联合原点矩和二阶联合中心矩分别是 X 和 Y 的相关矩和协方差 

                                11 [ ] XYm E XY R   (1.3-26) 

                         11 {( [ ])( [ ])} XYE X E X Y E Y C      (1.3-27) 

这两个统计量反映了两个随机变量之间的关联程度，协方差可以看作中心化随机变量

(将随机变量的均值置为 0)的相关矩。利用期望的线性性质，容易验证： 
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        XYC E XY E X Y XE Y E X E Y     

      XY X YE XY E X E Y R m m                   (1.3-28) 

显然当 X = Y 时，协方差将退化为方差。 

2．二维随机变量的统计独立、不相关、正交 

为了去除两个随机变量各自离散程度对相关程度的影响，可将协方差对两个随机变量的

均方差进行归一化，定义随机变量 X 和Y 的相关系数为 

                           XY XY X Y
XY

X Y X Y

C R m mr
   


   (1.3-29) 

利用柯西施瓦兹不等式，容易证明 1 1XYr   。相关系数反映两个随机变量之间的线性

关联程度，与它们的数学期望和方差无关。当 0XYr  时，称随机变量 X 和 Y 不相关，否则称

为相关；若 | | 1XYr  则称为完全相关。                     

【例 1.3-3】 已知 X 与 Y 为互相独立的随机变量，求 X 与 Y 的相关系数。 

解：由于 X 与 Y 互相独立，根据式(1.1-44) 

( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y  

{( [ ])( [ ])}

( )( ) ( , )d d

XY

X Y XY

C E X E X Y E Y

x m y m f x y x y
 

  

   
∞ ∞

∞ ∞

 

由于 X 与 Y 互相独立，可以将二重积分化为两个一重积分 

( ) ( )d ( ) ( )d 0XY X X Y YC x m f x x y m f y y
 

    
∞ ∞

∞ ∞
 

所以，rXY = 0。 

这个例子说明了两个互相独立的随机变量一定是不相关的。统计独立是由概率论中的

事件独立推广而来的，对于二维随机变量而言，体现在概率密度满足式(1.1-44)。如果把二

维随机变量看成平面上的一个随机点，那么这个随机点的两个坐标就表明了随机点在二维

平面上所处的位置。统计独立是指随机点的两个坐标之间是完全随机的，没有任何关系。

相关则指随机点两个坐标之间的线性相关程度。如果二维随机变量是完全相关的，那么随

机点在平面上的分布是一条直线，每个随机点的两个坐标严格遵循线性方程。如果二维随

机变量的相关系数介于 0 和 1(或1 和 0)之间，则它们可能用一个除直线方程之外的其他方

式联系起来。 

统计独立与不相关的概念是不同的，相比之下统计独立的条件更严格一些。下面讨论它

们满足的条件以及相互之间的关系。 
（1）随机变量 X 与 Y 统计独立的充要条件是 ( , ) ( ) ( )XY X Yf x y f x f y 。 

（2）随机变量 X 与 Y 不相关的充要条件是 0XYr  。 

由式(1.3-28)， [ ] [ ]XY XYC R E X E Y  ，若随机变量 X 与 Y 不相关则 CXY = 0，此时有 

                                [ ] [ ]XYR E X E Y  (1.3-30) 

（3）随机变量 X 与 Y 统计独立，它们必然是不相关的。例 1.3-3 已经说明了这个结论。 

（4）随机变量 X 与 Y 不相关，它们不一定互相独立。例 1.3-4 将说明这个问题。 
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（5）若随机变量 X 与 Y 的相关矩为零，即 
                                 [ ] 0XYR E XY   (1.3-31) 

则称 X 和 Y 互相正交。对于互相正交的两个随机变量，如果其中一个随机变量的数学期望为

零，则二者一定不相关，因为 [ ] [ ]XY XYC R E X E Y  ，若 E[X]和 E[Y]之一为零，必有 CXY = 0。 

【例 1.3-4】 已知二维随机变量(X, Y)满足
cos

sin

X
Y





 

，式中 是在[0, 2上均匀分布的

随机变量，讨论 X, Y 的独立性和相关性。 

解：根据已知条件， 2 2 1X Y  ，显然它们的取值互相依赖于对方，或者说是通过参变

量 互相联系的，因此不可能是互相独立的。另一方面，它们却是不相关的，因为 X 与 Y 的

数学期望为 
2π

0

1[ ] cos ( )d cos d 0
2π

E X f    


   
∞

∞
 

2π

0

1[ ] sin ( )d sin d 0
2π

E Y f    


   
∞

∞
 

X 与 Y 之间的自相关函数和协方差为 

1[ ] [sin cos ] [sin 2 ] 0
2

[( )( )] [ ] 0

XY

XY X Y

R E XY E Φ Φ E Φ

C E X m Y m E XY

   

    
 

所以，rXY = 0，说明 X 与 Y 之间不相关。 

不用先求出二维随机变量函数的概率密度，直接用原随机变量的联合概率密度和函数关

系即可求一些矩函数。这种直接求随机变量函数数字特征的方法，大大地简化了运算过程。 

下面给出一些经常用到且很容易证明的运算法则。 

设 X1和 X2为任意分布的两个随机变量，a 和 b 为常数。 

1 2

1 2 1 2

2
1 2 1 2

[ ] ,     [ ] [ ] ,    [ ] [ ] [ ]

[ ] 0,     [ ] [ ],       [ ] [ ] [ ] 2 X X

E a a E aX b aE X b E X X E X E X

D a D aX b a D X D X X D X D X C

      

      
 

当 X1和 X2不相关时     1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ],   [ ] [ ] [ ]E X X E X E X D X X D X D X     

【例 1.3-5】 已知高斯随机变量 X 的数学期望和方差分别为 m 和 2 ，求随机变量

5 1Y X  的 ( )Yf y , mY, 2
Y , RXY, CXY, rXY。 

解：本例可以仿照例 1.2-2 通过函数变换求 Y 的概率密度，也可以先根据上面给出的方

法求出数学期望和方差，再根据高斯分布的特点写出 Y 的概率密度。 

根据 X 的数学期望 m 和方差 2 ，可以得到 Y 的数学期望和方差 
[ ] [5 1] 5 [ ] 1 5 1Ym E Y E X E X m        

2 2 2[ ] [5 1] 5 [ ] 25Y D Y D X D X       

先写出 Y 的概率密度，再将以上两式代入得 
2 2

2 2

( ) ( 5 1)1 1( ) exp exp
2 502π 5 2π

Y
Y

YY

y m y mf y
  

     
      

   
 

X 和 Y 的相关矩为     2[ ] [ (5 1)] 5 [ ] [ ]XYR E XY E X X E X E X      

由式(1.3-27)，可以由数学期望和方差求二阶原点矩 
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2 2[ ] [ ] ( [ ])E X D X E X   

则                  2 2 25 [ ] 5( [ ]) [ ] 5 5XYR D X E X E X m m       

X 和 Y 的协方差             25XY XY YC R m m     

X 和 Y 的相关系数            
25 1XY

XY
Y Y

Cr 
     

【例 1.3-6】 随机变量 Y = aX + b，其中 X 为随机变量，a, b 为常数且 a>0，求 X 与 Y 的

相关系数。 

解：Y 的数学期望     [ ] [ ] ( ) ( )d

( )d ( )d [ ]

X

X X Y

E Y E aX b ax b f x x

a xf x x b f x x aE X b m



 

   

    


 

∞

∞

∞ ∞

∞ ∞

 

Y 的方差          2 2 2[ ] ( ) ( )d ( [ ]) ( )dY X XD Y ax b m f x x a x E X f x x
 

     
∞ ∞

∞ ∞
 

                  2 2 2[ ] Xa D X a    

X 与 Y 的协方差       {( [ ])( [ ] )}XYC E X E X aX b aE X b      

                    
{( [ ])( [ ])}

[ ]

E X E X aX aE X
aD X

  


 

X 与 Y 的相关函数        
2

[ ]
1

[ ] [ ]

XY
XY

X Y

C aD Xr
D X a D X 

    

1.4  随机变量的特征函数 

随机变量的特征函数不像分布律和数字特征那样具有明显的物理意义，但它的应用价值

是不可估量的。一方面，作为一个数学工具，可使很多运算大大简化；另一方面，它又是高

阶谱估计的数学基础。 

1.4.1  特征函数的定义与性质 

特征函数也是一个统计平均量，随机变量 X 的特征函数就是由 X 组成的一个新的随机变

量 je X 的数学期望，记为 

                                     j( ) [e ]XE     (1.4-1) 

离散随机变量和连续随机变量的特征函数分别表示为 

                                     j

0

( ) e ix
i

i

P  



∞

 (1.4-2) 

                                  j( ) ( )e dxf x x 


 
∞

∞
 (1.4-3) 

随机变量 X 的第二特征函数定义为特征函数的对数 

                                    ( ) ln ( )     (1.4-4) 

下面讨论特征函数的性质。 

性质 1                          ( ) (0) 1     (1.4-5) 

由于概率密度非负，且 je 1X  ，所以 
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j( )e d ( )d (0) 1xf x x f x x 
 

  
∞ ∞

∞ ∞
  

性质 2  若 Y = aX + b，a 和 b 为常数，则 Y 的特征函数为 

                                  j( ) e ( )b
Y a     (1.4-6) 

因为特征函数定义为数学期望，故 
j j ( ) j j( ) [e ] [e ] e [e ]Y aX b b aX

Y E E E         

性质  3  互相独立随机变量之和的特征函数等于各随机变量特征函数之积，即若

1

N

n
n

Y X


 ，则 

                        j

1 1

( ) exp j e n

NN
X

Y n
n n

E X E   
 

    
     

     
      (1.4-7) 

如果 ( 1,2, , )nX n N  之间互相独立，则 

                             j

1 1

( ) [e ] ( )n

n

N N
X

Y X
n n

E    
 

    (1.4-8) 

【例 1.4-1】 求分布列为 ( 1)P X p  ， ( 0) 1P X p   的0-1分布随机变量X 的特征函数 

解：根据定义有 
j j 0 j 1 j( ) [e ] (1 )e e 1 eX

X E p p p p              

【例 1.4-2】 求二项分布 ( , )X B n p 的特征函数。 

解：二项分布可以写为 0-1 分布随机变量的累加和。令
1

n

i
i

X X


 ，其中 iX 是独同分布的

0-1 分布随机变量，分布列为 ( 1)iP X p  ， ( 0) 1iP X p   ，根据上面例题的结果，有 
j( ) 1 e

iX p p       

利用性质 3，可知    j

1

( ) ( ) (1 e )
i

n
n

X X
i

p p    


     

1.4.2  特征函数与概率密度的关系 

根据特征函数的定义，特征函数与概率密度有类似傅里叶变换的关系，即 

                                 j( ) ( )e dx
X Xf x x 


 

∞

∞
 (1.4-9) 

                               j1( ) ( )e d
2π

x
X Xf x   


 

∞

∞
 (1.4-10) 

因为式(1.4-9)是特征函数的定义，只要证明式(1.4-10)成立即可。将式(1.4-9)代入上式

右端，并交换积分顺序 

j j j

j ( )

1 1( )e d e ( )e d d
2π 2π

1( ) e d d
2π

( ) ( )d ( )

x x
X X

x
X

X X

f

f

f x f x

  

 

     

  

   

 

  



 



    
    

  

  

 



∞ ∞ ∞

∞ ∞ ∞

∞ ∞

∞ ∞

∞

∞
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即得证。需要注意的是，特征函数与概率密度之间的关系与傅里叶变换略有不同，指数项差

一个负号。 

【例 1.4-3】 已知随机变量 X1和 X2为互相独立的高斯变量，数学期望为零，方差为 1。

求 Y = X1 + X2的概率密度。 

解：已知数学期望为零、方差为 1 的高斯变量的概率密度为 

2 / 21( ) e
2π

x
Xf x   

先根据定义求 X1和 X2的特征函数，这里需要借助附录 C 中的傅里叶变换表 
2 2 2

22 2[e ] 2 e
t  
 

 
   

令上式 1  ，左端 t 换为，右端换成 x，并做简单的系数变换 

2 2/2 /21 1e e
2 2

x      
  

除了系数 1/2外，求特征函数相当于求傅里叶反变换，由上式得到 X1和 X2的特征函数 

2

1 1

j /2( ) ( )e d ex
X Xf x x   


 

∞

∞
，

 

2

2

/ 2( ) eX
    

由特征函数的性质 3          
2

1 2
( ) ( ) ( ) eY X X

         

再由定义式和傅里叶变换表，便可求得 Y 的概率密度 

j1( ) ( )e d
2π

y
Y Yf y   


 

∞

∞

2 2j /41 1e e d e
2π 2 π

y y    




∞

∞
 

由此可见，本例借助傅里叶变换比直接求两个随机变量之和的概率密度要简单得多。 

1.4.3  特征函数与矩函数的关系 

特征函数与矩函数是一一对应的。一方面，由随机变量的特征函数可以求得其任意阶原

点矩；另一方面，如果随机变量的任意阶原点矩都存在，那么可以由原点矩唯一确定随机变

量的特征函数。下面先证明原点矩可由特征函数唯一确定，实际上 X 的 n 阶原点矩(如果存

在)与特征函数的关系可表达为 

                     
0

d ( )
[ ] ( )d ( j)

d

n
n n n X

X nE X x f x x


 




  
∞

∞
             (1.4-11) 

式(1.4-11)的证明可以对特征函数求 n 阶导数，然后令 = 0：  

            j
0

0

d ( )
j e ( )d

d

n
n n xX

Xn x f x x




 
 



 
∞

∞
= j ( )d j [ ]n n n n

Xx f x x E X



∞

∞
 (1.4-12) 

再证逆过程：特征函数由各阶原点矩唯一确定。将特征函数展开成麦克劳林级数 
2

( )( ) (0) (0) (0) (0)
2 !

n
n

X X X X X n
                

将特征函数的各阶导数代入上式 
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0 00

d ( ) (j )
( ) [ ]

! !d

n nn nX
X n

n n

E Xn n


   


 

 

           (1.4-13) 

因此特征函数可以通过各阶原点矩唯一地确定。同样也可把第二特征函数展开成麦克劳林

级数 

                          
0

( j )
( ) ln ( )

!

n

X X n
n

c n
   



 
∞

 (1.4-14) 

式中                 
0 0

d d( j) ln ( ) ( j) ( )
d d

n n
n n

n X Xn nc     
  

     (1.4-15) 

cn称为随机变量 X 的 n 阶累积量，由于 cn是用第二特征函数定义的，因此第二特征函数也称

为累积量生成函数。将上式与定义式比较可知，随机变量 X 的 n 阶矩和 n 阶累积量有着密切

的联系。有关累积量的性质和更多的知识可参考本书参考文献[10]中的第 1 章。 
【例 1.4-4】 求数学期望为零、方差为 2 的高斯变量 X 的各阶矩和各阶累积量。 

解：已知数学期望为零、方差为 2 的高斯变量 X 的概率密度为 

2

2
1( ) exp

22π
X

xf x


    
 

可求得特征函数        
2 2

j( ) ( )e d exp
2

x
X Xf x x   



     
∞

∞
 

再利用特征函数的导数来求一、二阶矩 

2 2
2

0

[ ] j exp 0
2

E X


  


          
 

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

0

[ ] ( j) ( ) exp exp
2 2

E X


      


                  
 

继续求出 n 阶矩         
1 3 5 ( 1) ,

[ ]
0,

n
n n nE X

n
      



 为偶

为奇
 

可见，高斯变量的 n 阶矩除了与阶数有关，还与方差有关。另一方面由第二特征函数 
2 2

( ) ln ( )
2X X

        

根据累积量与第二特征函数的关系式，得到各阶累积量 
2

1 20, , 0, ( 2)nc c c n     

可见，数学期望为零的高斯变量的前三阶矩与相应阶的累积量相同。 

这个例子得到的结论是：对于高斯变量而言，高阶矩只与一、二阶矩有关。从高阶累积

量也可得到类似的结果，因高斯变量的 n 阶累积量在 n > 2 时为零。这个结论给出的启示是，

当存在加性高斯噪声时，由于高斯噪声的高阶累积量为零，因此可以在高阶累积量上检测非

高斯信号。 

1.4.4  联合特征函数与联合累积量 

二维随机变量(X, Y )的特征函数称为联合特征函数，定义为 
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                             1 2j( )
1 2( , ) [e ]X Y

XY E       (1.4-16) 

与一维随机变量相似，联合特征函数与联合概率密度的关系可表示为 

                        1 2j( )
1 2( , ) ( , )e d dx y

XY XYf x y x y    

 
  

∞ ∞

∞ ∞
 (1.4-17) 

                     1 2j( )
1 2 1 22

1( , ) ( , )e d d
(2π)

x y
XY XYf x y       

 
  

∞ ∞

∞ ∞
 (1.4-18) 

同样，联合特征函数和各阶联合矩有如下关系 

                             
1

2

1 2

01 2
0

( , )
( j)

n k
n k XY

nk n km



  
 








 

 
 (1.4-19) 

与联合特征函数有关的两个边缘特征函数是 

1 1 2 2( ) ( ,0),  ( ) (0, )X XY Y XY          

第二联合特征函数定义为    1 2 1 2( , ) ln ( , )XY XY                       (1.4-20) 

联合累积量与第二特征函数的关系式和联合矩与特征函数的关系式相似 

                            
1

2

1 2

01 2
0

( , )
( j)

n k
n k XY

nk n kc



  
 








 

 
 (1.4-21) 

N 维随机变量的联合特征函数可由式(1.4-18)推广得到。N 维联合特征函数的一个重要性质

是：当 N 个随机变量互相独立时，其联合特征函数是 N 个随机变量的特征函数的乘积，即 

                          
1 2 1 2

1

( , , , ) ( )
N n

N

X X X N X n
n

     


   (1.4-22) 

【例 1.4-5】 已知四个数学期望为零、方差为 2 且互相独立的高斯变量 1 2 3 4, , ,X X X X ，

求( 1 2,X X )、( 1 2 3, ,X X X )、( 1 2 3 4, , ,X X X X )的联合累积量。 

解：将 1 2 3 4( , , , )X X X X 作为四维随机变量，由于互相独立，第二联合特征函数为 

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4

( , , , ) ln ( , , , )

ln[ ( ) ( ) ( ) ( )]

X X X X X X X X

X X X X

         

       




 

已知数学期望为零、方差为 2 的高斯变量 X 的第二特征函数为 

2 2

( ) ln ( )
2X X

        

可以得到第二联合特征函数 

1 2 3 4

2 22 2 2 2 2 2
31 2 4

1 2 3 4( , , , )
2 2 2 2X X X X

      
           

再由式(1.4-21)可以得到( 1 2,X X )的二阶联合累积量 

     1 2

1 2
1

2

2
1 22

01 2

0

( , )
( j) X X

X Xc



  
  




 

 
 0

22
j)(

0

0

2
2

22
1

2

21

2
2

2

1

























 

由于第二联合特征函数的每一项只有一个变量 i ，所以对不同的两个变量求偏导数为

零。同理，有三阶联合累积量 
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1 2 3

1 2 3
1

2

3

3
1 2 33

01 2 3
0
0

( , , )
( j) 0

X X X
X X Xc





   
   





  

  
 

四阶联合累积量     1 2 3 4

1 2 3 4 1

2

3

4

4
1 2 3 44

0
01 2 3 4
0
0

( , , , )
( j) 0

X X X X
X X X Xc






    

    





  

   
 

1.5  随机信号实用分布律 

在概率论中已经学过一些分布，本节除了复习一些简单的分布律之外，重点讨论高斯分

布及电子信息领域常用的以高斯分布为基础变换的分布律。 

1.5.1  一些简单的分布律 

1．0-1 分布 

0-1 分布又称两点分布或伯努利分布，对应随机变量的取值仅有 0 和 1 两个值。其分布

列为 
( 1)P X p  ， ( 0) 1P X p    

分布函数为                  ( ) ( 1) (1 ) ( )F x pu x p u x     

通过定义可以直接求得，0-1 分布的均值为 p ，方差为 (1 )p p 。 

0-1 分布是最基础的随机分布，其与二项分布、几何分布等都具有密切的联系。而且 0-1

分布具有明确的物理意义，例如在硬币投掷试验、信号有无检测、事件指示函数、随机变量

二元量化等方面都有重要应用。 

2．二项分布 

二项分布 ( , )B n p 中的参数 n 表示进行 n 次独立试验，参数 p 表示每次试验成功的概率为

p，试验不成功的概率为1 p 。那么二项分布 ( , )B n p 表征了在这 n 次独立试验中，成功 m 次

的概率分布，即 

   ( ) (1 )m m n m
n nP m C p p   ， 0,1, ,m n    (1.5-1) 

其概率分布函数可表示成 

  
0

( ) (1 ) ( )
n

m m n m
n

m

F x C p p u x m



        (1.5-2) 

式中二项式系数          !
!( )!

m
n

nC m n m


       (1.5-3) 

图 1.5-1 示意了二项分布的取值概率 Pn(m)。 
二项分布与 0-1 分布有密切的联系。假设 1 2, , , nX X X

是 n 个独立同分布的 0-1 分布随机变量，且 ( 1)iP X p  。 X 服从二项分布 ( , )B n p ，由二项

分布的定义可知
1

n

i
i

X X


  。 

在信号检测理论中，非参量检测时单次探测的秩为某一值的概率服从二项分布。 

 

图 1.5-1  二项分布 

电子工业出版社版权所有 

盗版必究 



 ·27·

【例 1.5-1】 设随机变量 X 为二项式分布 ( , )B n p ，求 X 的数学期望和方差。 

解：二项分布可以写为 0-1 分布随机变量的累加和。令
1

n

i
i

X X


 ，其中 iX 是独立同分

布的 0-1 分布随机变量，利用均值和方差的运算性质，有 

0

[ ] [ ]
n

i
m

E X E X np


   和 
0

[ ] [ ] (1 )
n

i
m

D X D X np p


    

3．泊松分布 

泊松分布常用来描述单位时间内随机事件发生的次数。可以证明，泊松分布可以作为二

项分布的极限而得到。若 ( , )X B n p ，其中概率 p 很小，

试验次数 n 很大，且 np =  为常数时， X 的分布接近于泊

松分布。泊松分布的分布列为 

      ( ) e
!

m

nP m m
  ， 0,1,m         (1.5-4) 

其中>0 称为速率常数，表示单位时间内随机事件发生的

平均次数。若 为整数，Pn(m)在 m =  及 m = 1 时达到

最大值。泊松分布是非对称的，但 越大，非对称性越不

明显。为了比较方便，图 1.5-2 将不同 值的 Pn(m)画在一

起。注意泊松分布是离散分布，图中的曲线是将 m 在整数处的取值连在一起绘制的。 

【例 1.5-2】 设随机变量 X 是分布列为式(1.5-4)的泊松分布，求 X 的数学期望和方差。 

解：
1

0 0 1

[ ] ( ) e e e e
! ( 1)!

n n nm m

X
m m m

m E X mP X m m m m
      


  

  

      
      

同样的方法可求得 

   

2

0

2
2 2 2

2

[ ] [ ( 1) ] [ ( 1)] [ ] ( 1) e
!

e e e
( 2)!

n m

m
n m

m

E X E X X X E X X E X m m m

m



  

 

     






 



        

     





 

                         ][][][ 22 XEXEXD  

4．均匀分布 

如果随机变量 X 的概率密度满足 

               
1 ,

( )
0,

X
a x bb af x

  
 其他

 
        (1.5-5) 

则称 X 为在[a,b]区间内均匀分布的随机变量。很容易证明其概

率分布函数为 

  

0,

( ) ,

1,

X

x a
x aF x a x bb a

x b


   





        (1.5-6) 

均匀分布是常用的分布律之一。图 1.5-3 是均匀分布的概率密度和概率分布函数。 

 

图 1.5-3  均匀分布随机变量 

 

图 1.5-2  泊松分布 
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均匀分布的数学期望和方差分别为 

 
2

a bm       和     
2

2 ( )
12

b a 
 
 (1.5-7)      

在误差分析时经常遇到均匀分布，如数字信号中的量化噪声。由于 A/D 转换器的字长有

限，模拟信号通过 A/D 转换时，势必要舍弃部分信息。丢失信息后相当于使信号附加了一部

分噪声，称为量化噪声。量化噪声分为截尾噪声和舍入噪声，它们都是均匀分布的，且方差

相同，不同的是分布的区间。若量化的最小单位是，舍入噪声在[ / 2, / 2]  内均匀分布，

数学期望为零；而截尾噪声在[ ,0] 内均匀分布，因此数学期望为 / 2 。 

1.5.2  高斯分布(正态分布) 

高斯分布律不仅在统计数学中占有重要的位置，在通信与信号处理领域中也是应用最广

泛的分布。高斯分布广泛应用的主要原因之一在于中心极限定理：大量独立同分布的随机变

量之和趋近于高斯分布。除此之外，高斯分布有很多独特的性质，本节将对高斯分布进行集

讨论。 

1．中心极限定理 

中心极限定理的内容如下：设 1 2, ,X X 是独立同分布的随机变量序列，记 1[ ]Xm E X ，

2
1[ ]X D X  。如果 2

X  ∞，令
1

n

n i
i

S X


 ，则当 n ∞时 

  21 (0, )
d

n X Xn S m Nn  
                     

(1.5-8) 

其中
d表示依分布收敛，表示 2(0, )XN  是均值为 0、方差为 2

X 的正态分布。 

出于严谨的数学表达，中心极限定理中对随机变量累加和的均值 /nS n 进行了平移和尺

度变换，变换后的随机变量依分布收敛于高斯随机变量。在工程应用中，常常对独立同分布

的随机变量进行相加后，用高斯分布近似。而且，即使 n 个独立随机变量不是相同分布的，

当 n 足够大时，如果任意一个随机变量都不占优或对和的影响足够小，那么它们之和的分布

也近似于高斯分布。关于中心极限定理及证明，请参考有关书籍。(如参考文献[24]，5.4 节)。 

下面以均匀分布为例，演示随机变量累加和分布的演化过程。若 n 个随机变量 Xi 

(i = 1,2,…, n)都为[0,1]区间上均匀分布的随机变量，且互相独立，其累加和
1

n

n i
i

S X


 的均值

和方差分别为 

                                  
1

n i

n

S X
i

m m


  (1.5-9) 

                                  2 2

1
n i

n

S X
i

 


  (1.5-10) 

由于均匀分布的概率密度无峰，在对称分布中，不论是误差分析还是信号检测，都是最不利的分

布。n =1 自然是均匀分布，数学期望为 1，方差为 1/12。当 n = 2 时，Y 的分布为三角形函数，有 

                           
, 0 1

( ) 2 , 1 2

0,

y y
f y y y


  
 其他


  (1.5-11) 
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它的数学期望为 1，方差为 1/6。n = 3 时，Y 的分布

为三段抛物线，有 

 

2

2

2

1 , 0 1
2
1 ( 2 6 3), 1 2
2( )
1 ( 3) , 2 3
2
0,

y y

y y y
f y

y y

 


    
  

 其他






  (1.5-12) 

其数学期望为 1.5，方差为 1/4。当 n = 12 时，Y 就

相当接近高斯分布，其数学期望为 6，方差为 1，

如图 1.5-4 所示。以上讨论给我们的启示是：在仿真高斯变量时，如果有足够数量的高质量

的均匀分布随机数，可以通过相加的方法得到高斯变量(具体方法请见 1.6 节中的例 1.6-4)。 

在实际应用中，许多独立噪声之和若满足中心极限定理中某一定理的条件，就认为是高斯分

布的。一般情况下，不同分布律的随机变量之和趋向高斯分布的速度是不同的。在工程上，如果

不是某个或某些随机变量对和的贡献很大，7～10 个随机变量之和的分布就认为是高斯分布的。 

2．一维高斯变量 

高斯分布也称正态分布，高斯分布的随机变量 X 的概率密度为 

                          
2

2

( )1( ) exp
22π

X
x mf x


   
 

 (1.5-13) 

式中，常数 m 和 ( 0)   分别为 X 的均值和标准差。高斯分布记为 2( , )N m  。 

由 1.3 节的例 1.3-1，式(1.5-13)中的 m 和 2 恰好是高斯变量的数学期望和方差，因此

一维高斯分布律唯一地由它的数学期望和方差决定，见图 1.5-5。当概率密度曲线的一阶导数

为零时，极值(最大值) 21 / 2π 发生在 x m 处。数学期望 m 决定概率密度曲线在横轴所处

的位置，方差 2 决定纵向高度。因概率密度曲线下的面积为 1，当减小时，曲线变得尖

锐，取值落在 m 附近固定区间的概率增大，这意味着取值的离散程度减小。当概率密度曲线

的二阶导数为零时，拐点发生在 x m   处。 
对高斯变量进行归一化处理后的随机变量，称为归一化高斯变量。令 ( ) /Y X m   ，

归一化后的概率密度为 

                                  
2 / 21( ) e

2π
y

Yf y   (1.5-14) 

归一化高斯变量Y 是数学期望为 0、方差为 1 的高斯变量，对应的分布称为标准正态分布(见

图 1.5-6)。标准正态分布的概率密度曲线对称于纵轴，最大值为1/ 2π 。 

           

            图 1.5-5  高斯变量的概率密度            图 1.5-6  归一化高斯变量的概率密度 

 

图 1.5-4  n 个独立均匀随机变量 

之和的分布 
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对概率密度积分可求出概率分布函数 
2

1
1 1 12

( )1( ) ( )d exp d
22π

x x

X X
x mF x f x x x
 

 
   

  ∞ ∞
 

令 1
1,  d d

x mt x t



  ，则 

                        2 ( )/
/2

 

1( ) e d
2π

x m
t

X
x mF x t


 






  ∞
 (1.5-15) 

式中                            
2 /21( ) e d

2π

x tx t 


  ∞

 (1.5-16) 

是标准正态分布的分布函数，它的值可通过数学手册中的正态分布表查到。式(1.5-15)说明

任意高斯分布的分布函数(因此，在某区间内的概率取值)可通过查阅标准正态分布表得到。 

由于分布函数定义为随机变量不超过某值的概率，因此式(1.5-16)表示的分布函数有以

下三个主要性质： 
性质 1                        ( ) 1 ( )x x       (1.5-17) 

性质 2                       ( ) (0) 0.5F m      (1.5-18) 

性质 3           ( ) ( ) ( )
m mP X F F        

       
 

   (1.5-19) 

上式是通过标准正态分布的分布函数给出的随机变量在区间 ( , )  的取值概率。图 1.5-7 示

出了标准正态分布的分布函数性质。 

   

图 1.5-7  标准正态分布的分布函数性质 

【例 1.5-3】 求高斯变量在 3m  区间上的取值概率(参见图 1.5-5)。 

解：由性质 3     3 3( 3 3 ) m m m mP m X m     
 

          

                                      (3) ( 3) 2 (3) 1 0.997         

式中， (3) 0.998 65  是查数学手册中的正态分布表得到的。这说明虽然高斯变量的取值区

间为 ( , )∞∞ ，但实际取值落在 3x m   区间上的概率已高达 99.7%以上。 

高斯变量的中心矩为 
2

2

( )1[( ) ] ( ) exp d
22π

n n
n

x mE X m x m x
 

      
 

∞

∞
 

(1.5-20) 

令
2

x mt


 ， 1d d
2

t x


 ，整理后得到 
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2( 2 )
e d

π

n
n t

n t t 


 

∞

∞
 

由于
2

e t 是偶函数，当 n 为奇数时，上式积分为零。当 n 为非零偶数时，令 2n m ( 1,2, )m   ，

根据例 1.3-1 给出的积分 

2
2

2

0

( 2 )
2 e d

π

m
m t

n t t   
∞ 2

2
1

( 2 ) 2(2 1)!!
π (2 1)!!

2π

m
m

m
m m 

    

再将 2n m 代入上式，并考虑 n 为奇数的情况 

                          ( 1)!! ,

0,

n

n
n n

n



  


为偶数

为奇数
 (1.5-21) 

在例 1.4-4 中曾经求过数学期望为零的高斯变量的 n 阶原点矩，实际上也就是数学期望

为 m 的 n 阶中心矩。由例 1.4-3，已求出归一化高斯变量 Y 的特征函数 
2 /2( ) eY

    

根据特征函数的性质 2，对于数学期望为 m、方差为 2 的高斯变量 X Y m  ，特征函数为 

                                 
2 2

j
2( ) e

m
X

 
 


  (1.5-22) 

高斯分布律的另一个特点是：高斯变量之和仍为高斯变量。下面以两个高斯变量之和为

例来说明这个结论。 

【例 1.5-4】 求两个数学期望和方差不同且互相独立的高斯变量 X1 和 X2 之和的概率

密度。 
解：设 1 2Y X X  ，由式(1.2-12)，两个互相独立的随机变量之和的概率密度为 

1 21 1 1( ) ( ) ( )dY X Xf y f x f y x x


 
∞

∞
 

将 X1和 X2的概率密度代入上式 
2 2

1 1 1 2
12 2

1 2 1 2

( ) ( )1( ) exp exp d
2π 2 2Y

x m y x mf y x   

     
      

   
∞

∞

2
1 12

1
1 2

1 e d
2π

Ax Bx C x 
  


∞

∞
 

利用欧拉公式得 
22

1 2
2 22 21 2 1 21 2

[ ( )]1 π 1( ) exp exp
2π 2( )2π( )

Y
y m mAC Bf y A A    

              
 

显然，Y 也是高斯变量，且数学期望和方差分别为 

1 2Ym m m  ， 2 2 2
1 2Y     

推广到多个互相独立的随机变量，其和也是高斯分布的。令 

                                   
1

n

i
i

Y X


  (1.5-23) 

若 ( 1,2, , )iX i n  的数学期望和方差为 mi和
2
i ，且 iX 间相互独立，则Y 的数学期望和方差

分别为 

                                   
1

n

Y i
i

m m


  (1.5-24) 

                                   2 2

1

n

Y i
i

 


  (1.5-25) 

电子工业出版社版权所有 

盗版必究 



 ·32· 

如果求和的高斯变量间不是互相独立的，而是联合高斯的，则可以证明 Y 依然是高斯分布，

但式(1.5-25)应修正为 

                              2 2

1

2
n

Y i ij i j
i i j

r   
 

    (1.5-26) 

式中，rij是 Xi与 Xj之间的相关系数。 

3．二维高斯分布 

（1）联合概率密度 

对于互相独立的两个高斯变量 X1和 X2，如果数学期望为零，方差分别为
2
1 和

2
2 ，则它

们的联合概率密度是两个一维概率密度的乘积 

                      
2 2
1 2

1 2 2 2
1 2 1 2

1( , ) exp
2π 2 2

x xf x x
   

 
   

 
X  (1.5-27) 

下面用互相独立的 X1和 X2构造两个相关的高斯变量 Y1和 Y2。令 

                           1 1 2

2 1 2

cos sin

sin cos

Y X X
Y X X

 
 

 
  

 (1.5-28) 

从上式可看出 Y1和 Y2的数学期望仍为零，但方差变为 

                           1

2

2 2 2 2 2
1 2

2 2 2 2 2
1 2

cos sin

sin cos

Y

Y

    

    

  


 
 (1.5-29) 

Y1和 Y2的协方差为        2 2
11 1 2 1 2[ ] ( )sin cosE Y Y        (1.5-30) 

下一步利用二维函数变换求 Y1和 Y2的联合概率密度。先求反函数及雅可比行列式 

                             1 1 2

2 1 2

cos sin

sin cos

X Y Y
X Y Y

 
 

 
   

 (1.5-31) 

                               
cos sin

1
sin cos

J
 
 

 


  (1.5-32) 

于是    
2 2

1 2 1 2
1 2 2 2

1 2 1 2

( cos sin ) ( sin cos )1( , ) exp
2π 2 2

y y y yf y y    
   

   
   

 
Y  

                = 1 2

1 2
1 2

2 2 2 2
1 11 1 2 2

2 2 22 2 2
1111

21 exp
2( )2π

Y Y

Y YY Y

y y y y  

    

  
 

   
   (1.5-33) 

对于归一化随机变量，
1 2 1 2

2 2 1, 0Y Y Y Ym m     ，则 

                      
2 2
1 1 2 2

1 2 22

21( , ) exp
2(1 )2π 1

y ry y yf y y
rr

  
    

Y  (1.5-34) 

式中，r 是 Y1和 Y2的相关系数。更一般的形式是 
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1 1 2 2

1 21 2
1 2

2 2
1 1 2 2

1 2 2 2 22

( ) 2 ( )( ) ( )1 1( , ) exp
2(1 )2π 1

Y Y Y Y

Y YY YY Y

y m r y m y m y m
f y y

rr    

            
      

Y

 (1.5-35) 
式中，

1Ym 和
2Ym 分别为 Y1 和 Y2 的数学期望。显而易见，两个非独立的高斯变量的联合概率

密度与它们的数学期望、方差和相关系数都有关。 

如果令式(1.5-35)中的 r 为零，即假设 Y1和 Y2是不相关的，于是有 

     






















 





2

2
2

2

2
1

21

2

2

1

1

21

)()(

2

1
exp

π2

1
),(

Y

Y

Y

Y

YY
Y

mymy
yyf


 

              










 












 


2

2
2

2

2
1

2

2

21

1

1
2

)(
exp

π2

1

2

)(
exp

π2

1

Y

Y

YY

Y

Y

mymy


 

                   
1 21 2( ) ( )Y Yf y f y  (1.5-36) 

上式说明不相关的高斯变量一定是互相独立的。也就是说，对于高斯变量不相关与统计独立

是等价的。 

（2）联合特征函数 

对于数学期望为零且互相独立的高斯变量 X1和 X2，根据式(1.4-22)和例 1.4-3，其联合

特征函数为 

                
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

1( , ) ( ) ( ) exp ( )
2X X                X     (1.5-37) 

经过式(1.5-28)的变换后，相关系数为 r 的高斯变量 Y1和 Y2的联合特征函数为 

                
1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

1( , ) exp ( 2 )
2 Y Y Y Yr                Y  (1.5-38) 

如果 Y1和 Y2是归一化高斯变量，则有 

                   2 2
1 2 1 1 2 2

1( , ) exp ( 2 )
2

r            Y  (1.5-39) 

而联合特征函数的一般形式为 

    
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 2 1 2 1 1 2 2

1( , ) exp j( ) exp ( 2 )
2Y Y Y Y Y Ym m r                       Y  (1.5-40) 

对于多维高斯变量，一般写成矩阵形式比较简洁。设 n 维随机变量向量为 Y，数学期望

和方差向量分别为 m 和 s，它们具有如下形式 
2

1 1 1
2

2 2 2

2

, ,

n n n

Y m
Y m

Y m






    
    
           
    
      

Y m s
  

 

相关矩阵  

1 1 1 2 1 11 12 1

2 1 2 2 2 21 22 2T

1 2 1 2

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ] [ ] [ ]

n n

n n

n n n n n n nn

E Y Y E Y Y E Y Y R R R
E Y Y E Y Y E Y Y R R R

E

E Y Y E Y Y E Y Y R R R

   
   
     
   
   
   

 
 

       
 

R YY  
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式中，Rij是 Yi和 Yj的相关矩。 

协方差矩阵  

2
11 12 1 1 12 1

2
21 22 2T 21 2 2

2
1 2 1 2

[( )( ) ]

n n

n n

n n nn n n n

C C C C C
C C C C C

E

C C C C C






  
  
      
  
  
    

 
 

       
 

C Y m Y m               

式中，Cij是 Yi和 Yj的协方差 )])([( jjii mYmYE  。由于 Cii是第 i 个随机变量的方差，n 维协

方差阵的对角线为各随机变量的方差。如果 n 维随机变量是方差均不为零的实随机变量，那么

协方差阵是实对称的正定矩阵。方差均不为零的复随机变量的协方差阵是厄米特阵。 

对应式(1.5-35)形式的 n 维概率密度函数为 

                    T 11 1( ) exp ( ) ( )
2(2π)n

f       Y y y m C y m
C

 (1.5-41) 

式中，T 表示矩阵转置， 1C 表示协方差阵的逆矩阵。相应的 n 维特征函数矩阵形式为 

                          T T1( ) exp j
2

     Y m C     (1.5-42) 

式中， T
1 2[ , , , ]n    。  

1.5.3   2分布 

在信号的传输过程中，信号一般是窄带形式的，这样不可避免地要用到包络检波。在

小信号检波时，通常采用平方律检波，因此检波器的输出是信号与噪声包络的平方。有时

为了使信号检测的错误概率更小，还要对检波器的输出信号进行积累。 

如果随机变量 X 是高斯分布，那么平方律检波器的输出 2X 是什么分布呢？对检波器的

输出信号 2X 进行采样后积累的信号 2

1

n

i
i

Y X


 又是什么分布呢？ 

下面将看到 Y 为 
2分布。若 Xi的数学期望为零，则 Y 为中心 

2分布；若 Xi的数学期望

不为零，则 Y 为非中心 2分布。积累的次数 n 称为 
2分布的自由度。 

1．中心 2分布 

如果 n 个互相独立的高斯变量 X1, X2, …, Xn 的数学期望都为零，方差均为 1，则它们的

平方和 

                                  2

1

n

i
i

Y X


  (1.5-43) 

的分布是具有 n 个自由度的 2分布。 

由于每个高斯变量 Xi都是归一化高斯变量，其概率密度 
2 / 21( ) e

2π
i

i

x
X if x   

如果令 2
i iY X ，经函数变换后 Yi的分布为 

                            2e
π2

1
)( i

i

y

i
iY y

yf  , 0iy  (1.5-44) 

利用傅里叶变换求 Yi的特征函数 
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                         j 1/2( ) ( )e d (1 2 j )i

i i

y
Y Y i if y y   


  

∞

∞
 (1.5-45) 

Xi 之间互相独立，Yi 之间也必然互相独立。根据特征函数的性质，互相独立的随机变量之和

的特征函数等于各特征函数之积，所以 Y 的特征函数为 

                                 
/ 2

1( )
(1 2j )

Y n 





 (1.5-46) 

相应的概率密度可用傅里叶反变换求得 

              
1j 2 2

/2
1 1( ) ( )e d e ,      0

2π 2 Γ( / 2)

yn
y

Y Y nf y y y
n

  
 


 

∞

∞
  (1.5-47) 

上式就是 2分布。式中的伽马函数由下式计算 

                                  1

0
Γ( ) e dx tx t t  

∞

 (1.5-48) 

当 x 可表示为 n 或 n+1/2 的形式时 

                                  (2 1)!!1Γ π
2 2n

nn    (1.5-49) 

                                     Γ( 1) !n n   (1.5-50) 

对于不同的自由度 n，其概率密度曲线见图 1.5-8。 

   

图 1.5-8  不同自由度的 2分布( )的概率密度曲线

当 n = 1 时，1 个自由度的 
2分布为 

                      1/ 2 / 2 / 2
1/ 2

1 1( ) e e
2 Γ(1/ 2) 2π

y y
Yf y y

y
     (1.5-51) 

当 n = 2 时，2 个自由度的 2分布简化为指数分布 

                          / 2 / 21 1( ) e e
2Γ(1) 2

y y
Yf y     (1.5-52) 

如果互相独立的高斯变量 Xi的方差不是 1 而是 ，则可做 2( )Y Y  的变换。变换后的

分布为 

                     
21

22
2 /2

1( ) e , 0
(2 ) Γ( / 2)

yn

Y nf y y y
n






   (1.5-53) 

此时 Y 的数学期望和方差为 

                               2 2 4,    2Y Ym n n     (1.5-54) 

 2 分布有一条重要的性质：两个互相独立的具有 2 分布的随机变量之和仍为 2 分布，
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若它们的自由度分别为 n1和 n2，其和的自由度为 n = n1 + n2。 

在第 4 章中将看到，对窄带信号加窄带高斯噪声进行平方律检波之后，再进行积累就是

 2分布。 

2．非中心 2分布 
如果互相独立的高斯变量 ( 1,2, , )iX i n  的方差为 ，数学期望不是零而是 mi，则

2

1

n

i
i

Y X


 为 n 个自由度的非中心 2分布。也可把 Xi看成数学期望仍然为零的高斯变量与确

定信号之和。 

仍令 2
i iY X ，经函数变换后 Yi的分布为 

    
2 2

2 22

( ) ( )1( ) exp exp , 0
2 22 2π

i

i i i i
Y i i

i

y m y m
f y y

y  

              
        

  (1.5-55) 

经过简化，得到    
2

2 22

1( ) exp ch , 0
22π

i

i ii i
Y i i

i

m yy mf y y
y  

 
  

 
  (1.5-56) 

Yi的特征函数     
2 2

2 2 22

1 1( ) exp exp
2 2 1 j21 j2

i

i i
Y

m m
 

    

   
          

 (1.5-57) 

Y 的特征函数     

2
2 / 2 2

11

1 1( ) ( ) exp
(1 j2 ) 2i

n n

Y Y in
ii

m   
   

 
      

 2
2 2

1

1 1exp
2 1 j2

n

i
i

m
  

 
  

  (1.5-58) 

通过傅里叶反变换求得 Y 的概率密度 

              

2
4

/2 12 2 2
1( ) exp I , 0

2 2

n

Y n
yy yf y y

  





                 
  (1.5-59) 

式中， 2

1

n

i
i

m


 称为非中心分布参量，In/21(x)为第一类 n/21 阶修正贝塞尔函数。 

                             
2

0

( / 2)
I ( )

!Γ( 1)

n m

n
m

xx m n m






 

∞

 (1.5-60) 

非中心 2分布的概率密度曲线见图 1.5-9。 

  

图 1.5-9  不同自由度的非中心 2分布( )的概率密度曲线
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非中心 2分布 Y 的数学期望和方差分别为 

                                 
2

2 4 22 4
Y

Y

m n
n
 

   
  


 
 (1.5-61) 

非中心 2 分布也具有与中心 2 分布类似的特点，两个互相独立的非中心 2 分布的随机

变量之和仍为非中心 2分布。若它们的自由度分别为 n1和 n2，非中心分布参量分别为和，
其和的自由度 n = n1 + n2，非中心分布参量    。

 2分布的例子将在第 4 章介绍。

1.5.4  瑞利分布和莱斯分布 

在统计数学上，很少用到瑞利分布和莱斯分布，它们主要用于窄带随机信号。瑞利分布

和莱斯分布与高斯分布有着一定的联系，确切地说，它们都是高斯分布通过一些变换得到的。

另一方面，瑞利分布和莱斯分布又与 2分布和非中心 2分布联系密切，因为它们分别是由 2

分布和非中心 2分布进行开方变换得来的。 

1．瑞利分布 

对于两个自由度的 2 分布，当 2 2
1 2Y X X  时， ( 1,2)iX i  是数学期望为零、方差为 



且互相独立的高斯变量，Y 服从指数分布 

     
22

2
1( ) e , 0

2

y

Yf y y




      (1.5-62) 

令       2 2
1 2R Y X X    

通过函数变换后，得到 R 的概率密度 

     
2

22
2( ) e , 0

r

R
rf r r




       (1.5-63) 

R 就是瑞利分布。图 1.5-10 是当 1  时的瑞利分布

概率密度曲线。 

在讨论窄带信号时，将看到窄带高斯过程的幅度即为瑞利分布。瑞利分布的各阶原点矩

为 

                             2 / 2[ ] (2 ) Γ 1
2

k k kE R    (1.5-64) 

式中的伽马函数由式(1.5-49)计算。当 k = 1 时，得数学期望 

                         2 1/ 2 1 π[ ] (2 ) Γ 1
2 2Rm E R                       (1.5-65) 

可见瑞利分布的数学期望与原高斯变量的均方差成正比。反过来说，当需要估计高斯变量的

方差(功率)时，往往通过估计瑞利分布的数学期望来得到，因为估计数学期望一般比估计方

差要容易得多。瑞利分布的方差可由二阶原点矩和一阶原点矩获得 

                          2 2 2 2π[ ] ( [ ]) 2
2R E R E R      (1.5-66) 

对 n 个自由度的 2分布，若令 2

1

n

i
i

R Y X


   ，则 R 为广义瑞利分布 

 

图 1.5-10  瑞利分布的概率密度曲线 
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2

2
1

2
( 2)/2( ) e , 0

2 Γ( / 2)

rn

R n n
rf r r

n




 

   (1.5-67) 

当 n = 2 时，上式简化为式(1.5-63)。 

广义瑞利分布的各阶原点矩为 

                            2 /2 Γ([ ] / 2)
[ ] (2 )

Γ( / 2)
k k n kE R n   (1.5-68) 

当 n = 2 时，上式简化为式(1.5-64)。数学期望和方差仍可按上面的方法来求，这里给出数学

期望 

                            2 1/2 Γ( / 2 1 / 2)
[ ] (2 )

Γ( / 2)
nE R n   (1.5-69) 

2．莱斯分布 

当高斯变量 ( 1,2, , )iX i n  的数学期望 mi 不为零时， 2

1

n

i
i

Y X


 是非中心 2 分布，而

R Y 则是莱斯分布。当 n = 2 时 

                     
2

02 2 2( ) exp I , 0
2R

r r rf r r 
  

         
  (1.5-70) 

式中，I0(x)为零阶修正贝塞尔函数，可由下式计算 

                             
2

0
1

( / 2)
I ( ) 1

!

n

n

xx n


 
   

 

∞

 (1.5-71) 

作为式(1.5-70)的推广，对于任意的 n 

              
/2 2

/2 12 2 2 2( ) exp I , 0
2

n

R nn
r r rf r r 

   
         

  (1.5-72) 

式中，In/21(x)为 n/21 阶修正贝塞尔函数，由式(1.5-60)计算。 

特别地，当 n = 2 时，上式简化为式(1.5-70)；进一步地，当时，式(1.5-72)简化为

式(1.5-63)，因此瑞利分布是莱斯分布当时的特例。 

图 1.5-11 所示为当 1  时不同的莱斯分布概率密度曲线。

 

图 1.5-11  莱斯分布的概率密度曲线

一些基于高斯变量变换后的随机变量之间有着密切的关系，在一定的条件下，某个分布

可转换为另外一个分布。或者说某个分布是另一个分布在某种条件下的特例。表 1.5-1 给出
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了高斯分布和一些基于高斯变量变换后的随机变量之间的关系。 

由表 1.5-1 可见，瑞利分布的概率密度由式(1.5-63)给出，它可由 2 2
1 2R X X  变换而

来。其中 X1和 X2是数学期望为零、方差为 
且互相独立的高斯变量。瑞利分布的数学期望

为(2)1/2，方差为 2(2 π / 2) 。此外，瑞利分布还可由 2 个自由度的 2 分布做 R=Y1/2的变

换得到，或对指数分布做 R=Y1/2的变换得到。 

表 1.5-1  基于高斯变量变换的随机变量分布 

 非中心 χ2分布 χ2分布 指数分布 莱斯分布 广义瑞利分布 瑞利分布 

概率密度 式(1.5-59) 式(1.5-53) 式(1.5-62) 式(1.5-72) 式(1.5-67) 式(1.5-63) 

数学期望 n 
2+ n 

2 2 
2   (/2)1/2 

方差 2n 4+4 2 2n 4 4 4   (2/2)  
2 

Xi为高斯分布， 
互相独立， 
方差为 2 

2

1

n

i
i

Y X


  2

1

n

i
i

Y X



2

2

1

i
i

Y X


  2

1

n

i
i

R X


   2

1

n

i
i

R X


   
2

2

1

i
i

R X


   

Xi均值不为零 Xi均值为零 Xi均值为零 Xi均值不为零 Xi均值为零 Xi均值为零 

非中心 χ2分布  
Xi均值为零 

 = 0 
Xi均值为零 
 = 0, n = 2 

R = Y1/2 
Xi均值为零 

 = 0 
Xi均值为零 
 =0, n = 2 

χ2分布   n = 2  R = Y1/2 R = Y1/2, n = 2 

指数分布      R = Y1/2 

莱斯分布     Xi均值为零 Xi均值为零，n = 2 

广义瑞利分布      n = 2 

1.6*  离散随机变量的仿真与计算 

计算技术的发展和计算机的普及使计算机仿真的应用越来越广泛。尤其是在实际的系统

试验消耗人力物力太多或风险代价太大的情况下，就更能体现出仿真的价值所在。 

不论是系统数学模型的建立，还是原始试验数据的产生，最基本的需求是产生一个所需

分布的随机变量。比如在通信与信号处理领域中，电子设备的热噪声、通信信道中的加性噪

声、图像中的灰度分布、飞行器高度表接收的地面杂波，甚至机械系统的振动噪声等都是遵

循某一分布的随机信号。 

在很多系统仿真的过程中，需要产生不同分布的随机变量，而随机变量的仿真需要大量

的运算。在产生随机变量时，虽然运算量很大，但基本上是简单的重复。利用计算机、单片

机或处理器可以很方便地产生不同分布的随机变量，各种分布的随机变量的基础是均匀分布

的随机变量。有了均匀分布的随机变量，就可以用函数变换等方法得到其他分布的随机变量。 

MATLAB 是由美国 MathWorks 公司开发的面向科学计算、高度集成的计算机语言。

MATLAB 最显著的特点是向量化计算，另外功能强大、可视化计算、简捷方便是它流行的主

要原因。MATLAB 的工具箱为不同需求提供了有特色的计算工具或函数，既有通常的数值计

算，也有符号运算。Simulink 是 MATLAB 中的一个可视化仿真平台，可以完成连续时间系

统和离散时间系统的系统级仿真，既适于线性系统，也适于非线性系统，是科学研究中常用

仿真计算工具之一。 

Python 是另一种跨平台的程序设计语言。作为一种优秀的开源编程语言，Python 提供了
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高效的高级数据结构，还能简单有效地面向对象编程。Python 语言的可扩充性极强，本教材

中主要使用 Python 的科学计算功能。Python 提供了 Numpy，SciPy 等众多科学计算包，Python

语言在数据统计分析、信号处理、深度学习等领域都有广泛的应用。 

本书通过例题介绍了 MATLAB 和 Python 在随机信号分析中的应用，读者可以根据自己

的喜好自行选择合适的语言进行学习。 

1.6.1  均匀分布随机数的产生 

一般来讲，由计算机或处理器产生随机变量时首先要产生均匀分布的随机变量。一个均

匀分布的连续随机变量是由若干个样本组成的，而这些样本则是一个个随机的数据。由于

CPU 的算术单元(如累加器)及寄存器是由有限个二进制数组成的，它所完成的计算毕竟只能

由有限字长的数字来表示，所以能计算出的样本数也是有限的。例如，当算术单元是 8 位时，

它只能表示 256 个不同的数；而当算术单元是 16 位时，它可以表示 65536 个不同的数。与真

正均匀分布的连续随机变量相比，这些样本并不是连续地占据某个取值区间的。若把这些样

本看成数轴上的随机点，它实质上是图 1.1-1(a)表示的离散随机变量。但当运算器和寄存器

字长足够长时，它所能表示或计算的数就能比较密集地充满某一区间，这样可把它当作连续

随机变量的一种近似。尽管如此，在一个区间内，计算机能计算出的随机数毕竟是有限的。

为了区别真正意义下的随机数，这样计算产生的随机数常称为伪随机数。 

产生伪随机数的一种实用方法是同余法，它利用同余运算递推产生伪随机数序列。最简

单的方法是加同余法 

                         1n ny y c     (mod M) (1.6-1) 

                               1 1 /n nx y M   (1.6-2) 

式中，mod M 为取模运算。利用上面的递推公式，可产生[0,1]上均匀分布的随机数。为了保

证产生的伪随机数能在[0,1]内均匀分布，需要 M 为正整数，此外常数 c 和初值 y0亦为正整数。

加同余法虽然简单，但产生的伪随机数效果不好。另一种同余法为乘同余法，它需要两次乘

法才能产生一个在[0,1]上均匀分布的随机数 

                           1n ny ay    (mod M) (1.6-3) 

                              1 1 /n nx y M   (1.6-4) 

式中，a 为正整数。用加法和乘法完成递推运算的称为混合同余法，即 

                            1n ny ay c     (mod M) (1.6-5) 

                                 1 1 /n nx y M   (1.6-6) 

用混合同余法产生的伪随机数具有较好的特性，一些程序库中都有成熟的程序供选择。 

实际上，由以上各式产生的随机数到了一定数目后，会出现周而复始的现象，就是说产

生的随机数存在周期。为了使产生的伪随机数有较大的周期，更接近真正的随机数，M 越大

越好。但 M 的取值也不是无限的，一般选择 M=2b，b 是所选计算设备中运算器的字长。M
选择为 2 的幂也有利于减小运算量，因为除以 M 的运算可用移位代替。 

周期的大小除了与 M 有关，还与其他几个参数有关。很多人研究过随机数的周期问题，

由于要涉及一些数论方面的知识，这里只给出混合同余法达到最大周期的条件。在式(1.6-5)

中，若满足：①c 与 M 互素；②对 M 的任意素因子 p，a  1(mod p)；③如果 4 是 M 的一个
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因子，a  1(mod 4)，则产生的随机数可获得的最大周期是 M。而乘同余法和加同余法却不能

获得最大周期。能达到最大周期的混合同余法递推公式为 

                         1 (4 1) (2 1)n ny a y b       (mod M) (1.6-7) 

                                  1 1 /n nx y M   (1.6-8) 

式中，a 和 b 为任意正整数。 

常用的计算语言如 MATLAB 和 Python 都有产生均匀分布随机数的函数可以调用，只是

用各种编程语言对应的函数产生的均匀分布随机数的范围不同，有的函数可能还需要提供种

子或初始化。 

MATLAB 提供的函数 rand( )可以产生一个在[0,1]区间分布的随机数，rand(2,4)则可以产

生一个在[0,1]区间分布的随机数矩阵，矩阵为 2 行 4 列。MATLAB 提供的另一个产生随机数

的函数是 random('unif ',a,b,N,M)，unif 表示均匀分布，a 和 b 是均匀分布区间的上下界，N

和 M 分别是矩阵的行和列。  

Python 则在 numpy 库中集成了基础运算的众多函数，随机数产生函数也在其中。例如

numpy.random.rand()可以产生[0, 1)之间的随机数，numpy.random.randn()可以产生标准正态分

布的随机数，numpy.random.randint()返回随机整数。 

【例 1.6-1】 编程产生 1024 个在[2,5]区间上均匀分布随机数的程序。 

解：这个程序可以有多种实现方法，如分别用式(1.6-1)～式(1.6-6)递推产生。本例用

分别使用 MATLAB 和 Python 函数来产生满足条件的随机数。 

  MATLAB 方法 
（1）利用 rand( )函数： 

for n=1:1024      %循环 

    y=rand();          %产生 1 个在[0,1] 区间均匀分布的随机数 

    x(n)=y*(52)+2;    %将在[0,1]内均匀分布的随机数变换到[2,5]区间 

end      %循环结束 

plot(x);       %将 1024 个在[2,5]区间上均匀分布随机数画成一条曲线，便于观察 

这个程序编写虽然有点麻烦，但是可以很容易转换成其他语言的程序。 

（2）利用 rand(M,N)函数： 

y =rand(1,1024);      %产生 1024 个在[0,1]区间均匀分布的随机数 

x=(52)*y+2;         %将在[0,1]内均匀分布的随机数变换到[2,5]区间 

plot(x);    

这个程序利用了 MATLAB 向量化计算的优点，节省了程序中的循环 

（3）利用 random('unif ', a, b, N, M)函数： 

x=random('unif',2,5,1,1024);  %产生 1024 个在[2,5]区间均匀分布的随机数 

plot(x);    

这是最简单的方法，充分体现了 MATLAB 的优势，一个语句完成了分布、分布区间、

矩阵大小的设定。 

  Python 方法 

（1）使用 numpy 函数包中的 random.rand，代码如下： 

import numpy as np 
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import matplotlib.pyplot as plt 

y = np.random.rand(1024)     #产生 1024 个在[0,1)上均匀分布的随机数 

x = (52)*y+2  #将在[0,1)内均匀分布的随机数变换到[2,5)区间 

plt.plot(x) 

plt.show() 

这个程序与 MATLAB 中的程序（2）相似，通过 random.rand 生成[0,1)上均匀分布的随

机数，再通过函数变换方法生成[2,5)区间上的随机数。 

（2）使用 numpy 函数包中的 random.uniform，即： 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 

y = np.random.uniform(2, 5, 1024)  #产生 1024 个在[2,5)上均匀分布的随机数 

plt.plot(x) 

plt.show() 

这个程序与 MATLAB 中的程序（3）相似，Python 中 numpy 函数包中的 random.uniform

可以直接设置均匀分布的范围和样本数目来产生均匀分布的随机数。 

在实际应用中，产生随机数之后，必须对它的统计特性做严格的检验。一般来讲，统计

特性的检验包括参数检验、均匀性检验和独立性检验。事实上，如果在二阶矩范围内讨论随

机信号，那么参数检验只对产生的随机数一、二阶矩进行检验。此外，参数检验还包括最小

值、最大值和周期等。参数检验、均匀性检验和独立性检验的方法请参考有关书籍。 

1.6.2  随机变量的仿真 

根据随机变量函数变换的原理，如果能将两个分布之间的函数关系用显式表达，那么就

可以通过对一种分布的随机变量进行变换得到另一种分布的随机变量。 

若 X 是分布函数为 FX(x)的随机变量，且 FX(x)为严格单调升函数，令 Y = FX(X)，则 Y 是

在[0,1]上分布的随机变量。若 Y 是在[0,1]上均匀分布的随机变量，那么 

                                   1( )XX F Y  (1.6-9) 

即是分布函数为 ( )XF x 的随机变量。式中 1( )XF   为 ( )XF  的反函数。这样，欲求某个分布的随

机变量，先产生在[0,1]区间上均匀分布的随机数，再经式(1.6-9)的变换，便可求得所需分布

的随机数。 

【例 1.6-2】 假定已有均匀分布的随机数，给出产生指数分布随机数的计算公式。 

解：指数分布的概率密度为 

( ) e , 0ax
Xf x a x   

根据概率密度可求出概率分布函数 

0
( ) e d 1 e , 0

x a ax
XF x a x       

那么                        ( ) 1 e aX
XY F X     

就是在[0,1]区间上均匀分布的随机数。而 

1 ln(1 )
( )X

YX F Y a
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即为指数分布。考虑到 1Y 也是在[0,1]上均匀分布的随机数，上式可改写为 

1 ln( )X
YX F Y a

    

当分布函数的反函数比较复杂时，这种函数变换的过程也比较复杂。实际上，产生一个非

均匀分布的随机数序列有很多方法，上面讨论的变换法仅是其中的一种。 

1.6.3  高斯分布随机数的仿真 

由于高斯变量的重要性，有必要重点讨论一下高斯随机数的产生。广泛应用的有两种产

生高斯随机数的方法，一种是变换法，一种是近似法。 

如果 X1和 X2是两个互相独立的均匀分布随机数，那么下式给出的 Y1和 Y2 

                         1 1 2

2 1 2

2ln cos(2π )

2ln sin(2π )

Y X X m

Y X X m





   


  
 (1.6-10) 

便是数学期望为 m，方差为 
的高斯分布随机数，且互相独立，这就是变换法。下面证明一

种简单情况，即令数学期望 m=0，方差 
。利用上式求反函数

                              

2 2
1 2

1

2
2

1

exp
2

1 arctan
2π

Y YX

YX Y

  
   

  
      

 (1.6-11) 

雅可比行列式   

2 2 2 2
1 2 1 21 1

1 2
1 2

2
2 2 2 1 1

2 21 2
2 1 2 1

exp ( ) exp ( )
2 2

( / ) 1/1 1
2π 2π1 ( / ) 1 ( / )

y y y yx x y y
y y

J
x x y y y
y y y y y y

                  
 

    

 

                 
2 2
1 21 exp

2π 2
y y 

   
 

 (1.6-12) 

既然 X1和 X2是两个互相独立的均匀分布随机数，那么 Y1和 Y2的二维联合概率密度应满足 

   
1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 1 1( , ) exp exp exp ( ) ( )

2π 2 2 22π 2π
Y Y

y y y yf y y f y f y
     

          
     

Y  (1.6-13) 

显然，Y1和 Y2是高斯分布的，它们的数学期望为零，方差为 1，且互相独立。 

【例 1.6-3】 编写一个函数，用式(1.6-10)的方法产生两个互相独立的高斯变量，每个

高斯变量有 N 个样本(随机数)，数学期望为 m、方差为 
。 

  使用 MATLAB，实现上述编程要求： 

function  [xr, xi]= GaussRandomNumbers_1(N, Mu, Sigma) 

    a=sqrt(2.0*log(rand(1, N))); 

    b=2*pi*rand(1, N); 

    xr= Sigma*a.*cos(b)+Mu; 

    xi= Sigma*a.*sin(b)+Mu; 
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函数 GaussRandomNumbers_1( )产生的 xr 和 xi 是两组互相独立的高斯分布随机数，作为

函数的返回值。形参 N、Mu 和 Sigma 分别为每组随机数的个数、数学期望和标准差。在这

个函数中，pi 为圆周率，是 MATLAB 定义的常数。调用这个函数的主程序为 

[x1, x2] = GaussRandomNumbers_1(1024, 0,1); 

plot(x1,'k');    % 'k'表示曲线为黑色 

hold on;      % 保持图形，为了将几个曲线画在同一个图中 

plot(x2,'r');    % 'r'表示曲线为红色 

返回的两组互相独立的高斯分布随机数分别放在数组 x1 和 x2 中，均值为零、方差为 1，

并将两个高斯变量对应的随机数画在同一个图中，k 代表曲线为黑色，r 代表曲线为红色。 

  使用 Python，实现上述编程要求： 

def GaussianRandomNumbers_1(N, Mu, Sigma): 

a = np.sqrt(-2.0 * np.log(np.random.rand(N))) 

b = 2 * np.pi * np.random.randn(N) 

xr = Sigma * np.multiply(a, np.cos(b)) + Mu 

xi = Sigma * np.multiply(a, np.sin(b)) + Mu 

return xr, xi 

Python 中定义函数的关键字是 def。这个函数所完成的功能与 MATLAB 函数 GaussRan- 

domNumbers_1( )所完成的功能一致。调用这个函数的 Python 主程序为： 

x, y = GaussianRandomNumbers_1(1024, 0, 1.0) 

fig = plt.figure(5) 

plt.plot(x)  # 绘制样本图 

plt.plot(y)  # 绘制样本图 

plt.show()  # 显示图片 

另外一种产生高斯随机数的方法是近似法。在学习中心极限定理时，曾提到 n 个独立同

分布的随机变量 Xi (i=1,2,…,n)，当 n 足够大时，之和的线性变换依分布收敛于高斯分布。由

于近似法避免了开方和三角函数运算，计算量大大降低。当精度要求不太高时，近似法还是

具有很大应用价值的。 

【例 1.6-4】 用近似法编写一个函数，产生服从 2( , )N m  的高斯分布随机数。 

解：本例中使用独立同分布的均匀分布样本来近似高斯分布的样本。在[0,1]区间上，均

匀分布的随机变量 X 的数学期望为 [ ] 1 / 2E X  ，方差为 [ ] 1 /12D X  。 

根据中心极限定理，当 n 足够大时，随机变量 

1

( 1/ 2)

/12

n

i
i

X
Y

n






 

随机变量 Y 依分布收敛于数学期望为零、方差为 1 的高斯分布。为减小计算量，取 n = 12 完

成上述近似，此时 
12 12

1 1

( 1/ 2) 6i i
i i

Y X X
 

      

最后做变换 Z Y m  即为所求。使用 Python 实现上述功能，函数如下： 

import numpy as np 
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import matplotlib.pyplot as plt 

def GaussRandomNumbers(N, Mu, Sigma): 

    x = np.random.rand(12, N)    # 产生 12 组在[0,1)上均匀分布的随机数，每组有 N 个样本 

    y = np.sum(x, 0)-6     # 将每组对应的样本相加后减 6，近似标准正态分布 

    return Sigma*y+Mu 

z = GaussRandomNumbers(1024, 0.5, 2)  #产生均值为 0.5，方差为 2 的高斯分布随机数 

fig = plt.figure(1) 

plt.plot(z)       # 绘制样本图 

plt.show()      # 显示图片 

高斯随机变量是最常用的随机变量之一。无论是 MATLAB 还是 Python 都集成了高效

的高斯随机变量生成方法。例如，MATLAB 中可以直接通过调用命令 

x=random('Normal',Mu, Sigma,M,N); 

来生成 M(行)N(列）个独立同分布的高斯随机变量样本，每行样本独立同分布。函数中

Normal 为高斯(正态)分布的标志，Mu 和 Sigma 代表数学期望和均方差。 

对于高维高斯分布(其联合概率密度函数见式(1.5-41))随机变量的样本，MATLAB 提

供了函数 

R = mvnrnd(Mu,Sigma,N) 

其中 Mu 是 D 维均值向量，Sigma 是 DD 的协方差矩阵，N 是样本的个数。函数返回值 R

是 ND 的矩阵，其中每一行是一个 D 维高斯随机变量的样本。 

Python 中可以使用函数 numpy.random.normal 和 numpy.random.multivariate_normal 来

产生高斯分布的样本和高维高斯分布的样本。两个函数的功能与 MATLAB 中的

random(‘normal’)和 mvnrnd 接近。 

有了高斯随机变量的仿真方法，就可以利用表 1.5-1 构成与高斯变量有关的其他分布

随机变量，如瑞利分布、指数分布和 2分布随机变量。在仿真随机变量时，一般用直方图

近似表示随机变量的分布。画直方图时先将随机变量的取值区间分为 k 个相等的子区间，

然后统计随机数落在所有子区间的个数，将 k 个子区间落入随机数的个数画成柱图就是直

方图。MATLAB 提供了画直方图的函数 hist(X,Y)，其中 X 是随机数，Y 是子区间的坐标。 
【例 1.6-5】 用 (0,1)N 高斯分布随机数分别仿真瑞利分布随机变量和 4 个自由度的2分

布随机变量，并画出直方图。 

解：首先获得数学期望为零、方差为 1 的高斯分布随机数。利用表 1.5-1，根据瑞利分

布及 2分布与高斯分布的关系就可得到具有所求分布的随机数。假定每个随机变量包括 N 个

随机数，分别用 Gi(i = 1,2,3,4)、R 和 X2 表示高斯分布、瑞利分布和 2分布的随机数，其程

序如下。 

N=20000; 

g = -5:0.1:5; 
G1=random('Normal',0,1,1,N);     %产生 N 个高斯分布随机数，均值为零，方差为 1 
G2=random('Normal',0,1,1,N); 
G3=random('Normal',0,1,1,N); 
G4=random('Normal',0,1,1,N); 

R=sqrt(G1.*G1+G2.*G2);         %由表 1.5-1 高斯与瑞利分布交叉处的公式 

X2= G1.*G1+G2.*G2+G3.*G3+G4.*G4;    %由表 1.5-1 高斯与 2分布交叉处的公式，n = 4 
subplot(311); hist(G1,g);           %在-5～5 范围内画高斯变量的直方图 
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subplot(312); hist(R,0:0.05:5);      %在 0～5 范围内画瑞利随机变量的直方图 

subplot(313); hist(X2,0:0.2:24);     %在 0～24 范围内画 2分布随机变量的直方图 

图 1.6-1 示出了由程序得到的直方图，为了

清晰地看到每个直方图的细节，各直方图的取值

区间不同，如瑞利随机变量的取值区间应该是

0～∞，程序中只求出了 0～5 范围内的直方图，

并把 0～5 区间分为 100 个小区间。图中的包络

线是理论上的概率密度曲线，当随机数的数目足

够大时，由一个优秀设计的程序得到的直方图应

该接近理论的概率密度曲线。 

1.6.4  随机变量数字特征的计算 

产生的随机数可以作为一个随机变量，也

可以视为下一章要讨论的随机过程中的一个样

本函数。不论是随机变量还是随机过程的样本

函数，都会遇到求其数字特征的情况。在图像处理时，也时常需要计算图像灰度直方图的数

学期望、方差、峰态和偏态系数等。 

事实上，在很多情况下无法得到或不能利用随机变量的全部样本，只能利用一部分样本

(子样)来获得随机变量数字特征的估计值。这时，子样的个数 N 就决定了估计的精度。当 N
增大时，估计值将依概率收敛于被估计的参数。 

在实际计算时，根据对计算速度或精度要求的不同，可选择不同的算法。 

1．均值的计算 

设随机数序列{ 1 2, , , Nx x x }，一种计算均值的方法是直接计算下式 

                                   
1

1
N

n
n

m xN


   (1.6-14) 

式中，xn为随机数序列中的第 n 个随机数。 

另一种方法是利用递推算法，第 n 次迭代的均值即前 n 个随机数的均值为 

                      1 1 1
1 1 1 ( )n n n n n n

nm m x m x mn n n  
      (1.6-15) 

迭代结束后，便得到随机数序列的均值 
                                       Nm m  (1.6-16) 

递推算法的优点是可以实时计算均值，这种方法常用在实时获取数据的场合。 

当数据量较大时，为防止计算误差的积累，也可采用 

                               1 1
1

1 ( )
N

n
n

m m x mN


          (1.6-17) 

式中，m1是取一小部分随机数计算的均值。 

2．方差的计算 

计算方差也分为直接法和递推法。仿照均值的做法 

  
图 1.6-1  随机变量的直方图 
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                            2 2

1

1 ( )
N

n
n

x mN


   (1.6-18) 

                             2 2 2

1

1
N

n
n

x mN


   (1.6-19) 

当利用有限字长运算时，式(1.6-18)的运算误差比式(1.6-19)小，但利用式(1.6-19)可节省运

算次数。 

方差的递推算法需要同时递推均值和方差 

1 1
1 ( )n n n nm m x mn     

                           2 2 2
1 1

1 1 ( )n n n n
n x mn n   
      

 (1.6-20) 

迭代结束后，得到随机数序列的方差为 

                                     2 2
N   (1.6-21) 

其他矩函数也可用类似的方法得到。 

图 1.6-2 展示了一组均值为零、方差为 1 的高斯分布随机变量的独立样本。这组随机数共

有 300 个样本，用式(1.6-14)和式(1.6-19)计算的均值和方差分别为0.056 和 1.055。根据

式(1.6-15)和式(1.6-20)对这组随机样本所递推计算得到的均值mn和方差 2
n 同样示于图1.6-2

中，其中 mn和
2
n 是使用前 n 个样本得到的结果。当参与递推计算的随机数个数较少时，递推

计算的均值 mn和方差 2
n 与用式(1.6-14)和式(1.6-19)计算的均值 m 和方差 2 有一定的差距。

随着随机数个数的增加，均值和方差分别稳定在均值 m 和方差 2 附近。显然，最终递推计算

的均值 mN与用式(1.6-14)计算的结果相同，但递推的方差 2
N =1.052，存在偏差。 

     

图 1.6-2  高斯分布随机数与递推的均值和均方差

MATLAB 提供了计算随机变量数字特征的函数。如果 y1 为一维数组，即 y1 为 1N 或

N1 矩阵，y2 为 M  N 矩阵，均值 mean( )和方差 var( )函数的使用方法如下。 
m=mean(y1)       % y1 的均值 

d=var(y1)         % y1 的方差  

m1=mean(y2)      % 按列求均值，m1 是一个 1N 的数组 

m12=mean(y2,2)     % 按行求均值，m12 是一个 M1 的数组 

d1=var(y2)        % 按列求方差，d1 是一个 1N 的数组 

m2=mean(mean(y2))     % 矩阵的均值 
d2=var(var(y2))         % 矩阵的方差 
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同样地，Python 中也提供了计算均值和方差的函数。读者可以使用 np.mean( )和 np.var( )

来计算向量的均值和方差。 

习题一 

1.1  设连续随机变量 x 的概率分布函数为  

0, 0

π( ) 0.5 sin ( 1) , 0 2
2

1, 2

x

F x A x x

x


        






 

求：（1）系数 A；（2）X 取值在(0.5, 1)内的概率 p(0.5<x<1)。 

1.2  试确定下列各式是否为连续随机变量的概率分布函数，如果是概率分布函数，求其概率密度。 

（1）
/21 e , 0

( )
0, 0

x xF x
x

 
 




   （2） 2

0, 0

( ) , 0 1

1, 1

x
F x Ax x

x


 






 

（3） ( ) [ ( ) ( )],    0xF x u x u x a aa      （4） ( ) ( ) ( ),    0x a xF x u x u x a aa a
     

1.3  离散随机变量 X 由 0, 1, 2, 3 四个样本组成，相当于四元通信中的四个电平，四个样本的取值概率

顺序为 1/2, 1/4, 1/8, 1/8。求随机变量的数学期望和方差。 

1.4  随机变量 X 在[,]上均匀分布，求它的数学期望和方差。 

1.5  设随机变量 X 的概率密度
1, 0 1

( )
0,X

x
f x 

 


 
其他

，求 Y = 5X + 1 的概率密度。 

1.6  设随机变量 X1, X2,…, Xn在[a,b]上均匀分布，且互相独立。若
1

n

i
i

Y X


 ，求 n = 2 时，随机变量 Y

的概率密度。  

1.7  设随机变量 X 的数学期望和方差分别为 m 和，求随机变量 3 2Y X   的数学期望、方差及 X

和 Y 的相关矩。 

1.8  已知二维随机变量(X,Y)的二阶混合原点矩 m11及数学期望 mX和 mY，求随机变量 X,Y 的二阶混合

中心矩。 

1.9*  随机变量 X 和 Y 分别在[0,a]和[0,/2]上均匀分布，且互相独立。对于 b<a，证明： 

                               
a
bYbXP

π

2
)cos(   

1.10*  已知二维随机变量(X1, X2)的联合概率密度为
1 2 1 2( , )X Xf x x ，随机变量(X1, X2)与随机变量(Y1, Y2)的

关系由下式唯一确定 

1 1 1 1 2 1 1 2

2 1 1 1 2 2 1 2

,
X a Y bY Y aX bX
X c Y d Y Y cX dX

    
     

 

证明(Y1, Y2)的联合概率密度为 

1 2 1 21 2 1 1 1 2 1 1 1 2
1( , ) ( , )Y Y X Xf y y f a y b y c y d y

ad bc
  


 

式中， 0ad bc  。 

1.11  随机变量 X, Y 的联合概率密度为 

( , ) sin( ),   0 , π / 2XYf x y A x y x y     

求：（1）系数 A；（2）数学期望 MX和 MY；（3）方差 2
X 和 2

Y ；（4）相关矩 rXY 及相关系数 rXY。 
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1.12  若 X 为在[0, 1]区间上均匀分布的随机变量，求 X 的特征函数及 n 阶原点矩。 

1.13  已知随机变量 X 的概率密度 ( ) 2e ,  0ax
Xf x x  ，求随机变量 X 的特征函数。 

1.14  已知随机变量 X 服从柯西分布
2 2

1( )
π

f x
x




 


，求它的特征函数。 

1.15  求概率密度 | |1( ) e
2

xf x  的随机变量 X 的特征函数。 

1.16  已知互相独立随机变量 1 2, , , nX X X 的特征函数，求 1 2, , , nX X X 线性组合
1

n

i i
i

Y a X c


  的特

征函数。其中 ai和 c 是常数。 

1.17  已知高斯随机变量 X 的数学期望为零、方差为 1，求 2Y aX (a>0)的概率密度。 

1.18  已知 1 2 3, ,X X X 是数学期望为零、方差为 1 且互相独立的高斯变量，用特征函数法求 1 2 3[ ]E X X X 。 

1.19  如果随机变量 X 服从[0,1]区间的均匀分布，随机变量 Y 的概率密度为 

, 0 1

( ) 2 , 1 2

0,
y

y y
f y y y


 



 
 

其他

 

X 与 Y 互相独立。求 X 与 Y 之和的概率密度。 

本章习题解答请扫二维码。 
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