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前    言 
 
 
本书是按照教育部颁布的“高职高专教育高等数学课程教学基本要求”和“高职高专

教育专业人才培养目标及规格”组织编写的。以培养应用型人才为目标，以“强化能力，

立足应用”为原则，结合高职高专高等应用数学的教学特点，以及当前教学改革实际和专

业需求，力求做到课程融入思政元素，内容精简适用、条理清晰、深入浅出、通俗易懂，

突出应用。 

根据高素质应用型人才培养的要求，我们对传统的高等数学教材内容进行了整合，添

加了思政之窗、数学建模及数学实验的内容，使教学内容与技能型人才的培养需要相衔接，

与我国目前高职学生的实际数学水平相衔接。本书注重与实际应用联系较多的数学基础知

识、基本方法和基本技能的训练，不追求复杂的计算和证明。内容呈现与讲授过程中，强

调直观描述和几何解释，适度淡化理论推导或证明。注重揭示概念的本质，强化数学知识

与专业知识和生活实际的联系。在强调数学应用的广泛性的同时，兼顾数学建模思想的渗

透和数学软件应用的拓广，并通过思政元素的渗透，培养学生树立正确的人生观、价值观、

世界观和良好的科学素养。本书作为高职高专的“高等数学”教材，有很多创新之处，主

要体现在： 

在教学内容的设计上，编者们秉持“思政融入、淡化理论、渗透思想、结合实例、引

入软件、强化应用”的理念。书中精心编写了大量与专业和实际生活密切联系的，适合高

职高专数学教学的应用案例，通过引例的引导学习、习题的强化渗透，使学生能够借助实

际问题和专业背景理解数学概念的实质，再利用数学概念和数学思想促进对专业问题和工

程原理的认识，从而进一步利用数学方法解决专业中的更多实际问题。全书由生活实践和

各类工程问题启发学生思维，引出数学知识，再列举浅显、贴近生活与专业的数学应用案

例分析讲解数学知识和方法。本书力图反映现代技术的新知识、新技术、新内容、新工艺

和新案例，充分体现了高职教育紧密联系生产、建设、服务、管理一线的实际要求。 

在思政元素的融入上，全书注重合理有效地融入思政元素，力求起到润物细无声的作

用。专门设计了“思政之窗”栏目，并把部分内容录制了微课，通过介绍微积分的发展、

我国传统文化中的微积分思想，古中外数学家在数学研究中百折不挠的探索精神，以及微

积分中很多重要概念所体现的辩证唯物的哲学思想，使学生在知识输入的同时，提高思维
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的思辨性，更好地塑造其自身的人生观、价值观乃至世界观。在努力提升素质教育的目的

下，最终实现“立德树人”的根本任务。 

在数学应用的体现上，本书每章中加入了数学建模案例一节，通过一到两个完整案例

的分析解答，让学生了解如何利用数学建模思想，运用高等数学所学知识，解决实际问题。

第七章引入了数学实验的内容，通过这部分的学习，使学生能借助计算机，充分利用数学

软件 MATLAB 的数值功能和图形功能，直观地验证一些概念和结论，快捷地进行各类运

算和图形绘制，并从感官上更形象地理解所学的数学知识，加深对数学基本概念的认识，

突出了数学的工具性。 

在课程内容的呈现上，本书中重点概念、例题、习题均配有视频讲解或动画演示，通

过扫码，学生可以自行观看视频或动画，便于学生预习、复习。书中重要知识点的例题后

面还配有“牛刀小试”环节，学生在课上尝试自行解答本环节的题目，以便及时检测知识

和方法的掌握程度。对于书中所有章节习题、复习题的答案本书均给出了详解，学生也可

以通过扫码来查看比对习题和复习题详细的解答过程。另外，除了课本上的习题和复习题

之外，每章我们还设计了在线测试题，同学们学习完一章内容后，可以用手机进行在线测

试，随时了解自己的学习情况。 

本书由王岳、任晓燕担任主编，蓝梅、朱艳、李海霞、赵萱任副主编。其中，第一章、

第二章、第三章及附录由王岳编写，第四章、第五章由任晓燕编写，第六章由王岳、蓝梅、

李海霞编写，第七章由六位编者共同编写，各章数学建模案例由朱艳、王岳编写。各章微

课视频的录制、在线测试题编写、习题、复习题答案详解由六位老师共同制作完成，全书

框架结构安排、统稿、定稿由王岳承担。编者邀请山东大学张天德教授和济南职业学院的

季桂林教授对全书进行了审稿。从编写之初的框架制定到最后的审稿结束，整个过程中两

位教授提出了很多宝贵意见。本书在编写过程中还得到了学院领导和部分专业教师及企业

专家的大力支持，在此一并表示衷心地感谢。 

本书虽经多次修改、不断推敲，但由于编者水平有限，仍难免有疏漏和不妥之处，书

中不当之处恳请同行教师和读者不吝赐教、批评指正。 

 
                                                             编者 

                                                          2021 年 7 月 
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第1章  函数、极限和连续 

 

§1.1  函数 

函数是微积分的研究对象，集合、区间和邻域可以给出函数中变量的研究范围．本节先复

习中学阶段学习过的集合与区间的概念，再介绍邻域、函数及相关概念及函数的性质． 

1.1.1  集合、区间和邻域 

1. 集合 

在中学阶段，我们了解过集合的概念．一般来说，由一些确定的不同的研究对象构成

的整体称为集合．构成集合的对象，称为集合的元素． 
集合一般用大写英文字母 , , ,A B C  …表示，集合中的元素用小写英文字母 , , ,a b c  …表

示，若 a 是集合 M 中的元素，则记为 a M∈ ． 
构成集合的元素具有三个性质：确定性、无异性、无序性． 
高等数学中常用数集及其记法如下： 
（1）全体非负整数组成的集合称为非负整数集或自然数集，记为 N ． 
（2）全体整数组成的集合称为整数集，记为Z． 
（3）全体正整数组成的集合称为正整数集，记为 +Z 或 +N ． 
（4）全体有理数组成的集合称为有理数集，记为Q ． 

（5）全体实数组成的集合称为实数集，记为R ． 

迄今为止，数学已有数千年的历史，伴随着数学思想的发展，函数概念由模糊逐

渐严密．初等数学的研究对象基本上是不变的量，而高等数学的研究对象则是变动的

量，也就是函数，函数是数学的基本概念之一．我国古代数学家刘徽的极限思想给出

了一种研究变量的方法，在此基础上，极限的理论不断完善．极限是高等数学的重要

概念之一，是微积分研究的基本工具，它贯穿于高等数学课程的始终，是建立微积分

学的理论基础．连续性是函数的重要特性之一，它在刻画函数的性态中有着举足轻重

的地位．本章我们将对函数概念进行复习和补充，学习如何利用极限思想研究函数，

讨论函数的连续性．极限理论的学习与讨论，将为我们奠定学习高等数学的基础． 
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2. 区间 

通俗地讲，区间就是介于两实数 a 与 b 之间的一切实数的集合，其中 a,b 称为区间的

两个端点，当 a<b 时，则称 a 为左端点，b 为右端点． 

区间可理解为实数集 R 的子集，可分为有限区间和无限区间． 

（1）有限区间：设 a, b∈R 且 a<b 

闭区间：若 A={x | a≤x≤b}，则集合 A 称为以 a,b 为端点的闭区间，记为[a,b]，即 
[ , ]a b { | }x a x b= ≤ ≤ ． 

开区间：若 { | }A x a x b= < < ，则集合 A称为以 ,a b 为端点的开区间，记为 ( , )a b ，即 

( , )a b { | }x a x b= < < ． 

左半开区间：若 { | }A x a x b= < ≤ ，则集合 A 称为以 ,a b为端点的左半开区间，记为

( , ]a b ，即 

( , ]a b { | }x a x b= < ≤ ． 

右半开区间：若 { | }A x a x b= <≤ ，则集合 A 称为以 ,a b 为端点的右半开区间，记为

[ , )a b ，即 

[ , )a b { | }x a x b= <≤ ． 

（2）无限区间 

无限区间是指 a与 b 两端点中至少有一个端点是正无穷大或负无穷大．为了表示正无

穷大或负无穷大，我们引入记号“ +∞”表示正无穷大，“ −∞”表示负无穷大，则无限区

间可分为 
( , ) { | }a x x a+∞ = > ；               [ , ) { | }a x x a+∞ = ≥ ； 

( , ) { | }b x x b−∞ = < ；               ( , ] { | }b x x b−∞ = ≤ ； 

 ( , ) { | }x x−∞ +∞ = −∞ < < +∞ = R ． 

以后在不需要辨明所讨论区间是否包含端点，以及是有限区间还是无限区间的场合，

我们就简单地称它为“区间”，且常用“ I ”表示． 

3. 邻域 

由于有时需要讨论函数在一点附近的变化情况，为了描述某一点附近的点所组成的集

合，下面我们介绍一下邻域的概念． 
 

学习笔记 视频 

                                                                  
 

                                                                       
邻域的概念 
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定义 1.1  设 , , 0a δ δ∈ >R ，数集{ | | , }x x a xδ− < ∈ R ，即实数轴上到点 a 的距离小于

定长δ 的点的全体，称为点 a 的δ 邻域，记作 ( , )U a δ ．点 a 与数δ 分别称为这个邻域的中心

与半径．如图 1.1 所示． 
( , ) { | | , }U a x x a x Rδ δ= − < ∈ ( , )a aδ δ= − + ． 

当泛指某个邻域时，也可以简单地记作 ( )U a ，它表示以点 a 为中心的任何开区间． 

 
图 1.1 

有时用到的邻域需要把邻域中心去掉．点 a 的 δ 邻域去掉中心 a 后，称为点 a 的空

心（去心）δ邻域，记作
o

( , )U a δ ．如图 1.2 所示． 
o

( , ) { | 0 | | < }U a x x aδ δ= < −  = ( , ) ( , )a a a aδ δ− + ． 

 
图 1.2 

1.1.2  函数的概念 

在自然现象或生产过程中，同时出现的某些变量，往往存在着相互依赖、相互制约的

关系，其中，有的变量间的关系在数学上称为函数． 

1. 函数的定义 

定义 1.2  设 x 和 y 是两个变量，D 是 R 的非空子集，对于任意 x D∈ ，变量 y 按照某

个对应关系 f 有唯一确定的实数与之对应，则称 y 是 x 的函数，记为 ( )y f x= ．x 称为自变

量，y 称为因变量，D 称为函数的定义域，数集{ ( ) | }f x x D∈ 称为函数 ( )f x 的值域．当 0x x=

时对应的函数值记为 0( )f x ． 

由函数的定义可以看出，确定函数有两个要素：定义域和对应法则．所以，两个函数

相同的充分必要条件是两函数的定义域和对应法则均相同． 

在实际问题的应用中，函数的定义域要根据问题的实际意义来确定．在数学的研究学

习中，有时候不需要考虑函数的实际意义，对于用解析式表示的函数，定义域就是使解析

式有意义的自变量的全体．例如，函数 arcsiny x= 的定义域为[−1,1]，函数
2

1
1

y
x

=
−

的定

义域为（−1,1）． 
例 1  判断下列函数是否表示相同的函数关系． 

（1）函数
2xy

x
= 和 y x= ； 

（2）函数 | |y x= 与 2y x= ． 
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解：（1）因为函数
2xy

x
= 的定义域为 x ∈R 且 0x ≠ ，而函数 y x= 的定义域为 x ∈R ，

它们的定义域不同，所以说函数
2xy

x
= 与 y x= 不同． 

（2）函数 | |y x= 与 2y x= 的定义域都是 x ∈R ，而 2 | |y x x= = ，因此函数 | |y x= 与

2y x= 有相同的定义域和对应法则，所以说函数 | |y x= 与 2y x= 表示相同的函数关系． 

例 2  求函数
lg( 1)

1
xy

x
+=

−
的定义域． 

解：根据对数的真数必须为正数，分数的分母不能为零，可以得到该函数的自变量应

满足不等式组 
1 0
1 0

x
x

+ >  
 − ≠  .

，
  

解得  
1x > − 且 1x ≠ ， 

即 
( 1,1) (1, )D = − +∞ ． 

 
牛 刀 小 试 

  

2. 函数的表示法 

表示一个函数通常有三种方法：表格法、图像法和公式法． 

（1）表格法：就是用表格来表达函数关系．这种方法的优点是查找函数值比较方便，

缺点是数据有限、不直观，不便于确定自变量和因变量的对应关系． 

例如，某公司 2021 年上半年某产品的销量（单位：个）如表 1.1 所示． 

表 1.1 

月份 t 1 2 3 4 5 6 

销量 y 1900 1850 2000 1950 1920 1890 
 

（2）图像法：就是用图像来表达函数关系．这种方法

直观性强，并可观察函数的变化趋势．但根据函数图形所

求出的函数值一般准确度不高，且不便于研究两变量之间

的关系． 

例如，某海域昼夜水温 T 和时间 t 是两个变量，通过

自动温度记录仪可以描绘出一条曲线，如图 1.3 所示． 

这个图形表示了气温 T 和时间 t 之间的函数关系． 

1.1.1  求函数 21 1y x
x

= − − 的定义域． 

 
 

图 1.3 
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再如，股票曲线反映股票当天的价格随时间的变化波动情况，该曲线是以时间为自变

量，以价格为函数的函数图像． 
（3）公式法：就是用数学表达式表示函数关系．例如 y =(1+x)2，这种方法的优点是形

式简明，便于作理论研究与数值计算，缺点是不够直观． 

在用公式法表示的函数中，有以下两种需要指明的情形． 

①分段函数：在自变量的不同变化范围中，对应法则用不同式子来表示的函数，称为

分段函数． 

例如，绝对值函数
,

| |
,

x
y x

x
 

= = −  
  0

0x
x

<
，

.

≥  

电学中的常用函数：单位阶跃函数 
1

( )
0

u t 
= 


，

，
  0

0t
t

<
，

.

≥  

例 3  求分段函数 ( )f x 的定义域和值域． 
1

( ) 0
1

x
f x

x

− +  
=  
− −  

，

，

，

  
0 1

0
1 0.

x
x

x

< <
   =
− <

，

，

≤
 

解：如图 1.4 所示， ( )f x 的定义域为 

{ 1 1}D x x= − <∣ ≤ ； 

其值域为  { ( ) 1 ( ) 1}Z f x f x= − < <∣ ． 

函数由解析式给出时，其定义域是使解析式有意义

的一切自变量的值．为此，求函数的定义域时应遵守以下原则： 

·分式中分母不能为零； 

·偶次根式的被开方数非负； 

·对数函数中真数部分大于零； 

·反三角函数 arcsin x，arccos x，要满足| x |≤1； 

·多个函数和、差、积、商后所形成的函数的定义域，应是这几个函数定义域的交集； 

·分段函数的定义域是各段定义域的并集． 

②显函数与隐函数：若因变量 y 用自变量 x 的解析式直接表示出来，即等号一端只有

y，而另一端是 x 的表达式，这样的函数称为显函数．例如， 21y x= − ， ln( 1)y x= + 都是

显函数． 
若两个变量 x 与 y 之间的函数关系用方程 ( , ) 0F x y = 来表示，则称为隐函数．我们

称方程 ( , ) 0F x y = 在区间 I 内确定了一个隐函数．例如3 1 0x y+ − = ， e 0x y xy+ − = 都是隐

函数． 

有的隐函数，可以从关系式 ( , ) 0F x y = 中解出 y 来，则表示为显函数．例如，由

3 1 0x y+ − = 解出 y，得显函数 3 1y x= − + ，把一个隐函数化成显函数的过程，称为“隐函

图 1.4 
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数的显化”．而多数隐函数却不能从关系式 ( , ) 0F x y = 中解出 y，因此不能表示为显函数，

例如， e 0x y xy+ − = ． 

3. 反函数 

很多问题都有相应的反问题，对函数 ( )y f x= 来说，给定自变量 x 的值去求因变量 y 的

值很容易，直接将 x 的值代入函数表达式即可．但有时实际问题中可能遇到已知函数 y 的

值，而要求自变量 x 的对应取值．为了方便研究，我们引入反函数的概念． 
定义 1.3  设 ( )y f x= 是 x 的函数，其值域为 Z，如果对于 Z 中的每一个 y 值，都有一

个确定的且满足 ( )y f x= 的 x 值与之对应，则得到一个定义在 Z 上的以 y 为自变量，x 为因

变量的新函数，我们称之为 ( )y f x= 的反函数，记作 1( )x f y−= ．习惯上，我们总是用 x 表

示自变量，用 y 表示因变量，所以通常把 1( )x f y−= 改写为 1( )y f x−= ． 

对于函数而言，单调函数一定有反函数，而且单调增加（减少）函数的反函数也是单

调增加（减少）的．若从几何图形看，一个函数当且仅当它的图形与任意一条水平直线至

多相交一次时，才具有反函数．如果函数在其定义域内不是单调的，则它没有反函数．此

时，我们可以限制自变量的取值范围，使得在这个范围内，函数具有单调性，从而求得此

范围内的反函数．例如，对于 2y x= ，在定义域内不单调，所以没有反函数．但如果限制

[0, )x ∈ +∞ ，则可得到反函数 y x= ；若限制 ( ,0]x ∈ −∞ ，则可得到反函数 y x= − ． 

在同一直角坐标系下，函数 ( )y f x= 与其反函数 1 ( )y f x−= 的图像关于直线 y x= 对称． 

由反函数的定义我们可以发现，函数 ( )y f x= 与 1( )y f x−= 互为反函数，且 [ ]1 ( )f f x x− = ，

1( )f f y y−  =  ． 

例 4  求 12xy −= 的反函数． 

解：由 12xy −= 解得 21 logx y= + ，然后交换 x 和 y，得 21 logy x= + ．即 21 logy x= + 是
12xy −= 的反函数． 

1.1.3  函数的特性 

下面所讨论的函数的定义域都假设为 D． 

1. 奇偶性 

如果函数 ( )f x 的定义域 D 关于原点对称，若对于任意 x D∈ 都有 ( ) ( )f x f x− = ，则称

函数 ( )f x 为偶函数；若对于任意 x D∈ 都有 ( ) ( )f x f x− = − ，则称函数 ( )f x 为奇函数． 

关于函数的奇偶性，有以下结论： 

（1）偶函数的图像关于 y 轴对称，奇函数的图像关于原点对称． 

（2）判断一个函数是奇函数还是偶函数，首先要看它的定义域是否关于原点对称，然

后再来判断它的奇偶性． 
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（3）奇（偶）函数的运算性质： 

①奇函数的代数和仍是奇函数，偶函数的代数和仍是偶函数． 

②奇数个奇函数的乘积是奇函数，偶数个奇函数的乘积是偶函数． 

③偶函数与偶函数的乘积仍是偶函数，奇函数与偶函数的乘积是奇函数． 

④奇函数和奇函数的复合是奇函数，奇函数与偶函数的复合是偶函数，偶函数与偶函

数的复合是偶函数． 
例 5  判断下列函数的奇偶性： 

（1） sin( ) xf x
x

= ；                    （2） 1( ) lg
1

xf x
x

−=
+

． 

解：（1）函数
sin( ) xf x

x
= 的定义域为 ( ,0) (0, )D = −∞ +∞ ，D 关于原点对称．任意取

x D∈ ，则 x D− ∈ 有 

sin( ) sin( ) ( )x xf x f x
x x
−− = = =

−
 

所以
sin( ) xf x

x
= 是偶函数． 

（2）函数
1( ) lg
1

xf x
x

−=
+

的定义域为 ( 1,1)D = − ，D 关于原点对称．任意取 x D∈ ，则

x D− ∈ ，有 
11 1 1( ) lg lg lg ( )

1 1 1
x x xf x f x
x x x

−+ − − − = = = − = − − + + 
 

所以
1( ) lg
1

xf x
x

−=
+

是奇函数． 

2. 单调性 

如果函数 ( )f x 在区间 I 内随 x 的增大而增大，即对于 I 内的任意两点 1 2,x x I∈ ，且当

1 2x x< 时，有 ( ) ( )1 2f x f x< ，则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调增加的；反之，当 2 1x x< 时，

有 ( ) ( )1 2f x f x> ，则称函数 ( )f x 在区间 I 上是单调减少的． 

例如， 3( )f x x= 在区间 ( , )−∞ +∞ 是单调增加的； 2( ) 1f x x= + 在区间[0, )+∞ 是单调增加

的，在区间 ( ,0]−∞ 是单调减少的．可见，函数的单调性一定要针对某个区间而言，同一函

数在不同区间上的单调性有可能是不同的． 

3. 周期性 

对于函数 ( )f x ，如果存在一个常数 0T ≠ ，对任意 x D∈ ，有 x T D+ ∈ ，且 ( )f x T+ =

( )f x ，则称函数 ( )f x 为周期函数，T 为函数的周期．通常我们所说的周期函数的周期 T 是

指满足上述条件的最小正周期． 

例如： siny x= ， cosy x= 都是以 2π 为周期的周期函数， tany x= ， coty x= 都是以 π
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为周期的周期函数． 

关于函数的周期性，我们有以下结论： 

（1）若函数的周期为 T，则在每个长度为 T 的相邻区间上函数图象有相同形状． 
（2）若函数的周期为 T，则 ( )nT n∈Z 也是函数的周期． 

（3）若 ( )f x 的周期为 T，则函数 ( )f ax b+ 的周期为
| |
T
a

，（ ,a b ∈ R  0a ≠且 ）． 

牛 刀 小 试 

 

4. 有界性 

对于函数 f(x)，若存在正常数 M，在区间 I D⊆ 内，对任意 x I∈ ，对应的函数值均有

( ) ( )f x M∣ ∣ 可以没有等号≤ ，则称 ( )f x 在区间 I 内有界；如果不存在这样的正常数 M，则

称函数 ( )f x 在区间 I 内无界． 

例如， cosy x= 在 ( , )−∞ +∞ 内有界，
1y
x

= 在 (0, )+∞ 内无界；y x= 在 ( , )−∞ +∞ 内无界，

但在[-1,2]上有界．与单调性类似，函数的有界性也必须针对相应的区间而言，同一函数在

不同区间上的有界性也可能不同． 

常见的在整个定义域上有界的函数有 sin , cos , arctan ,  arccot y x y x y x y x= = = = 等． 

1.1.4  初等函数 

1. 基本初等函数 

我们通常把幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数统称为基本初等函

数．它们的图像、性质如表 1.2 所示． 

表 1.2 

 函 数 定义域与值域 图  像 特  性 

幂 

 

函 

 

数 

y x=  x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ − ∞ + ∞
（ ， ）

（ ， ）

 

 

奇函数 

单调增加 

2y x=  
0

x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ + ∞
（ ， ）

[ ， ）

 

 

偶函数 

在（−∞，0）内单调减少 

在（0，+∞）内单调增加
 

1.1.2  求函数 cos(2 3)y x= − 的周期． 
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续表 
 函 数 定义域与值域 图  像 特  性 

幂 

 

函 

 

数 

3y x=  x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ − ∞ + ∞
（ ， ）

（ ， ）
 奇函数 

单调增加 

1y x−=  0
0

x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ − ∞ + ∞




（ ，0）（ ， ）

（ ，0）（ ， ）
 

 

奇函数 

单调减少
 

1
2y x=  

0
0

x
y

∈ + ∞
∈ + ∞
[ ， ）

[ ， ）

 

 

单调增加 

指 

 

数 

 

函 

 

数 

1xy a a= >（ ） 0
x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ + ∞
（ ， ）

（ ， ）  

 

单调增加 

0 1

xy a
a
=

< <（ ） 0
x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ + ∞
（ ， ）

（ ， ）
 

 

单调减少 

对 

 

数 

 

函 

 

数 

log
1

ay x
a

=
>（ ）  

0x
y

∈ + ∞
∈ − ∞ + ∞
（ ， ）

（ ， ）
 

 

单调增加 

log
0 1

ay x
< a <
=

（ ） 

0x
y

∈ + ∞
∈ − ∞ + ∞
（ ， ）

（ ， ）
 

 

单调减少 
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续表 
 函 数 定义域与值域 图  像 特  性 

三 

 

角 

 

函 

 

数 

siny x=  1 1
x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ −
（ ， ）

[ , ]

 

奇 函 数，周期 2 π，有

界，在
π2 π 2 π+
2

k k −
，

π
2



内 单 调 增 加 ， 在

π 3π2 π 2 π+
2 2

k k +  
， 内单

调减少 

cosy x=  
1 1

x
y

∈ − ∞ + ∞
∈ −
（ ， ）

[ , ]

 

偶函数，周期 2π，有界，

在 [2 π 2 π π]k k +， 内单调

减少，在[2kπ+π，2kπ+2π]

内单调增加 

tany x=  

ππ
2

x k k

y − ∞ +

≠ + ∈

∈ ∞

（ ）

（ ），

Z  

 

奇函数，周期 π，在

π ππ π
2 2

k k − + 
 

， 内单调

增加 

coty x=  πx k k
y

≠ ∈
∈ − ∞ + ∞

（ ）

（ ， ）

Z  

 

奇 函 数，周期 π，在

（kπ，kπ+π）内单调减少 

反 

三 

角 

函 

数 

arcsiny x=  
[ 1, 1]

π π
2 2

x

y

∈ −

 ∈ −  
，

 

 

奇函数，单调增加，有界 

arccosy x=  [ 1, 1]
[0 π]

x
y

∈ −
∈ ，

 

 

减调减少，有界 
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续表 
 函 数 定义域与值域 图  像 特  性 

反 

三 

角 

函 

数 

arctany x=  π π
2 2

x

y

∈ − ∞ + ∞

 ∈ − 
 

（ ， ）

，

 

 

奇函数，单调增加，有界 

arccoty x=  
0 π

x
y

∈ − ∞ + ∞
∈
（ ， ）

（ ， ）
 

 

单调减少，有界 

 
学习笔记 视频 

 
                                                

 
                                                    
 
                                                    
 
                                                   
 

 
正弦函数和余弦函数 常数函数和幂函数 

 
指数函数和对数 

函数(1) 
指数函数和对数 

函数(2) 
 

三角函数中还有正割函数 secy x= 和余割函数 cscy x= ，其中
1sec

cos
x

x
= ，

1csc
sin

x
x

= ，

且 2 2sec tan 1x x= + ， 2 2csc cot 1x x= + ． 

2. 复合函数 

先看一个例子，设 siny u= ， 2u x= ，对任意 x ∈R 有 2 [0, )u x= ∈ +∞ ，又通过 siny u= ，

得到 2sin [ 1,1]y x= ∈ − ，即通过中间变量 u，从而构成 y 是 x 的函数，于是称 2siny x= 是

siny u= 和 2u x= 的复合函数．由此我们看到，通过复合的方法可以产生一个新函数．这类

函数是我们在今后的学习中经常遇到的，下面给出复合函数的定义． 

定义 1.4  设有两个函数 ( ), ( )y f u u xϕ= = ，且 ( )xϕ 的值域与 ( )f u 的定义域的交集非空，

那么  y 通过  u 的作用成为 x 的函数，于是我们称 [ ( )]y f xϕ= 是由函数 ( )y f u= 及函数

( )u xϕ= 复合而成的复合函数，u 称为中间变量． 

实际问题中，经常出现复合函数．例如，做自由落体运动的物体，其动能 21
2

E mv= 及

速度 v gt= ，于是它们所构成的复合函数是 2 21
2

E mg t= ． 
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学习笔记 视频 

                                                                 
 
                                                                      

复合函数的定义 

 
例 6  设 3( )f x x x= − ， ( ) sin 2x xϕ = ，求 [ ( )]f xϕ 和 [ ( )]f xϕ ． 

解：由复合函数的定义可知 
3[ ( )] (sin 2 ) sin 2f x x xϕ = − ， 

3[ ( )] sin 2( )f x x xϕ = − ． 

例 7  设
2 3

( )
2x

x
f x

+  
= 

 

，

，
  

0
0

x
x

 
>  

，

，

≤
 求： ( 1)f − ， (0)f 及 [ ( 1)]f f − ． 

解： ( 1) 2 ( 1) 3 1f − = × − + = ， 

(0) 2 0 3 3f = × + = ， 
1[ ( 1)] (1) 2 2f f f− = = = . 

例 8  下列复合函数是由哪些基本初等函数或简单初等函数复合而成的？ 

（1） arcsin(ln )y x= ； 

（2） 2sin (3 1)y x= + ； 

（3）
2 2sinln(tan e )x xy += ． 

解：（1）外层是反正弦函数，即 arcsiny u= ，内层是对数函数，即 lnu x= ．所以

arcsin(ln )y x= 是由 arcsiny u= 、 lnu x= 复合而成的． 
（2）最外层是幂函数，即 2y u= ，从外向里第二层是正弦函数，即 sinu v= ，最内层是

多项式函数，即 3 1v x= + ．所以 2sin (3 1)y x= + 是由 2y u= 、 sinu v= 、 3 1v x= + 复合而

成的． 
（3）最外层是对数函数，即 lny u= ，次外层是正切函数，即 tanu v= ，从外向里第三层

是指数函数，即 ewv = ，最里层是简单初等函数，即 2w x= +2 sin x ．所以，
2 2sinln(tan e )x xy +=

是由 lny u= 、 tanu v= 、 ewv = 、 2w x= +2 sin x 复合而成的． 

需要注意的是： 
（1）并不是任意两个函数都可以复合成一个复合函数．如 2y u= − ， sinu x= 在实数

范围内就不能进行复合．这是因为 sinu x= 在其定义域 ( , )−∞ +∞ 中任何 x 的值对应的 u 值

都小于 2，它们都不能使 2y u= − 有意义．因此，两函数 ( ), ( )y f u u xϕ= = 能复合的充要条

件是：内函数 ( )u xϕ= 的值域与外函数 ( )y f u= 的定义域的交集非空． 

（2）复合函数的复合过程是由内到外，函数“套”函数而成的；分解复合函数时，是

采取由外到内、层层分解的办法，将复合函数拆分成若干基本初等函数或基本初等函数的

四则运算的函数（简单初等函数）． 

 
例 8 讲解 
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3. 初等函数 

定义 1.5  由常数和基本初等函数经过有限次的四则运算和复合构成的且能用一个式

子表示的函数，称为初等函数． 

例如， 22 1y x= − ，
1siny
x

= ， ( )2ln 1y x x= + + 及前面我们见过的很多函数都是初等

函数．高等数学中讨论的函数绝大多数都是初等函数． 

但需要注意的是，分段函数一般不是初等函数． 

函数
2 3

( ) 1
2! 3! !

nx x xf x x
n

= + + + + + 也不是初等函数． 

习题 1.1 

1. 用区间表示满足下列不等式的集合： 
（1） | 1| 3x − ≤ ；         （2） | 2| 3x − ≥ ；     （3） 2 2 3 0x x− − < ． 

2. 点 a 的空心邻域与点 a 的邻域有何区别？ 

3. 求下列函数的定义域： 

（1）
2

1xy
x x

+=
−

；         （2） 1ln
1

xy
x

−=
+

； 

（3） 1arccosy
x

= ；         （4） 2

0
( )

( 2)
f x

x
 

= 
−  

，

，
  

1 <2
2 <3.

x
x

−  ，≤
≤

 

4. 求下列函数的值： 

（1）设
2sin( ) e xf x = ，求： (0)f ，

π
2

f
 
  
 

， [ ](0)f f ； 

（2）设
2

( )
4

x
f x

x


= 
−  

，

，
  

0
0

x
x

 
>  

，

，

≤  求： (0)f ， ( 1)f − ， (2)f ， [ ](e 2)f f + ． 

5. 下列函数是否相同，为什么？ 

（1） ( )f x x=   ， ( )
x

g x
x
 

= −  

，

，
  

0
0

x
x <  

，

；

≥
 

（2） ( ) 1f x x= + ，
2 1( )

1
xg x
x

−=
−

． 

6. 判断下列函数的奇偶性： 

（1） 2sin cosy x x= ；            （2） ( )2ln 1y x x= + + ． 

7. 设 2( ) 1f x x= − ， ( ) cosx xϕ = ，求： [ ( )]f xϕ 和 [ ( )]f xϕ ． 

8．写出下列各函数的复合过程： 
（1） 2arctany x= ；              （2）

2cose xy = ； 

 
习题 1.1 第 2 题 

讲解 

 
8（1）讲解 
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（3） 3(1 ln )y x= + ；              （4） ln siny x x= + ． 

§1.2  函数的极限 

通过函数一节的学习，大家已经熟悉了函数的概念和函数值的计算问题．但是，在客

观世界中，还有大量问题需要我们研究当自变量无限接近某个常数或某个“目标”时，函

数是否无限趋近于某一确定的值．这就需要极限的概念和方法． 

函数概念刻画了变量之间的关系，而极限概念着重刻画变量的变化趋势．极限是学习

微积分的基础和工具． 

1.2.1  数列的极限 

因为无穷数列 1 2, , , nx x x 可以看作自变量为正整数 n的函数 ( )f n ，其中 ( ) nf n x= ，

因此，数列的极限是一类特殊函数的极限，为了便于学习函数极限，我们先通过引例来研

究数列的极限． 

1. 极限的探究 

思政之窗 

 

引例：圆面积的计算方法 

早期在很长一段时间里，人们一直试图采用各种方法去近似计算圆的 

面积．我国古代魏晋时期的数学家刘徽在著《九章算术》时，提出了“割 

圆术”的方法，即用圆的内接或外切多边形穷竭的方法求圆面积和圆周长． 

求圆面积的方法为：如图 1.5 所示，先作圆的内接正三边形，把它的 

面积记为 1A ，再作圆的内接正六边形，其面积记为 2A ，再作圆的内接正十二边形，其面

积记为 3A ，…，照此下去，把圆的内接正 13 2n−× 边形的面积记为 nA ，从而得到一数列

1A ， 2A ， 3A ，…， nA ，…． 

 
图 1.5 

从图形上不难看出，随着圆内接正多边形边数的增加，圆内接正多边形的面积与圆

的面积越来越接近．可以想象：当边数 n无限增大时，内接正 13 2n−× 边形的面积 nA 会无 

 
数列的极限 

及引例 
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2. 数列极限的定义 

结合上述引例，为刻画随着项数的增大，数列的值无限趋近于某个常数的这种变化趋

势，下面引入数列极限的概念． 
定义 1.6  对于数列{ nx }，若当项数 n 无限增大时，数列中的项 nx 无限趋近于一个确

定的常数 A，则称 A为数列{ nx }的极限，记作 
lim nn

x A
→∞

=   或  ( )nx A n→   → ∞ ． 

其中上式中的“→”读作“趋于”．若数列{ nx }有极限，则称数列{ nx }是收敛的；若数列

{ nx }没有极限，则称数列{ nx }是发散的． 

例 1  观察下列数列是否有极限： 

（1） 1 1 1 1 1, , , , , ,
2 4 8 16 2n ； 

（2）2,2,2, ,2,； 

（3） 2,4,6,8, ,2 ,n ； 

（4）1, 1
2

,1, 1
4

, ,1, 1
2n

, ； 

（5） 1,1, 1,1, , ( 1) ,n− − − ； 

（6）2, 1
2
, 14 3 1, , ,1 ( 1)

3 4
n

n
−+ − , . 

解：（1）随着 n 的无限增大，该数列的通项
1
2n nx = 无限趋近于 0 ，所以

1lim 0
2nn→∞

= ． 

（2）随着 n 的无限增大，该数列的通项 nx 恒等于 2，所以该数列的极限为 2． 

（3）随着 n 的无限增大，该数列的通项 2nx n= 无限增大，不能无限接近一个常数，所

以 lim 2
n

n
→∞

不存在．这种数列虽然没有极限，但有确定的变化趋势，我们可以借用极限记法表

示它的变化趋势．记作 
lim 2
n

n
→∞

= +∞． 

（4）该数列中，随着n的无限增大，奇数项恒等于 1，而偶数项无限趋近于 0，因此通

项 nx 不可能无限趋近于一个常数，所以 lim nn
x

→∞
不存在． 

限接近圆的面积 A．刘徽称“割之弥细，所失弥少，割之弥割，以至于不可割，则与圆

周合体而无所失矣”．“割圆术”反映了古人初步的极限思想．它通过不断倍增圆内接

正多边形的边数求出圆周率的方法，为计算圆周率建立了严密的理论和完善的算法． 

数学发展到南北朝时期，我国数学家祖冲之在刘徽“割圆术”的基础上进行了深入

研究，求出的圆周率精确到了小数点后 7 位，为世界数学史和文明史做出了伟大的贡

献．这两位古代数学家是我们中华民族的骄傲！ 
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（5）该数列中， 2 1 21, 1n nx x− ≡ − ≡ ．随着 n 的无限增大，奇

数项 2 1nx − 恒等于 1− ，而偶数项 2nx 恒等于 1，因此通项 nx 不可

能无限趋近于一个常数，所以 lim nn
x

→∞
不存在． 

（6）随着 n 的无限增大，如图 1.6 所示，该数列的通项

1 11 ( 1)n
nx

n
−= + − 无限趋近于 1，所以 

lim
n → ∞

1 11 ( 1) 1n

n
− + − =  

.  

例 2  观察下列数列的变化趋势，根据定义写出它们的极限： 

（1） 2
13nx
n

= + ； （2） 1( 1)
3

n
n nx = − ；  

（3） 4n
nx = ； （4） 1

2nx = ． 

解：根据数列极限的定义，容易看出 

（1） lim
n→∞ 2

1 33
n

  =+ 
 

； （2） 1lim( 1) 0
3

n
nn→∞

− = ； 

（3） lim 4 1n

n→∞
= ； （4） 1 1lim

2 2n→∞
= ． 

还有若干重要极限，我们列举如下： 

（1） 1lim 0
n nα→∞

= ( 0)α > ； （2） lim 0 ( 1)n

n
q q

→∞
=  < ； 

（3） lim 1 ( 1)n

n
a a

→∞
=   > ； （4） lim

n
C C

→∞
= （C 为常数）． 

思政之窗 

 

1.2.2  函数的极限 

在各类工程和社会生活中，我们常需要考虑如下问题：物体温度的变化趋势，某一种

群数量的变化趋势等，而这些现象都涉及函数的极限问题． 

前面我们给出了定义于正整数集合上的特殊函数“数列”的极限，现在我们沿着数列

极限的思路，讨论定义于实数集合上的函数 ( )y f x= 的极限．根据自变量不同的变化趋势，

图 1.6 

我国战国时期的哲学家周庄在他所著的《庄子·天下篇》中有这样一句话：“一尺

之棰，日取其半，万世不竭．”意思是：一根一尺长的木棒，每天截去其长度的一半，

总会剩下一半，再截去剩下的这一半的一半，…，如此这样，可以无限地截下去．这句

话体现出我国古代人民对无穷的认识水平，我国人民很早就创造性地将极限思想运用

到数学之中，对极限思想的提出比西方早了 500 多年，我国古代数学所取得的成就是

无比辉煌、伟大的．
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分别给出函数极限的定义． 

1. 当 x → ∞ 时，函数 ( )f x 的极限 

引例 1  水温的变化趋势 

将一盆 90℃的热水放在一间室温恒为 20℃的房间里，水温T 将逐渐降低，随着时间 t

的无限推移（ t → ∞ ），水温T 会越来越接近室温 20℃（ 20T → ）． 

引例 2  自然保护区中动物数量的变化规律 

我国为保护野生动物，在某地建立了一个自然保护区，在这个

保护区内生长着一群野生动物．起初，该自然保护区内的动物群体

数量 N 会逐渐增长，但随着时间 t 的无限推移，由于自然保护区内

各种资源的限制，这一动物群体数量 N 不可能无限地增大，它应达

到某一种相对饱和的状态（例如， 1000N → ），如图 1.7 所示，所

谓的饱和状态是指当时间 t → ∞ 时，最终野生动物的数量 N 基本趋

近于某个常数．  

这两个问题都有一个共同的特征：当自变量无限增大时，相应的函数值趋近于某一

常数． 
自变量 x 趋向无穷大，可以分为以下三种情形：  

（1） x → +∞ ，它表示 x 趋向于正无穷大，即 0x > ，且 x 无限增大的过程． 

（2） x → −∞ ，它表示 x 趋向于负无穷大，即 0x < ，且 x− 无限增大的过程． 

（3） x → ∞ ，它表示 x 趋向于无穷大，即 x 既取正值又取负值，且| x |无限增大的过程． 

我们先考察在自变量 x → ∞ 时，反比例函数
1( )f x
x

= 的

变化情况．如图 1.8 所示，由图像可以看出， x 轴是该曲线

的一条渐近线，也就是说当自变量 x 的绝对值无限增大时，

相应的函数值 y 无限趋近于常数 0 ，我们就说：当 x → ∞ 时，

函数
1y
x

= 的极限是 0． 

由此我们给出 x → ∞时，函数极限的定义． 
定义 1.7  设有常数 0M > ，当 | |x M> 时，函数 ( )f x

有定义，当自变量的绝对值 | |x 无限增大时，相应的函数值 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数

A ，则称 A 为当 x → ∞ 时 ( )f x 的极限，记为  

lim ( )
x

f x A
→∞

=  或 ( )f x A→ ( )x → ∞ ． 

根据定义 1.7 可知，当 x → ∞ 时，
1( )f x
x

= 的极限是 0，可记为 

1lim 0
x x→∞

= ． 

 
图 1.7 

 
图 1.8 
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例 1  讨论当 x → ∞ 时，函数
3 1( ) xf x

x
+= 的极限 ． 

解：由于
3 1 13x

x x
+ = + ，且当 x → ∞ 时，

1 0
x

→ ，所以当 x → ∞时，
13
x

+ 3→ ，因此 

3 1lim 3
x

x
x→∞

+ = ． 

例 2  讨论当 x → ∞ 时，函数 ( ) sinf x x= 的极限． 

解：由 ( ) sinf x x= 的图像（见图 1.9）和周期性可得：当 x → ∞时，函数 ( ) sinf x x= 的

值在−1 和+1 之间无休止地来回摆动，不趋向任何定数，即该函数当 x → ∞时没有极限． 

下面我们再来研究 x x→ +∞ → −∞和 时函数的变化趋势．我们考察反正切函数

( ) arctanf x x= 的图像，如图 1.10 所示． 

当 x → +∞ 时，函数 ( ) arctanf x x= 的值无限趋近于常数
π
2
；而当 x → −∞ 时，函数 ( )f x =

arctan x的值无限趋近于常数
π
2

− ．对于函数的这种变化趋势，我们给出如下的定义． 

             
图 1.9                                           图 1.10 

定义 1.8  设有常数 0M > ，函数 ( )f x 在 x M> （或 x M− > ）上有定义，当 x（或 x− ）

无限增大时，相应的函数值 ( )f x 无限趋近于一个确定的常数 A ，则称 A 为 x → +∞ （或

x → −∞ ）时 ( )f x 的极限，记为 

lim ( )
x

f x A
→+∞

= （或 lim ( ) )
x

f x A
→−∞

= ， 

也可记为 
( ) ( )f x A x→   → +∞ （或 ( ) ( )f x A x→   → −∞ ）. 

根据定义 1.8，可得：
πlim arctan
2x

x
→+∞

= ，
πlim arctan
2x

x
→−∞

= − ． 

思政之窗 

   

极限是微积分学的重要研究工具，描述的是运动变化的过程．极限思想是用辩证的

思想研究问题，函数极限存在的思想精髓就是在自变量的某一变化过程中，函数最终能

无限逼近一个确定的值．这个极限值正如我们最初树立的理想和目标，我们在成长之路

上，应该不忘初心，砥砺前行，永不停息，方得始终． 
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牛 刀 小 试 

  
由 , ,x x x→ ∞ → +∞ → −∞时，函数 ( )f x 的极限定义，我们可以得到下面的重要定理． 

定理 1.1  lim ( )
x

f x A
→∞

= 的充分必要条件是 lim ( ) lim ( )
x x

f x f x A
→+∞ →−∞

= = .
 

通过这个定理，对于有些函数 ( )f x ，我们可以通过分别求 lim ( )
x

f x
→+∞

和 lim ( )
x

f x
→−∞

的极限，

来判断 lim ( )
x

f x
→∞

的极限是否存在，若存在，结果是多少． 

例 3  讨论当 x → ∞ 时，下列函数的极限： 

（1） ( ) 2 xf x −= ． （2）
1

( ) e xf x = . 

解：（1）因为
1( ) 2
2

x
xf x −  = =  

 
， 

当 x → +∞ 时，
1 0
2

x
  → 
 

；当 x → −∞ 时，
1
2

x
  → +∞ 
 

． 

所以 lim 2 0x

x

−

→+∞
= ， lim 2 x

x

−

→−∞
不存在． 

因此，由定理 1.1 可知， lim 2 x

x

−

→∞
不存在． 

（2）因为当 x → +∞ 时，
1 0
x

→ ；当 x → −∞ 时，
1 0
x

→ ． 

所以
1 1

0lim e lim e e 1x x
x x→−∞ →+∞

= = = ． 

因此，由定理 1.1 可知，
1

lime 1x
x→∞

= ． 

2. 当 0x x→ 时，函数 ( )f x 的极限 

自变量 x 变化的另一种重要形式是 x 无限趋近于某个定点 0x ，有时我们需要研究函数

在自变量的这种变化过程中的函数的变化趋势．先看一个引例． 

引例 3  人影长度 

若一个人从 B 点沿着直线（ BO）走向目标—路灯（OA）正下方的那一点O，如图

1.11 所示．由常识我们知道，此人越靠近目标，其影子长度 y 越短，当人越来越接近目标

（ 0x → ）时，其影子长度也趋近于 0（ 0y → ）． 

由图中的比例关系，可以得到：
y h
x H h

=
−

，即
xhy

H h
=

−
，由函数关系也可以看出，

当 0x → 时，其影子长度 0y → ． 

此例中，当自变量无限趋近于某个定点时，函数无限趋近于某个确定的值． 

自变量 x 趋向定点 0x ，可以分为以下三种情形： 

（1） 0x x−→ ，它表示 0x x< ，且 x 从左侧趋向于 0x ； 

1.2.1  考察当 x → −∞ 和 x → +∞ 时， exy = 的极限. 
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（2） 0x x+→ ，它表示 0x x> ，且 x 从右侧趋向于 0x ； 

（3） 0x x→ ，它表示 0x x−→ 和 0x x+→ 同时发生，即 x 从左、右两侧同时趋向于 0x ． 

在自变量 x 的上述三种变化过程中， x 无限趋近于 0x ，但并不等于 0x ． 

下面我们考察当 1x → 时，函数 ( ) 1f x x= + 的变化情况，如图 1.12 所示．由图可以看

出，当 x 从定点 1 的左、右两侧同时趋近于 1 时，函数 ( ) 1f x x= + 的值沿着直线无限趋近

于常数2，对于函数的这种变化趋势，有下面的定义． 

  
图 1.11 图 1.12 

定义 1.9  设函数 ( )f x 在 0x 的某一去心邻域
o

0( , )U x δ 内有定义，当自变量 x在
o

0( , )U x δ

内与 0x 无限接近时，相应的函数的值无限趋近于某个常数 A（见图 1.13），则称 A为 0x x→

时，函数 ( )f x 的极限，记作 

0

lim ( )
x x

f x A
→

=  或 ( )f x A→ 0( )x x→ ． 

 
图 1.13 

根据定义 1.9，上面的极限可记为：
1

lim( 1) 2
x

x
→

+ = ． 

由极限的定义，显然有（1）
0

lim
x x

C C
→

= （C为常数）；  （2）
0

0lim
x x

x x
→

= ． 

思政之窗 

 

我们高职数学教材上呈现的极限的定义，虽是描述性的定义，不是严格的数学定义，

但它准确地反映了极限所描述的过程和研究的内容，它是成熟的，也是经过历史打磨的，

还是可以作为知识传播的． 

极限定义的产生过程相当之长，无论是从我国古代《庄子·天下篇》中的极限思想

“一尺之棰，日取其半，万世不竭”，还是从古希腊哲学家对于“不可再分”这一想法的

不断思考开始，一直到如今标准的极限定义（严格的数学定义），整个过程的时间跨度 
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例 4  讨论当 1x → 时，函数
2 1( )

1
xf x
x

−=
−

的极限． 

解：如图 1.14 所示，该函数图像与 ( ) 1g x x= + 的不同之处，

就在于函数 ( )f x 在 1x = 处没有定义．由于在 1x → 的变化过程中

1x ≠ ，因此 
2 1 ( 1)( 1)( ) 1

1 1
x x xf x x
x x

− + −= = = +
− −

． 

所以，当 1x → 时，函数 ( )f x 的对应值也趋近于常数 2，即

( )f x 以 2 为极限．记作 
2

1 1

1lim lim( 1) 2
1x x

x x
x→ →

− = + =
−

． 

由上面的两个例子可以看出，在定义
0

lim ( )
x x

f x
→

时，函数 ( )f x 在点 0x 处可以有定义，也

可以没有定义；
0

lim ( )
x x

f x
→

是否存在，与函数 ( )f x 在点 0x 处有没有定义及有定义时其值是多

少都毫无关系．如图 1.15 所示，图(a)中， ( )y f x= 在点 0x x= 处没有定义．图(b)中， ( )y f x=

在点 0x x= 处虽然有定义，但值不为 A．这两个图中，当 0x x→ 时，函数 ( )f x 的极限都为

A．在图(c)中，在 0x x= 点左右两侧函数 ( )f x 变化趋势不一致，因此当 0x x→ 时，函数

( )f x 的极限不存在． 

 
图 1.15 

 

 
图 1.14 

有两千多年．在这两千多年里，有无数的数学天才在为“极限”这一思想贡献智慧，这

简练的、短短几行的极限定义是千百年来无数思想家和数学家智慧的结晶，蕴藏着巨大

的力量，而数学家们的求知、求真、努力、创新、坚持……这一系列亘古不变的美好品

质就是这力量的源泉． 

微积分就是从“无限细分”这样朴素的想法发展为准确的极限定义的，然后依靠这

个定义撑起了微积分的学科体系．极限的定义就像一颗种子，虽然很小，但蕴含的内容

足以成长成微积分整个学科体系这棵参天大树．极限概念的学习，让我们体会到支撑我

们走向强大的力量，往往是看似渺小却内含巨大能量的事物．它虽然微小或简单，但却

精练、蕴含能量，让我们走得远、走得久、走成坚不可摧的体系． 
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由前面例 2 我们可以得出：当 x → ∞ 时，函数 ( ) sinf x x= 的极限不存在．下面我们探

讨一下当 0x → 时，函数 ( ) sinf x x= 的极限． 

例 5  讨论当 0x → 时，函数 ( ) sinf x x= 的极限． 

解：由 ( ) sinf x x= 的图像（见图 1.9）可得：当 0x → 时，函数 ( ) sinf x x= 的值从原

点的左右两侧无限趋近于零，因此，当 0x → 时，函数 ( ) sinf x x= 的极限为零，即

0
limsin 0
x

x
→

= ． 

同理，我们还可以求得
0

limcos 1
x

x
→

= ，
0

limtan 0
x

x
→

= ． 

有些函数在其定义域上的某些点，左侧与右侧所用的解析式不同（如分段函数的分段

点），或函数仅在某一点的一侧有定义（如在其有定义的区间端点上），这时，函数在这

样的点上的极限问题只能单侧地加以讨论． 
由此，我们给出当 0x x−→ 或 0x x+→ 时，函数单侧极限的定义． 

定义 1.10  设在 0x 的某个左半邻域（ 0 0,x xδ− ）（或者右半邻域（ 0 0,x x δ+ ））内函

数 ( )f x 有定义，且当自变量 x 在此半邻域内与 0x 无限接近时，相应的函数值 ( )f x 无限趋近

于一个确定的常数 A ，则称 A 为函数 ( )f x 在 0x 处的左极限（或右极限），记作 

0

lim ( )
x x

f x A
−→

=  （或
0

lim ( )
x x

f x A
+→

= ）． 

定理 1.2  
0

lim ( )
x x

f x A
→

= 的充分必要条件是
0

lim ( )
x x

f x
−→

=
0

lim ( )
x x

f x A
+→

= . 

由定义 1.10 及定理 1.2 得，图 1.15(c)中，
0

lim ( )
x x

f x A
−→

= ，
0

lim ( )
x x

f x B
+→

= ，但由于 A B≠ ，

所以
0

lim ( )
x x

f x
→

不存在．因此，定理 1.2 给出了通过求某点处的左、右极限来讨论该点极限是

否存在的方法．尤其是对于分段点左右两侧函数表达式不同的分

段函数，讨论分段点的极限时，此定理有广泛的应用． 

例 6  设函数
1,

( )
1,

x
f x

x
−  

=  +  
  

0
0

x
x

<  ，
，≥
 讨论 0x → 时的极限． 

解：因为      
0

lim ( )
x

f x
−→

=
0

lim( 1) 1
x

x
−→

− = − ， 

0
lim ( )
x

f x
+→

=
0

lim( 1) 1
x

x
+→

+ = ， 

所以 
0

lim ( )
x

f x
−→

≠
0

lim ( )
x

f x
+→

．（如图 1.16 所示） 

由定理 1.2 可知，极限
0

lim ( )
x

f x
→

不存在． 

例 7  设函数
cos , 0

( )
0

x a x
f x

x x
+     

= 2 − 3,       >  

，

，

≤
且

0
lim ( )
x

f x
→

存在，求 a 的值． 

解：                 
0 0

lim ( ) lim(cos ) 1
x x

f x x a a
− −→ →

= + = + ； 

0 0
lim ( ) lim(2 3) 3
x x

f x x
+ +→ →

= − = − ．       

由定理 1.2 可知，因为
0

lim ( )
x

f x
→

存在，所以
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

f x f x
− +→ →

= ， 

图 1.16 
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即1 3a+ = − ，所以 4a = − ．  
牛 刀 小 试 

  

习题 1.2 

1. 通过观察下列数列的变化趋势，对收敛数列写出它们的极限： 

（1） 2
2

nx
n

= ； （2） ( 1)n

n
nx

n
− −= ； 

（3） 3
3

n nx = ； （4） ( 1)n
nx n= − ． 

2. 写出下列函数的极限： 
（1） 2

1
lim( 2)
x

x
→

+ ； （2）
π
4

lim sin
x

x
→

； 

（3） limln
x e

x
→

； （4） lim 3 x

x

−

→+∞
．  

3. （1）设函数

2 0
( ) 1 0

2

x

x

x
f x

x

          
=       >   
 

， ，

， ，

≤
求 lim ( )

x
f x

→−∞
； lim ( )

x
f x

→+∞
； lim ( )

x
f x

→∞
． 

（2）设函数

e
( ) 1

cos

x

h x
x


=  
  

，

，

，

 

0
0
0

x
x
x

<  
=  
>  

，

，

，

  求
0

lim ( )
x

h x
−→

；
0

lim ( )
x

h x
+→

；
0

lim ( )
x

h x
→

．  

4. 设函数
2 1

( )
0

x
f x

+  
=    

，

，
 

0
0

x
x

≠  
=  

，

，
   求

0
lim ( )
x

f x
→

． 

5. 设
1

( ) e xf x = ，讨论
0

lim ( )
x

f x
→

是否存在． 

6. 单项选择题： 

（1）函数 ( )f x 在点 0x 处有定义是它在该点处存在极限的（     ）． 

A. 必要非充分条件 B. 充分非必要条件 

C. 充分必要条件 D. 无关条件 

（2）
1

| 1 |lim
1x

x
x→

−
−

的值（     ）． 

A. 等于−1                                B. 等于 1             

C. 等于∞                                 D. 不存在  

1.2.2  设函数 ( )f x x= ，画出它的图像，并讨论：当 0x → 时，该函数在 0x = 处的

极限是否存在． 

 
3（2）题讲解 
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§1.3  无穷小与无穷大 

在自变量的一定变化趋势下（如 0,x x x→ ∞  → ），函数 ( )f x 的极限可能存在，也可能

不存在，其中有两种特殊的情况：一种是函数的绝对值“无限变小”；一种是函数的绝对

值“无限变大”．下面就这两种特殊情况加以研究． 

1.3.1  无穷小 

1. 无穷小的定义 

在实际问题中，我们常会遇到一些变量，它们的变化趋势无限趋近于零．比如，在用

刘徽的“割圆术”求圆面积的过程中，当边数无限增大时，圆面积与内接正多边形面积之

差无限趋近于零．又如，单摆离开铅直位置而摆动，由于空气阻力和机械摩擦力的作用，

它的振幅随着时间的增加而逐渐减少，并无限趋近于零．为了方便研究这类变量，我们给

出如下定义． 

定义 1.11  在自变量的某个变化过程中，极限为零的变量称为无穷小（量）． 

由定义可知当 0x → 时，x 、tan x 等都是无穷小；当 x → ∞ 时，
1
x
、 2

1
x

等也是无穷小． 

注 ：（1）零是唯一可以看作是无穷小的常数． 

（2）一般来说，无穷小是相对于自变量的某个变化过程而言的． 

例如
1
x

，当 x → ∞ 时，它为无穷小，但当 1x → 时，它不是无穷小． 

思政之窗 

 
 

例 1  自变量 x 在怎样的变化过程中，下列函数是无穷小？ 

（1） 1
2 1

y
x

=
−

；  （2） 2 4y x= − ；  （3） ( 0, 1)xy a a a=   > ≠ ． 

无穷小量是一个无限变小、逐渐消失的量，它虽是一个比较抽象的概念，但却是

能被我们感受到的．唐代诗仙李白的千古名诗《送孟浩然之广陵》中就有它的体现．“孤

帆远影碧空尽，唯见长江天际流．”诗中这后两句的景物描写，淋漓尽致地刻画了数

学中“无穷小量”的美妙意境．长江之中的“孤帆之影”是一个随时间变化而无限趋

近于零的变量，正是一个无穷小量，淋漓尽致地刻画出友人渐渐消失在李白视线之外

的场景，用数学之美体现了朋友间的依依不舍之情．在高等数学中，这样含蓄内敛而

又精妙深奥的美无处不在． 
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解：（1）因为
1lim 0

2 1x x→∞
=

−
，所以当 x → ∞ 时，

1
2 1x −

是无穷小． 

（2）因为
2

lim(2 4)
x

x
→

− = 0，所以当 2x → 时， 2 4x − 是无穷小． 

（3）当 a＞1 时，当 x → −∞ 时， xa 是无穷小． 

当 0< a < 1 时，当 x → +∞ 时， xa 是无穷小．  
牛 刀 小 试 

  
（1） cos x ；   （2） sin x ；   （3） 2 1x + ；  （4） e 1x − ． 

2．极限与无穷小之间的关系 

设
0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，即 0x x→ 时，函数值 ( )f x 无限趋近于常数 A，也就是 ( )f x A− 无

限趋近于常数 0，设 ( )f x A− = ( )xα ，则当 0x x→ 时， ( )xα 为无穷小且 ( )f x ( )A xα= + ．由

此有： 

定理1.3  
0

lim ( )
x x

f x A
→

= 的充要条件是 ( )f x ( )A xα= + ，其中 ( )xα 当 0x x→ 时为无穷小． 

例如，因
1 1( ) 1xf x

x x
+= = + ，而当 x → ∞ 时，

1 0
x

→ ，即当 x → ∞ 时，函数 ( )f x 可表

示为常数 1 和无穷小
1
x
之和，所以 

1 1 1lim 1 1
x

x x
x x x→∞

+ += ⇔ = +   （当 x → ∞ 时，
1 0
x

→ ）． 

定理 1.3 说明了有极限的函数等于它的极限值与一个无穷小之和．反之，如果函数可

表示为一个常数与无穷小之和，则这个常数为该函数的极限．同时，定理 1.3 把函数极

限转化成了一个含有无穷小的函数关系式，从而使得我们可以借助无穷小的性质来研究

函数． 
注 ：定理 1.3 中自变量的变化过程换成其他任何一种情形，如 0 0,x x x x+ −→ → ， 

x → ∞ ， x → +∞ ， x →−∞ ，结论仍成立． 

3．无穷小的性质 

无穷小具有如下的性质： 

性质 1  有限个无穷小的代数和还是无穷小． 

性质 2  有界量与无穷小的乘积还是无穷小． 

推论   常数与无穷小的乘积还是无穷小． 

性质 3  有限个无穷小的乘积还是无穷小． 

注 ：（1）无穷多个无穷小的代数和未必是无穷小．如当 x → ∞ 时， 2 2 2

1 2, , , x
x x x

 都 

1.3.1  当 0x → 时，下列哪个变量是无穷小？ 
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是无穷小，但 lim
x→∞ 22 2 2

( 1) 11 2 lim
2 2x

x xx
xx x x →∞

+  = =+ + + 
 

 ． 

（2）两个无穷小的商未必是无穷小．如当 0x → 时， , 2x x 2, x 都是无穷小， 

由
0

2lim 2
x

x
x→

= 可知，当 0x → 时，
2x
x

不是无穷小． 

但由
2

0
lim 0
x

x
x→

= 可知，当 0x → 时，
2x

x
是无穷小． 

例 2  求极限
0

1lim sin
x

x
x→
． 

解：因为
0

lim 0
x

x
→

= ，所以 x 为当 0x → 时的无穷小，又由于
1sin 1
x
≤ ，所以

1sin
x
是

有界函数，由无穷小的性质 2 可得
0

1lim sin 0
x

x
x→

= ． 

牛 刀 小 试 

 

1.3.2  无穷大 

在极限不存在的情况下，我们着重讨论函数的绝对值无限增大的情形． 
定义 1.12  在自变量 x的某个变化过程中，相应函数值的绝对值 ( )f x 无限增大，则称

( )f x 为在该过程中的无穷大；如果相应的函数值 ( )f x （或- ( )f x ）无限增大，则称 ( )f x 为

该变化过程中的正（负）无穷大．  
若函数 ( )f x 是 0x x→ 时的无穷大，记作

0

lim ( )
x x

f x
→

= ∞； 

若函数 ( )f x 是 x → ∞ 时的正无穷大，记作 lim ( )
x

f x
→∞

= +∞； 

若函数 ( )f x 是 0x x+→ 时的负无穷大，记作
0

lim ( )
x x

f x
+→

= −∞ ． 

 
学习笔记 视频 

                                                                  
 
                                                                       

无穷大的定义 

 

由定义 1.12 可知，当 0x → 时，
1
x
、 2

1
x

等是无穷大；当 x → ∞ 时， 3x 是无穷大；当

x → +∞ 时， e lnx x   、 也都是无穷大． 

注 ：（1）无穷大是变量，绝对值再大的常数也不是无穷大； 

（ 2 ） 极 限 为 无 穷 大 是 极 限 不 存 在 的 一 种 情 形 ， 我 们 只 是 借 用 极 限 的 符 号 

1.3.2  求极限 2
1lim cos

x
x

x→∞
． 
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“
0

lim ( )
x x

f x
→

= ∞ ”表示“当 0x x→ 时， ( )f x 是无穷大”； 

（3）无穷大是相对于自变量的某个变化过程而言的． 

例如
1
x

，当 0x → 时为无穷大，但当 x → ∞ 时却是无穷小． 

例 3  自变量在怎样的变化过程中，下列函数为无穷大？  

（1） 1
2

y
x

=
+

；         （2） ln( 1)y x= − ；         （3） 1
3

x

y  =  
 

．  

解：（1）当 2x → − 时，
1

2x
→ ∞

+
，所以当 2x → − 时，

1
2x +
是无穷大． 

（2）当 1x +→ 或 x →+∞时， ln( 1)x − 是无穷大． 

（3）当 x →−∞时，
1
3

x
 
 
 

是无穷大．  

1.3.3  无穷大与无穷小的关系 

无穷大与无穷小之间存在一种简单的关系，即： 
定理 1.4  如果函数 ( )f x 在自变量 x的某一变化过程中是无穷大，则在同一变化过程

中
1
( )f x

为无穷小；反之，在自变量 x的某一变化过程中，如果 ( ) ( ( ) 0)f x f x ≠ 为无穷小，

则在同一变化过程中，
1
( )f x

为无穷大． 

例如，当 x → +∞ 时， exy = 是无穷大，而
1 e x

y
−= 是无穷小； 

又如，当 1x → 时， 1y x= − 是无穷小，而
1 1

1y x
=

−
是无穷大． 

习题 1.3 

1. 指出下列各题中的无穷大与无穷小： 

（1） tan x π
2

x → 
 

；       （2） e x− ( )x → +∞ ； 

（3） 2 1x − ( 0)x → ； （4） 1
1x −

( 1)x → ． 

2. 下列函数在怎样的变化过程中是无穷大或无穷小？ 

（1） sin x ；          （2） 3
1x +
；         （3） ln x ． 

3. 求下列函数的极限： 

（1） sinlim
x

x
x→∞

；       （2） arctanlim
x

x
x→∞

；    （3） 2

0

1lim( )cos
x

x x
x→

+ ．  

 
例 3 讲解 

 
3（3）题讲解 
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4. 如果函数 ( )f x 在某一变化过程中极限不存在，问：此函数在这一变化过程中是不是

无穷大？请举例说明． 

§1.4  极限的运算法则及应用 

1.4.1  极限的四则运算法则 

下面我们给出极限的四则运算法则． 
定理 1.5  设

0

lim ( )
x x

f x A
→

= ，
0

lim ( )
x x

g x B
→

= ，则有 

（1） [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

± =
0

lim ( )
x x

f x
→

±
0

lim ( )
x x

g x A B
→

= ± ； 

（2） [ ]
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

⋅ =
0

lim ( )
x x

f x
→

⋅
0

lim ( )
x x

g x A B
→

= ⋅ ； 

（3） 0

0

0

lim ( )( )lim
( ) lim ( )

x x

x x
x x

f xf x A
g x g x B

→

→
→

= = （其中
0

lim ( ) 0
x x

g x
→

≠ ）． 

此定理称为极限的四则运算法则． 
推论 1  如果

0

lim ( )
x x

f x
→

存在，C为常数，则 [ ]
0

lim ( )
x x

Cf x
→

=
0

lim ( )
x x

C f x
→

； 

推论 2  如果
0

lim ( )
x x

f x
→

存在， Nn∈ ，则
0 0

lim[ ( )] [ lim ( )]n n

x x x x
f x f x

→ →
= ． 

注 ：（1）以上法则对自变量的其他另外几种变化过程也成立． 

（2）在自变量的同一变化过程中， ( )f x 和 ( )g x 的极限必须都存在，才能用四则运算

法则． 

（3）定理 1.5 中的法则（1）（2）可以推广到任意有限个函数的情形，如 

      
0 0 0 0

1 2 1 2lim[ ( ) ( ) ( )] lim ( ) lim ( ) lim ( )n nx x x x x x x x
f x f x f x f x f x f x

→ → → →
+ + + = + + +  ． 

利用极限的基本性质和极限的四则运算法则可以解决许多极限问题，下面我们来看几

个具体例子． 
例 1  求极限

1
lim
x→

2( 3 1)x x+ − ． 

解：由极限运算法则得 
2 2

1 1 1 1
lim( 3 1) lim lim3 lim1
x x x x

x x x x
→ → → →

+ − = + −                          

               2 2

1 1 1
(lim ) lim3 lim1 1 3 1 3

x x x
x x

→ → →
= + − = + − = ． 

一般地，有 

0

1
0 1lim( )n n

nx x
a x a x a−

→
+ + + 1

0 0 1 0
n n

na x a x a−= + + + ．
 

其中 1
0 1( ) n n

n nf x a x a x a−= + + + 称为 n 次多项式函数． 
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例 2  求极限
2

21

2 1lim
3 2x

x
x x→

−
+ +

． 

解： 2

1
lim(3 2) 6 0
x

x x
→

+ + = ≠ ， 2

1
lim(2 1) 1
x

x
→

− = ， 

由商的极限法则得 
22

1
2 21

1

lim(2 1)2 1 1lim
3 2 lim(3 2) 6

x
x

x

xx
x x x x

→

→
→

−− = =
+ + + +

． 

例 3  讨论极限
2

21
lim

1x

x x
x→

+
−

． 

解：当 x →1 时，分母的极限为 0，不能直接用极限运算法则．由于 1x → 时，该分式

倒数的极限值为零，即 
2 2

2 21

1 1 1lim 0
1 1x

x
x x→

− −= =
+ +

． 

因此，由定理 1.4 无穷大和无穷小的关系得：
2

21
lim

1x

x x
x→

+ = ∞
−

，该极限不

存在． 

例 4  求极限
2

21

2lim
3 2x

x x
x x→

+ −
− +

． 

解：当 x →1 时，分母的极限为零，故不能直接用极限的运算法则．但

由极限定义可知，当 x →1 时的极限，与函数在 x = 1 时有无定义没有关系，因而可以先通

过分解因式约去零因子 ( 1)x − 后，再求极限． 
2

21

2lim
3 2x

x x
x x→

+ −
− +

=
1

( 1)( 2)lim
( 1)( 2)x

x x
x x→

− +
− −

1

1
1

lim( 2)2lim 3
2 lim( 2)

x

x
x

xx
x x

→

→
→

++= = = −
− −

． 

注意，以下解法是错误的 
22

1
2 21

1

lim( 2)2 0lim
3 2 lim( 3 2) 0

x
x

x

x xx x
x x x x

→

→
→

+ −+ − = =
− + − +

． 

像例 4 这样，先通过对分子、分母进行因式分解或恒等变形来消去零因子，再求极限

的方法，在求一些“
0
0
”型极限时经常用到．由于“

0
0
”型的极限，可能存在也可能不存

在，即使存在，值也不确定，因此这种极限称为不定式（或未定式）． 

例 5  求极限
0

lim
1 1x

x
x→ + −

． 

解：此题也是“
0
0
”型不定式，但求解时不能直接通过分解因式化简消去零因子，由

于分母中含根号，可以先通过“分母有理化”化简，然后再求极限． 

0 0 0

( 1 1)lim lim lim( 1 1) 2
1 11 1x x x

x x x x
xx→ → →

+ += = + + =
+ −+ −

． 
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例 6  求极限 21

2lim
1 1x

x
x x→

 − − − 
． 

解：因为
1

lim
1x

x
x→

= ∞
−

， 21

2lim
1x x→

= ∞
−

，所以不能用差的极限的运算法则．应先将函数

进行通分，化成“
0
0
”型不定式，再利用因式分解化简消零因子. 

21 1 1

( 1)( 2) 2 32lim lim lim
( 1)( 1) 1 21 1x x x

x x xx
x x xx x→ → →

− + +  = = =−  − + +− − 
．
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例 7  求极限
2

2
3 2 1lim

1x

x x
x→∞

+ −
−

． 

解：当 x → ∞ 时，分子、分母都是无穷大，极限都不存在，所以不能直接

用商的极限的运算法则．这种两个无穷大的“
∞
∞
”型的极限，和“

0
0
”型的

极限一样，极限可能存在，也可能不存在，即使存在，值也不确定，因此这种极限也是不

定式（未定式）．由于分子、分母关于 x的最高次幂是 2x ，所以我们可以将分子、分母同除

以 2x ，然后再求极限． 

2 2

2

2

1 13 23 2 1lim lim 311 1x x

x x x x
x

x
→∞ →∞

+ −+ − = =
− −

．
 

例 8  求极限
23 2 1lim

1x

x x
x→∞

+ −
−

． 

解：该题也是“
∞
∞
”型的极限，用分子、分母同除以它们的最高次幂 2x ，再求极限． 

2 2

2

2 133 2 1lim lim 1 11x x

x x x x
x

x x
→∞ →∞

+ −+ − = = ∞
− −

．
 

例 9  求极限
2

3
3 2 1lim

1x

x x
x→∞

+ −
−

. 

解：该题还是“
∞
∞
”型的极限，用分子、分母同除以它们的最高次幂 3x ，再求极限． 

2 2 3

3

3

3 2 1
3 2 1lim lim 011 1x x

x x x x x
x

x
→∞ →∞

+ −+ − = =
− −

．
 

根据以上三个例题，可得到如下一般结论： 

1.4.1  求极限：（1）
3

1

1lim
1x

x
x→

−
−

；（2）
2

20

1 1lim
x

x
x→

− +
． 
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0
1

00 1
1

0 1

lim
0

n n
n

m mx
m

a m n
ba x a x a

m nb x b x b
m n

−

−→∞

 =  + + + =  >  + + + 
∞ <  .




， ，

， ，

，
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例 10  求极限

2
1 1 1lim
2 2 2nn→∞

 + + + 
 

 ． 

分析：先用等比数列求和公式 1(1 )
1

n

n
a qS

q
−=
−

求和后再求极限． 

解：          2

1 111 1 1 12 2lim lim lim 1112 2 2 21
2

n

n nn n n→∞ →∞ →∞

 −     = = =+ + + −   
   −

 ． 

小结：（1）运用极限的四则运算法则时，必须注意只有各项极限都存在（求商时还要

规定分母的极限不为零）才能适用． 

（2）如果所求极限是“
0
0

”或“
∞
∞

”等不定式形式，不能直接用极限法则时，必须先

对原式进行恒等变形（因式分解、有理化、约分、通分等），然后再求极限． 

1.4.2  极限的应用 

例 11  （野生动物的数量增长）在某一自然环境保护区内放入一群野生动物，总数为

20 只，假设野生动物数量的增长规律满足：在 t 年后，动物总数
220

1 10 (0.83)tN =
+ ⋅

，求在这

一自然环境保护区中，最多能供养多少只野生动物． 
解：随着时间的延续，由于受到自然环境保护区内的各种资源限制，故动物总数不可

能无限增大，它应达到某一饱和状态.在这一自然环境保护区中，设最多能供养的野生动物

数为 lim
t

N
→∞

． 

220lim lim 220
1 10(0.83)tt t

N
→+∞ →+∞

= =
+

． 

即在这一自然环境保护区中，最多能供养 220 只野生动物． 
例 12  （游戏销量）当推出一种新的游戏程序时，其销售量

在短期内会迅速增加，然后开始下降，函数关系为 2

200( )
100

ts t
t

=
+

，

其中 t 为月份，如图 1.17 所示． 
 

图 1.17 

1.4.2  求极限：（1）
3

3
2 1lim
5 3x

x x
x x→∞

+ −
− +

；（2）
2

3
1lim

4 1x

x
x x→∞

−
+ +

. 
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（1）请计算游戏推出后第 6 个月、第 12 个月和第 3 三年最后一个月的销售量． 
（2）如果想对该产品的长期销售量做出预测，请建立相应的销售量表达式，并做出分析． 

解：（1） 2
200 6 1200(6) 8.8235
6 100 136

s ×= = ≈
+

； 

         2
200 12 2400(12) 9.8361

12 100 244
s ×= = ≈

+
； 

         2
200 36 7200(36) 5.1576
36 100 1396

s ×= = ≈
+

． 

（2）从上面的数据可以看出，随着时间的推移，该游戏的长期销售量应为时间 t → +∞

时的销售量，即 2

200lim 0
100t

t
t→+∞

=
+

．此式说明当时间 t → +∞时，销售量的极限为 0，即购买此

游戏的人会越来越少，直至无人购买． 
例 13  （企业融资）某企业获投资 50 万元，该企业将投资作为抵押品向银行贷款，得

到相当于抵押品 75% 的贷款．该企业将此贷款再进行投资，并将再投资作为抵押品又向银

行贷款，仍得到相当于抵押品 75% 的贷款．企业又将此贷款再进行投资，这样贷款→投

资→再贷款→再投资，如此反复，进行扩大再生产．问该企业共计可获得融资多少元？ 
解：设该企业获投资本金为 A ，贷款额占抵押品价值的百分比为 r （ 0 1r< < ），第n

次投资后获再投资（贷款）额为 na ，n 次投资与再投资的资金总和为 nS ，最终投资与再投

资的资金总和为 S ，得到 

1a A= ， 2a Ar= ， 2
3a Ar=  .                                                   

2 1
1 2 3

(1 )
1

n
n

n
A rS a a a a A Ar Ar Ar

r
− −= + + + + = + + + =

−
  ， 

于是得到融资模型 
(1 )lim lim
1 1

n

nn n

A r AS S
r r→∞ →∞

−= = =
− −

． 

在本题中， 50A = ， 0.75r = ，代入上式得
50 200

1 0.75
S = =

−
（万元）． 

这表明，50 万元的本金通过多次反复融资，最多能融资 200 万元． 

习题 1.4 

1. 计算下列函数的极限：  

（1）
0

lim(sin cos tan )
x

x x x
→

+ + ； （2） 21

1lim
2x

x
x x→

+
+

； 

（3）
2

1

2lim
1x

x x
x→

+ −
−

； （4）
2 2

0

( )lim
h

x h x
h→

+ −
； 

（5）
4

4lim
5 3x

x
x→

−
+ −

； （6）
0

1 1lim
3 3x

x
x→

+ −
+ −

；   
1（5）讲解 
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（7）
3 2

3 2
5 3 2 1lim

6 2 5x

x x x
x x→∞

+ − +
− −

； （8）
3 3

2

2 3lim
2x

x
x→+∞

+
−

； 

（9） 31

1 3lim
1 1x x x→

 − − − 
； （10） 4 2lim( 1 )

x
x x

→∞
+ − ． 

2. 计算下列数列的极限： 

（1） 2 2 2
2 4 2lim

n

n
n n n→∞

 + + + 
 

 ； （2）
1 1 1

lim
1 2 2 3 ( 1)n n n→∞

 + + +  × × × + 
 ． 

3. （1）已知 ,a b 是常数，且
1

lim 3
1x

ax b
x→−

+ =
+

，求 a 和b． 

（2）已知 ,a b 是常数，且
2

1
lim 5

1x

x ax b
x→

+ + =
−

，求a和b． 

（3）已知 ,a b 是常数，且
2 1lim 0

1x

x ax b
x→∞

 + =− − + 
，求a和b ． 

4.（传染人数）假定某种疾病流行 t 天后，感染人数 N 满足 0.1

1000000
1 5000e tN −=

+
， 

问：经过足够长的传染时间后，将有多少人感染上这种病？ 
5.（物体温度）一个物体放置在温度为 150℃的火炉上，它的温度满足如下模型

0.029100e 100tT −= − + ， t 表示时间（单位：min），问： 

（1）物体温度达到 100℃所需的时间是多长？ 
（2）当 t → +∞时，物体的温度为多少？ 

§1.5  两个重要极限 

通过前面几节的学习，我们知道了一些求极限的方法，如运用极限的定义和运算法则

及无穷小的性质等．除此之外，我们还可以利用两个重要极限公式和等价无穷小代换的方

法来求极限．事实上，很多领域中的一些实际问题都可以利用这两类极限来解决． 

1.5.1  两个重要极限公式 

1. 第一个重要极限  

 
0

sinlim 1
x

x
x→

=  （1.1） 

表 1.3 列出了函数
sin x

x
在 x 无限接近 0 时的一些函数值． 

表 1.3 

x −1 −0.5 −0.1 −0.01 … 0.01 0.1 0.5 1 

sin x
x

 0.841471 0.95885 0.99833 0.99998 … 0.99998 0.99833 0.95885 0.84147 
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由图  1.18 我们可以看出，当 x 趋近于  0 时， sin x 与 x 的值无限接近，因此

sin 1x
x

→ ．  

 
图 1.18 

由表 1.3 和图 1.18 可得，当 0x → 时，函数
sin 1x

x
→ ，即

0

sinlim 1
x

x
x→

= ．在此，本书不

再给出第一个重要极限的严格证明． 

第一个重要极限在极限计算中有重要应用，它在形式上有以下特点： 

（1）它是“
0
0
”型不定式； 

（2）公式（1.1）的形式可变形成
( ) 0

sin ( )lim 1
( )x

x
xϕ

ϕ
ϕ→

= ； 

（3）公式（ 1.1）的另一变形公式：
0

lim 1
sinx

x
x→

= 仍然成立，其形式可变形成

( ) 0

( )lim 1
sin ( )x

x
xϕ

ϕ
ϕ→

= ． 

利用公式（1.1），可以求解一些与三角函数有关的“
0
0
”型不定式的极限． 

例 1  求极限
0

tanlim
x

x
x→

． 

解：
0

tanlim
x

x
x→ 0

sin 1=lim
cosx

x
x x→

 ⋅ 
  0 0

sin 1lim lim
cosx x

x
x x→ →

= ⋅  1 1= × 1= ． 

例 2  求极限
0

sin 3lim
x

x
x→

． 

解：
0

sin 3lim
x

x
x→ 0 0

sin 3 sin 3lim 3 3lim 3
3 3x x

x x
x x→ →

 = ⋅ = = 
 

． 

例 3  求极限 20

1 coslim
x

x
x→

−
． 

解：由三角函数的降幂公式 2 1 cossin
2 2
x x−= 可得： 21 cos 2sin

2
xx− = ． 
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所以 20

1 coslim
x

x
x→

−
2

20

2sin
2lim

x

x

x→
=

2

20

sin1 2lim
2

2

x

x

x→
=

 
 
 

2

0

sin1 2lim
2

2
x

x

x→

 
 

=  
 
 

21 11
2 2

= ⋅ = ． 
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2. 第二个重要极限 

  （1.2） 

 
学习笔记 演示 

                                                                  
 
                                                                       

第二个重要极限 

 

我们在表 1.4（a）中列出了
11

x

x
 + 
 

在 x 取正值无限增大时的一些函数值． 

表 1.4（a） 

x 3 10 100 1000 10000 100000 … 

11
x

x
 + 
 

 2.370 2.594 2.705 2.717 2.718 2.718 … 

 

表 1.4（b）中列出了
11

x

x
 + 
 

在 x 取负值无限减小时的一些函数值． 

表 1.4（b） 

x -3 -10 -100 -1000 -10000 -100000 … 

11
x

x
 + 
 

 3.375 2.868 2.732 2.720 2.718 2.718 … 

 

从 上 面 的 两 个 表 可 以 看 出 ，
1lim 1 e

x

x x→∞

 + = 
 

， 其 中 数 e 是 一 个 无 理 数 ，

e 2.718281828459045= …． 

在
1lim 1 e

x

x x→∞

 + = 
 

中，若令
1 t
x

= ，则当 0x t→ ∞ →时， ，可得此极限的另一种形式： 

1.5.1  求极限
0

tan3lim
sin 2x

x
x→
. 

1lim 1 e
x

x x→∞

 + = 
 

  或  
1

0
lim(1 ) ex
x

x
→

+ = ．
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( )
1

0
lim 1 et
t

t
→

+ =  ，即
1

0
lim(1 ) ex
x

x
→

+ = ． 

第二个重要极限是幂指函数的极限，它的两种形式有以下共同特点： 

（1）它们是“1∞ ”型不定式； 

（2）函数的底数是“1+无穷小”的形式； 

（3）函数的指数是无穷大，并且与底数中的无穷小互为倒数． 

第二个重要极限的两个公式的形式也可以变形为  
( )

( )

1lim 1 e
( )

x

x x

ϕ

ϕ ϕ→∞

 
+ = 

 
 或 [ ]

1
( )

( ) 0
lim 1 ( ) ex

x
x ϕ

ϕ
ϕ

→
+ = ． 

利用第二个重要极限我们可以解决一些“1∞ ”型不定式的极限，在运用公式时，要注

意公式的推广． 

例 4  求极限 3lim 1
x

x x→∞

 + 
 

. 

解：
3lim 1

x

x x→∞

 + 
 

3
33lim 1
x

x x

⋅

→∞

 = + 
 

3 3

3 3 33 3lim 1 lim 1 e
x x

x xx x→∞ →∞

   
      = + = + =            

． 

例 5  求极限 
1

0
lim(1 2 ) x
x

x
→

− . 

解：
1 1 1( 2) ( 2)2 2

0 0 0
lim(1 2 ) lim[1 ( 2 )] lim{[1 ( 2 )] }x x x
x x x

x x x
⋅ − −− −

→ → →
− = + − = + −  

1
2 22

0
{lim[1 ( 2 )] } ex

x
x − −−

→
= + − = ． 

例 6  求极限 lim
1

x

x

x
x→∞

 
 + 

. 

解： lim
1

x

x

x
x→∞

 
 + 

=
1 1 1lim

e1 11 lim 1
x xx

xx x

→∞

→∞

= =
   + +   
   

． 

例 7  求极限
52lim 1

x

x x

+

→∞

 + 
 

 

解：
52lim 1

x

x x

+

→∞

 + 
 

2 5
22 2lim 1 1
x

x x x

⋅

→∞

   = + +   
   

2
5

22 2lim 1 lim 1
x

x xx x→∞ →∞

 
    = + ⋅ +        

 

               

2
5

2 2 5 22 2lim 1 lim 1 e 1 e
x

x xx x→∞ →∞

 
    = + ⋅ + = ⋅ =        

． 

一般地，有下面的结论： 

lim 1 e
b x c

ab

x

a
x

 +

→∞

 + = 
 

． 
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思政之窗 
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1.5.2  无穷小的比较 

我们已经知道，以零为极限的变量称为无穷小．不过，不同的无穷小收敛于零的速度

有快有慢，例如，当 0x → 时，
1

2 3, , 2 ,sinx x x x 都是无穷小，但趋近于零的速度是不同的．当

然快慢是相对的，我们可以用 x 收敛于零的速度作为标准进行比较． 

对此，我们通过考察两个无穷小之比，引进无穷小阶的概念． 
定义 1.13  设当 0x x→ 时， ( )f x 和 ( )g x 都是无穷小， 

（1）如果
0

( )lim 0
( )x x

f x
g x→

= ，则称 ( )f x 是比 ( )g x 高阶的无穷小，记作 ( ) ( ( ))f x o g x= ； 

第二个重要极限是银行计算复利的重要模型，假设银行某种定期储蓄的年利率是 r ，

存款本金为 0A 万元，以存期 3 年为例： 
如果每年计息 1 次，3 年后本息合计值应为 3

3 0 (1 )A A r= + 万元；如果每月计息 1 次，

则每年计息 12 次，3 年后本息合计值应为
36

3 0 1
12
rA A  = + 

 
万元；…；如果每年计息 n 次，

则每次计息的利率为
r
n
，那么 3 年后的本息合计值应为

3

3 0 1
nrA A

n
 = + 
 

万元；如果计算瞬

时复利，就是 n 的取值应该很大很大乃至无穷大，这种情况下，3 年后的本息合计值 3A 应

为多少呢？这个问题其实就转换成了求当 n → ∞ 时，
3

0 1
nrA

n
 + 
 

的极限问题，利用第二个

重要极限就可以解决． 
由计算结果可以看出，以复利计算的投资报酬效果是相当惊人的，并且复利期越短，

投资时间越长，最终得到的本息合计值就越高．存款是这样，贷款亦是如此．现在有很多

“校园贷”就是利用了复利计息，再加上高额高息的违约金，使貌似可以还上的钱，本息总

额越来越多，逾期还款的违约金也越来越高，甚至使得很多贷款的学生最终无法承受，从

而严重影响正常的学习和生活，后果不堪设想． 
如今，同学们用所学的数学知识就可以明辨，“校园贷”其实就是走进校园的“套路

贷”．大家一定要充分认识网络不良借贷存在的隐患和风险，树立理性、科学的消费观，

远离一切不良贷款． 

1.5.2  求极限
3

0lim 1
n

n

rA
n→∞

 + 
 

． 
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（2）如果
0

( )lim
( )x x

f x
g x→

= ∞ ，则称 ( )f x 是比 ( )g x 低阶的无穷小；  

（3）如果
0

( )lim
( )x x

f x C
g x→

= （C 为常数），则称 ( )f x 与 ( )g x 是同阶无穷小； 

（4）特别地，如果当
0

( )lim 1
( )x x

f x
g x→

= 时，则称 ( )f x 与 ( )g x 是等价无穷小，记作 ( )f x ～

( )g x （ 0x x→ ）． 
 

学习笔记 视频 

                                                                  
 
                                                                       

无穷小比较 

 
例 8  比较下列两组无穷小的阶． 

（1）当 0x → 时， sin x与 tan x ；      （2）当 x → +∞ 时， e x− 与 2 x− ． 

解：（1）因为 
0 0

sinlim limcos 1
tanx x

x x
x→ →

= = ，所以，当 0x → 时，sin x和 tan x 是等价无穷小． 

（2）因为
e elim lim 0
2 2

xx

xx x

−−

−→+∞ →+∞

 = = 
 

，所以，当 x → +∞ 时， x−e 是比 2 x− 高阶的无穷小． 

关于等价无穷小有如下的一个定理，此定理在极限的计算中经常会遇到． 
定理 1.6  设当 0x x→ 时， ( )f x ～ ( )xα ， ( )g x ～ ( )xβ ， 

若
0

lim ( ) ( )
x x

x xα β
→

⋅ 存在，则
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x
→

=
0

lim ( ) ( )
x x

x xα β
→

⋅ ； 

若
0

( )lim
( )x x

x
x

α
β→

存在，则
0 0

( ) ( )lim lim
( ) ( )x x x x

f x x
g x x

α
β→ →

= ． 

当 0x → 时，下列几组无穷小是等价的：  

sin x ～ x ；   tan x ～ x ；   arcsin x ～ x ；   arc tan x ～ x ； 

ln(1 )x+ ～ x； e 1x − ～ x； 1 1x+ − ～
1
2

x； 1 cos x− ～ 21
2

x ． 

利用等价无穷小的性质，在求极限时，分子分母的无穷小因子可用它们相应的等价无

穷小代换，从而达到简化计算的目的，这种方法叫作等价无穷小代换法． 
 

学习笔记 视频 

                                                                  
 
                                                                       

定理 1.6 

 
注 ：若将上述 8 个等价形式的 x 替换为 ( )xϕ ，只要满足 ( ) 0xϕ → ，结论仍成立．例如，当 
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0x → 时，3 0x → ，则sin3 3x x ，ln(1 3 ) 3x x+  ；当 1x → 时，( 1) 0x − → ，则 tan( 1)x −  ( 1)x − ． 

例 9  利用等价无穷小代换法求下列极限： 

（1）
0

e 1lim
x

x x

−

→

−
；                （2） 30

tan sinlim
x

x x
x→

−
． 

解：（1）因为当 0x → 时， 0x− → ，因此 e 1x− − ～- x， 

所以
0

e 1lim
x

x x

−

→

−
0

lim 1
x

x
x→

−= = − ． 

（2）因为 tan sin tan (1 cos )x x x x− = − ，当 0x → 时， tan x ～ x，1 cos x− ～
2

2
x

，所以 

30

tan sinlim
x

x x
x→

−
30

tan (1 cos )lim
x

x x
x→

−=

2

30

12lim
2x

xx

x→

⋅
= = ． 

注 ：在求极限做等价无穷小的代换时，只能对分子或分母整体代换或对乘积因子进行

代换，不能对分子或分母的加减项用等价无穷小代换．  
牛 刀 小 试 

 

习题 1.5 

1. 求下列极限： 

（1）
0

sin 2lim
sin 5x

x
x→
； （2） 3lim sin

x
x

x→∞
； 

（3）
0

2arcsin 3lim
x

x
x→

； （4）
0

lim
1 cosx

x
x+→ −
； 

（5） 21

tan( 1)lim
1x

x
x→

−
−

； （6）
3

21

sin( 1)lim
1x

x
x→

−
−

； 

（7）
π

sinlim
πx

x
x→ −
； （8）

0

sinlim
2sinx

x x
x x→

+
−

． 

2. 求下列极限： 

（1）
1

0
lim(1 5 ) x
x

x
→

+ ； （2） 3lim 1
x

x x→∞

 − 
 

； 

（3）
22lim 1

x

x x

−

→∞

 + 
 

； （4）
12lim

x

x

x
x

−

→∞

+ 
 
 

； 

（5） 2sec
π
2

lim(1 cos ) x

x
x

→
+ ； （6） 3cot

0
lim(1 tan ) x

x
x

→
− ； 

（7） 1lim
1

x

x

x
x→∞

− 
 + 

； （8） 2 3lim
2 1

x

x

x
x→∞

+ 
 + 

. 

1.5.3  当 x → ∞ 时，函数 ( )f x 与
1
x
是等价无穷小，求 lim3 ( )

x
xf x

→∞
. 

 
9（2）讲解 
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3. 设函数

ln(1 ) 0

( ) 1 0
sin 0

x x
x

f x x
x x

x

−    <  


= −              =  

−       >  


， ，

， ，

， ，

 讨论 ( )f x 在 0x = 处的极限． 

4. 利用等价无穷小代换法求下列函数的极限： 

（1）
0

sin 3lim
ln(1 2 )x

x
x→ −

； （2）
2

20

1 1lim
tanx

x
x→

+ −
； 

（3）
2

0

2lim
sinx

x x
x→

+
； （4）

2

0

ln(1 )(e 1)lim
(1 cos )sin 2

x

x

x
x x→

+ −
−

． 

§1.6  函数的连续性 

有许多自然现象，如气温的变化、河水的流动、植物的生长等，都是随着时间在连续

不断地变化的，这些现象反映在数学上就是函数的连续性．我们学过的很多函数，例如

siny x= 、 2y x= ，它们的图像是一条连续变化的曲线．函数连续性的概念从变量关系上看

是指当自变量的变化很微小时，函数相应的变化也很微小．例如，气温随着时间的改变而

发生连续变化，当时间的改变量很小时，则该时刻气温的改变量也很小．本节将以极限的

概念来研究函数的连续性．为此，我们先引入增量的概念． 
定义 1.14  设 ( )y f x= 在 0x 的某个邻域内有定义，当自变量从 0x 变动到 0x x+ Δ 时，称

xΔ 为自变量的增量（或改变量），对应的函数值从 0( )f x 变动到 0( )f x x+ Δ ，则称 yΔ =

0( )f x x+ Δ - 0( )f x 为函数的增量（或改变量）． 

变量的增量可以是正数、负数或零． 

1.6.1  函数连续的概念 

首先，我们从函数图像上观察函数 ( )f x 在给定点 0x 处的变化情况．由图 1.19 可以看出，

函数 ( )y f x= 是连续变化的，它的图像是一条不间断的曲线．当 0x 保持不变而让 xΔ 无限趋

近于零时，曲线上的点 N 就沿着曲线趋近于点 M ，即 yΔ 趋近于零． 

由图1.20 可以看出，函数 ( )y xϕ= 不是连续变化的．它的图像是一条在点 0x 处间断的曲线．当

0x 保持不变，让 xΔ 无限趋近于零时，曲线上的点N 就沿着曲线趋近于点N ′， yΔ 不能趋近于零． 

下面给出了函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续的定义． 

定义 1.15  设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某个邻域 0( )U x 内有定义，如果在 0x 处，当自变

量的增量 xΔ 趋于零时，对应的函数的增量 yΔ 也趋于零，即  

[ ]0 00 0
lim lim ( ) ( ) 0
x x

y f x x f x
Δ → Δ →

Δ = + Δ − = ， 

则称函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续，点 0x 称为函数 ( )f x 的连续点．  
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     图 1.19                                          图 1.20 

在定义 1.15 中，若设 0x x x= + Δ ，则 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )y f x x f x f x f xΔ = + Δ − = − ．由 0xΔ → ，

就有 0x x→ ；由 0yΔ → ，就有 0( ) ( )f x f x→ ．因此，我们可以得到函数在 0x 处连续的另一

等价定义. 

定义 1.16  设函数 ( )y f x= 在点 0x 的某个邻域 0( )U x 内有定义，如果函数 ( )f x 当

0x x→ 时极限存在，且等于它在 0x 点的函数值，即 

0
0lim ( ) ( )

x x
f x f x

→
= ， 

则称函数 ( )y f x= 在点 0x 处连续，点 0x 称为函数的连续点． 

根据定义 1.16，函数 ( )f x 在 0x 处连续，下述三个条件皆须满足： 

（1） 0( )f x 有定义； 

（2）极限
0

lim ( )
x x

f x
→

存在； 

（3）极限
0

lim ( )
x x

f x
→

的值等于该点函数值 0( )f x ． 

我们常用上述三个条件来讨论函数 ( )f x 在某点处是否连续． 

例 1  讨论函数

1sin 0
( )

0 0

x x
f x x

x

    ≠= 
             =

， ，

， ，

 在 0x = 处的连续性． 

解：因为当 0x → 时，
1sinx
x
是无穷小，且 

0 0

1lim ( ) lim sin 0 (0)
x x

f x x f
x→ →

 = = = 
 

. 

所以，函数 ( )f x 在 0x = 处连续． 

由函数在点 0x 的左极限与右极限的定义，我们还可以得到函数 ( )f x 在点 0x 左连续与右

连续的定义． 

如果函数 ( )f x 在 0x 有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
−→

= ，则称函数 ( )y f x= 在 0x 点左连续； 

如果函数 ( )f x 在 0x 有
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
+→

= ，则称函数 ( )y f x= 在 0x 点右连续． 

关于函数的左连续和右连续可得下述定理. 

定理 1.7  函数 ( )f x 在点 0x 处连续的充分必要条件是函数 ( )f x 在该点左连续且右连续． 

由定理 1.7 可得，对于有些直接判断连续性不方便的函数（如：分段点两侧表达式不同

的分段函数），我们可以分别研究函数在一点是否左、右连续，来判断函数在该点是否连续． 
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例 2  讨论函数

sin3 , 0
( ) 2 0

e 1 0x

x x
xf x x

x

 <  =  =  
 +  >

，

， ，

， ，

 在 0x = 处的连续性． 

解：由于 ( )f x 在 0x = 的左、右表达式不同，所以先讨论函数 ( )f x 在点 0x = 处的左、

右连续性．由于 

0 0
lim ( ) lim (e 1) 2 (0)x

x x
f x f

+ +→ →
= + = = ， 

0 0

sin 3lim ( ) lim 3 (0)
x x

xf x f
x− −→ →

= = ≠ ， 

所以，函数 ( )f x 在点 0x = 处只是右连续，但不是左连续，因此 ( )f x 在点 0x = 处不

连续．  
牛 刀 小 试 

  

如果函数 ( )f x 在 ( , )a b 内每一点都连续，则称函数 ( )y f x= 在 ( , )a b 内连续，区间 ( , )a b

称为连续区间．如果函数 ( )y f x= 在 ( , )a b 内连续，且该函数在左端点处右连续，在右端点

处左连续，则称函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续． 

函数 ( )f x 在它的定义域内的每一点都连续，则称 ( )f x 为连续函数． 

从几何直观上，连续函数的图像是一条连续不间断的曲线． 

1.6.2  初等函数的连续性 

如果函数 ( )f x 在一个区间的每一点处都连续，则称 ( )f x 在该区间上连续．可以证

明：基本初等函数在它们的定义域内都是连续的，一切初等函数在其定义区间内都是连

续的． 
所谓定义区间，就是包含在定义域内的区间．因此，求初等函数 ( )f x 在其定义区间内

的点 0x 处的极限，我们可以直接用
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x
→

= 来求；求初等函数的连续区间就是求定

义区间．分段函数一般不是初等函数，因此关于分段函数的连续性，必须讨论该函数在分

段点处的连续性． 

1.6.3  函数的间断点及其分类 

定义 1.17  设函数 ( )f x 在 0x 的空心邻域内有定义且函数 ( )f x 在 0x 点不连续，则称 0x

为函数 ( )f x 的间断点． 

1.6.1  已知函数
2 1arctan 0

( )
0

x x
f x x

a x

  ≠= 
                  =

，

，

 在 0x = 处连续，求 a . 
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