
第１章　动态系统的状态空间模型及变换

１１　引　　言

在经典控制理论中，采用传递函数描述线性定常系统的动态。在传递函数中，可描述系统

输入和输出的关系，但无法描述动态系统内部变量的信息，不能完整揭示动态系统的全部状态

特性。在现代控制理论中，采用状态变量的一阶微分方程组描述动态系统，反映了系统内部状

态变量的动态特性，同时便于处理系统的初始条件，成为控制系统分析和设计的有力工具。

此外，与传递函数不同，状态空间法隶属于时域分析方法。随着数字计算机的普及，控制

系统时域模型的求解易于实现，时域分析方法更加便捷实用。除了线性定常系统，状态空间法

同样适用于线性时变系统、非线性系统、离散系统等。本章主要研究时域分析方法构建动态系

统的状态空间模型，为后续的控制理论提供基础。

１２　动态系统的状态空间模型

１２１　状态变量的概念

状态变量狓１（狋），狓２（狋），…，狓狀（狋）是描述动态系统运动状态的最小个数的一组变量。一个

用狀阶微分方程描述的动态系统，有狀个独立变量，且独立变量的选取方式不唯一。

图１．１中给出动态系统的一般形式。狌（狋）是输入信号，狔（狋）是输出信号。当状态变量在

狋０时刻的初始值狓１（狋０），狓２（狋０），…，狓狀（狋０）和狋≥狋０输入信号狌（狋）已知时，足以确定系统状态变

量的未来响应。

图１．１　动态系统　

以状态变量狓１（狋），狓２（狋），…，狓狀（狋）为坐标轴构成的空间，称为狀维状态空间。初始时刻

狋０的系统状态狓１（狋０），狓２（狋０），…，狓狀（狋０）对应状态空间中的初始点。在任意狋时刻，系统状态

变量是状态空间中的点。随着时间的推移，在状态空间中系统状态形成一条轨迹，即状态轨

线。状态空间表示是动态系统的代数形式和几何概念的桥梁。

１２２　状态空间表达式

状态变量组（状态向量）可描述动态系统。下面采用图１．２中的ＲＬＣ网络，具体说明状
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态变量描述系统的动态。ＲＬＣ网络中有两个独立的储能元件，即电容犆和电感犔，且电容、

电感储能取决于电容电压、电感电流，因此选取两个状态变量：电容电压狌Ｃ（狋）和电感电

流犻Ｌ（狋）。

图１．２　ＲＬＣ网络　

根据电路原理，可推导如下的二元一阶微分方程组

ｄ狌Ｃ
ｄ狋
＝－

１
犆
犻Ｌ＋

１
犆
犻ｓ

ｄ犻Ｌ
ｄ狋
＝－
犚
犔
犻Ｌ＋

１
犔
狌Ｃ

（１．１）

式（１．１）是ＲＬＣ网络的状态方程，若用一般符号表示，令狓１＝狌Ｃ，狓２＝犻Ｌ，狌＝犻ｓ，则状态方程可

表示为

ｄ狓１
ｄ狋
＝－

１
犆
狓２＋

１
犆
狌

ｄ狓２
ｄ狋
＝－
犚
犔
狓２＋

１
犔
狓１

（１．２）

在ＲＬＣ网络中，输出信号是电阻电压狔＝狌Ｒ，则输出方程为

狔＝犚狓２ （１．３）

由于动态系统结构的不确定性，状态变量的选取是不唯一的，对ＲＬＣ网络而言，也可选择

电容电压狓１＝狌Ｃ和电感电压狓２＝狌Ｌ作为状态变量。此时，ＲＬＣ网络的状态方程为

ｄ狓１
ｄ狋
＝－

１
犚犆
狓１＋

１
犚犆
狓２＋

１
犆
狌

ｄ狓２
ｄ狋
＝－

１
犚犆
狓１＋

１
犚犆
－
犚（ ）犔 狓２＋

１
犆
狌

（１．４）

状态变量能反映实际的动态系统存储的能量，因此可描述系统的动态行为。选取状态变

量有不同的方案，通常尽量选取易于测量的变量作为系统的状态变量。

多输入多输出动态定常系统的状态响应由状态变量狓１，狓２，…，狓狀和输入信号狌１，…，狌狉

组成的一阶微分方程组描述，即

狓
·
１＝犪１１狓１＋犪１２狓２＋…＋犪１狀狓狀＋犫１１狌１＋…＋犫１狉狌狉

狓
·
２＝犪２１狓１＋犪２２狓２＋…＋犪２狀狓狀＋犫２１狌１＋…＋犫２狉狌狉



狓
·
狀＝犪狀１狓１＋犪狀２狓２＋…＋犪狀狀狓狀＋犫狀１狌１＋…＋犫狀狉狌狉

（１．５）
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输出方程是状态变量的线性组合，在特殊情况下，输出方程受到输入信号的影响，因此输

出方程的一般形式为

狔１＝犮１１狓１＋犮１２狓２＋…＋犮１狀狓狀＋犱１１狌１＋…＋犱１狉狌狉

狔２＝犮２１狓１＋犮２２狓２＋…＋犮２狀狓狀＋犱２１狌１＋…＋犱２狉狌狉



狔犿＝犮犿１狓１＋犮犿２狓２＋…＋犮犿狀狓狀＋犱犿１狌１＋…＋犱犿狉狌狉

（１．６）

状态变量组所构成的向量称为状态向量，记为

狓＝［狓１，狓２，…，狓狀］Ｔ∈瓗狀 （１．７）

则状态方程和输出方程可表示为向量矩阵形式

狓
·
＝犃狓＋犅狌

狔＝犆狓＋
烅
烄

烆 犇狌

（１．８）

其中，犃＝

犪１１ 犪１２ … 犪１狀

犪２１ 犪２２ … 犪２狀

   

犪狀１ 犪狀２ … 犪

熿

燀

燄

燅狀狀

为狀×狀维系统矩阵，表示系统状态的内部联系；犅＝

犫１１ … 犫１狉

  

犫狀１ … 犫

熿

燀

燄

燅狀狉

为狀×狉维输入矩阵或控制矩阵，表示输入信号对状态的影响；狌＝［狌１，狌２，…，狌狉］Ｔ

为狉维输入向量；狔＝［狔１，狔２，…，狔犿］Ｔ 为犿维输出向量；犆＝

犮１１ 犮１２ … 犮１狀

犮２１ 犮２２ … 犮２狀

   

犮犿１ 犮犿２ … 犮

熿

燀

燄

燅犿狀

为犿×狀维

输出矩阵；犇＝

犱１１ … 犱１狉

  

犱犿１ … 犱

熿

燀

燄

燅犿狉

为输入信号对输出信号的犿×狉维直接传递矩阵。

以图１．２所示的ＲＬＣ网络为例，当选择电容电压狓１＝狌Ｃ和电感电流狓２＝犻Ｌ作为状态变

量时，状态方程和输出方程可表示为

狓
·
＝

０ －
１
犆

１
犔

－
犚

熿

燀

燄

燅犔

狓＋

１
犆
熿

燀

燄

燅０

狌

狔＝［０ 犚］

烅

烄

烆 狓

（１．９）

１２３　状态空间模型框图

为描述系统的动态特性，可建立系统的图示化框图模型来表示信号的传递关系。式（１．８）

的框图如图１．３所示。
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图１．３　系统信号传递框图　

式（１．９）ＲＬＣ网络的框图如图１．４所示。

图１．４　ＲＬＣ网络的框图　

【例１１】　传染病的传播模型。受调查人群可分为３类，其人数分别为狓１、狓２、狓３，狓１表

示易受感染人群，狓２表示已感染人群，狓３表示从最初人群中剔除的不会再受到感染人群，原因

是已进行免疫接种，或与传染病院隔离，或已死亡。输入信号为新加入易受感染者速率狌１和

新加入染病者速率狌２。描述传染病传播过程的动态系统微分方程为

ｄ狓１
ｄ狋
＝－α狓１－β狓２＋狌１

ｄ狓２
ｄ狋
＝β狓１－γ狓２＋狌２

ｄ狓３
ｄ狋
＝α狓１＋γ狓２

狔＝狓３

其状态方程和输出方程表示为

狓
·
＝

－α －β ０

β －γ ０

α γ

熿

燀

燄

燅０

狓＋

１ ０

０ １

熿

燀

燄

燅０ ０

狌

狔＝［０ ０ １］

烅

烄

烆 狓

传染病传播模型的框图如图１．５所示。
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图１．５　传染病传播模型的框图　

１２４　建立状态空间模型

一般可从３个途径建立动态系统的状态空间模型：一是由系统框图根据动态模型中各个

环节的连接情况，推导状态空间模型；二是根据动态系统实现机理建模；三是由系统的微分方

程或传递函数确定状态空间模型。

１由动态系统的框图推导状态空间模型

将系统的框图转化成对应的模拟结构图。将每个积分器的输出选作状态变量狓犻，积分器

的输入是狓
·
犻。最后，根据模拟结构图得到系统的状态方程和输出方程。

除了框图模型，梅森（Ｍａｓｏｎ）还提出一种以节点间线段为描述手段的信号流图法，无须对

流图进行化简和变换，利用梅森增益公式，可推导系统变量间的信号传递关系。描述系统输出

和输入关系的梅森增益公式为

犌（狊）＝
犢（狊）

犝（狊）
＝
∑
犽

犘犽Δ犽

Δ
（１．１０）

其中，犘犽表示第犽条前向通路的增益；Δ是信号流图的特征式，其定义为

Δ＝１－∑
犖

狀＝１

犔狀＋ ∑
狀，犿不接触回路

犔狀犔犿－ ∑
狀，犿，狆不接触回路

犔狀犔犿犔狆＋…

其中，犔狇为第狇条回路的增益；Δ犽为通路犘犽在Δ中的余因式，即删除了所有与第犽条通路相

接触的回路增益项后的余因式。

如果系统所有反馈回路都相互接触，且所有前向通路都与所有反馈回路接触，则梅森增益

公式可简化为

犌（狊）＝
犢（狊）

犝（狊）
＝
∑
犽

犘犽

１－∑
犖

狀＝１

犔狀

＝
所有前向通路增益项之和

１－所有反馈回路增益项之和
（１．１１）

【例１２】　直流电机调速系统的框图如图１．６（ａ）所示，其模拟结构图和信号流图如图１．６

（ｂ）和（ｃ）所示。

直流电机调速系统的状态空间模型为
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狓
·
＝

－３ ６ ０

０ －２ －２０

熿

燀

燄

燅０ ０ －５

狓＋

熿

燀

燄

燅

０

５

１

狌

狔＝［０ ０ １］

烅

烄

烆 狓

图１．６　直流电机调速系统的框图、模拟结构图和信号流图　

根据信号流图法，直流电机调速系统的传递函数为

犌（狊）＝
犢（狊）

犝（狊）
＝

３０
狊３
＋
３０
狊２

１－ －
５
狊
－
２
狊
－
３（ ）狊 ＋

５
狊
·２
狊
＋
５
狊
·３
狊
＋
２
狊
·３（ ）狊 － －

５
狊
·２
狊
·３（ ）狊

＝
３０＋３０狊

狊３＋１０狊２＋３１狊＋３０

然后可以根据系统的微分方程或传递函数确定状态空间模型，从而确定直流电机调速系

统的状态空间模型。

２动态系统机理建模

在电气系统、机械系统、机电系统、气动液压系统和热力系统等动态系统中，根据系统自身

遵循的物理规律，如基尔霍夫定律、牛顿定律和能量守恒定律等，建立描述系统动态特性的微

分方程，从而推导动态系统的状态空间模型。

【例１３】　双节点电路系统如图１．７所示。

电路中共３个独立储能元件，因此选取３个状态变量：狓１＝狌Ｃ１，狓２＝狌Ｃ２，狓３＝犻Ｌ。

针对节点犃和节点犅，根据基尔霍夫电流定律列写电流方程为

犆１
ｄ狓１
ｄ狋
＋
狓１
犚２
＋
狓１－狓２
犚１

＝犻ｓ

狓１－狓２
犚１

＝犆２
ｄ狓２
ｄ狋
＋狓３
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图１．７　双节点电路系统　

电感的端电压和电流满足

狓２＝犔
ｄ狓３
ｄ狋

则双节点系统的状态空间模型为

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

－
１
犆１

１
犚１
＋
１
犚（ ）
２

１
犚１犆１

０

１
犚１犆２

－
１
犚１犆２

－
１
犆２

０
１
犔

熿

燀

燄

燅
０

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

１
犆１
熿

燀

燄

燅

０

０

狌

狔１

狔

熿

燀

燄

燅２
＝
１ ０ ０熿

燀

燄

燅０ １ ０

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３

【例１４】　双联推车机械运动模型如图１．８所示。犕１、犕２分别表示两辆推车的质量，狔１、

狔２分别表示两辆推车的位移，狏１、狏２分别表示两辆推车的运动速度，狌为推车受到的外力，犽１、

犽２分别表示两个弹簧的弹性系数，犫１、犫２分别表示两个弹簧的阻尼系数。假设推车与地面的

摩擦力可以忽略。

图１．８　双联推车机械运动模型　

根据牛顿第二定律，列写两辆推车的运动方程为

犕１狔̈１＝狌－犽１（狔１－狔２）－犫１（狔
·
１－狔

·
２）

犕２狔̈２＝犽１（狔１－狔２）＋犫１（狔
·
１－狔

·
２）－犽２狔２－犫２狔

·
２

定义状态变量狓１＝狔１，狓２＝狔２，狓３＝狔
·
１，狓４＝狔

·
２，则双联推车机械运动系统的状态空间模

型为
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狓
·
１

狓
·
２

狓
·
３

狓
·

熿

燀

燄

燅４

＝

０ ０ １ ０

０ ０ ０ １

－
犽１
犕１

犽１
犕１

－
犫１
犕１

犫１
犕１

犽１
犕２

－
犽１＋犽２
犕２

犫１
犕２

－
犫１＋犫２
犕

熿

燀

燄

燅２

狓１

狓２

狓３

狓

熿

燀

燄

燅４

＋

０

０

１
犕１

熿

燀

燄

燅０

狌

狔１

狔
［ ］
２

＝
１ ０ ０ ０［ ］
０ １ ０ ０

狓１

狓２

狓３

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ４

【例１５】　直流他励电机等效电路如图１．９所示。犚ａ、犔ａ分别为电枢电路的电阻和电感，

犻ａ为电枢电流，犑表示机械旋转部分的转动惯量，犫为旋转部分的摩擦系数，ω、θ分别为机械旋

转部分的转速和转角，狌ａ为控制输入。

图１．９　直流他励电机等效电路　

根据牛顿定律，有

ｄθ
ｄ狋
＝ω

ｄω
ｄ狋
＝－
犫
犑
ω＋
犓
犑
犻ａ

其中，犓是转矩系数。

在电枢回路中，根据基尔霍夫电压方程，有

犔ａ
ｄ犻ａ
ｄ狋
＋犚ａ犻ａ＋犈＝狌ａ

由电磁感应定律，则感应电动势犈可表达为

犈＝犓ｅω

其中，犓ｅ是感应电动势系数。

定义状态变量狓１＝θ，狓２＝ω，狓３＝犻ａ，则直流他励电机的状态空间模型为

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

０ １ ０

０ －
犫
犑

犓
犑

０ －
犓ｅ
犔ａ

－
犚ａ
犔

熿

燀

燄

燅ａ

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

０

０

１
犔

熿

燀

燄

燅ａ

狌

狔＝［１ ０ ０］

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３
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３由系统的微分方程或传递函数确定状态空间模型

由系统的微分方程或传递函数确定状态空间模型，称为实现问题。状态空间模型描述了

传递函数确定的输入、输出关系，同时描述系统的内部关系。注意：从微分方程或传递函数推

导的状态空间模型不唯一，即实现的非唯一性。

考虑单变量线性定常系统，其运动方程是狀阶线性定常微分方程：

狔
（狀）＋犪狀－１狔

（狀－１）＋…＋犪１狔
·
＋犪０狔＝犫犿狌

（犿）＋犫犿－１狌
（犿－１）＋…＋犫１狌

·
＋犫０狌 （１．１２）

传递函数为

犌（狊）＝
犢（狊）

犝（狊）
＝
犫犿狊

犿＋犫犿－１狊
犿－１＋…＋犫１狊＋犫０

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

，犿≤狀 （１．１３）

建立对应的状态空间模型

狓
·
＝犃狓＋犅狌

狔＝犆狓＋犇
｛ 狌

（１．１４）

当犿＜狀时，式（１．１４）中犇＝０；当犿＝狀时，式（１．１４）中犇＝犫犿≠０，传递函数可表示为

犌（狊）＝犫犿＋
（犫犿－１－犪狀－１犫犿）狊狀－１＋（犫犿－２－犪狀－２犫犿）狊狀－２＋…＋（犫０－犪０犫犿）

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

（１．１５）

显然，输出中包含和输入直接相关的项。

虽然实现是非唯一的，但只要不出现零极点对消，狀阶系统中必有狀个独立状态变量，同

时有狀个一阶微分方程等效。同一个动态系统的实现中，矩阵犃的元素不尽相同，但其特征

根相同。无零极点对消的传递函数的实现问题称为最小实现。

针对式（１．１５）中的传递函数，引入定义犢１（狊）
１

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

犝（狊），则

犢（狊）＝犫犿犝（狊）＋犢１（狊）［（犫犿－１－犪狀－１犫犿）狊狀－１＋（犫犿－２－犪狀－２犫犿）狊狀－２＋…＋（犫０－犪０犫犿）］

（１．１６）

对式（１．１６）进行拉普拉斯反变换，则有

狔（狋）＝犫犿狌（狋）＋（犫犿－１－犪狀－１犫犿）狔
（狀－１）
１ （狋）＋（犫犿－２－犪狀－２犫犿）狔

（狀－２）
１ （狋）＋…＋（犫０－犪０犫犿）狔１（狋）

其模拟结构图如图１．１０所示。

图１．１０　模拟结构图　
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选择状态变量狓１＝狔１，狓２＝狔
·
１，…，狓狀－１＝狔狀－２１ ，狓狀＝狔狀－１１ ，则状态空间模型为

狓
·
１＝狓２

狓
·
２＝狓３



狓
·
狀－１＝狓狀

狓
·
狀＝－犪狀－１狓狀…－犪１狓２－犪０狓１＋狌

狔＝犫犿狌＋（犫犿－１－犪狀－１犫犿）狓狀＋（犫犿－２－犪狀－２犫犿）狓狀－１＋…＋（犫０－犪０犫犿）狓１

（１．１７）

或向量矩阵形式

狓
·
１

狓
·
２



狓
·
狀－１

狓
·

熿

燀

燄

燅狀

＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １ … ０

    

０ ０ ０ … １

－犪０ －犪１ －犪２ … －犪狀










熿

燀

燄

燅－１

狓１

狓２



狓狀－１

狓

熿

燀

燄

燅狀

＋

０

０





熿

燀

燄

燅

０

１

狌

狔＝ （犫０－犪０犫犿） （犫１－犪１犫犿） … （犫犿－２－犪狀－２犫犿） （犫犿－１－犪狀－１犫犿［ ］）

狓１

狓２



狓狀－１

狓

熿

燀

燄

燅狀

＋犫犿

烅

烄

烆

狌

（１．１８）

前面已指出，动态系统的实现是非唯一的。针对定常系统（１．１３），模拟结构图１．１１和图

１．１０是等效的。

图１．１１　模拟结构图　

将模拟结构图１．１１中输入量狌的各阶导数进行等效移动，得图１．１２（ａ）。将图１．１２（ａ）

中的综合点等效前移，得到等效的模拟结构图，如图１．１２（ｂ）所示。

由图１．１２（ｂ）推导传递函数为

犌（狊）＝β
犿（狊犿＋犪犿－１狊犿－１＋…＋犪１狊＋犪０）＋β犿－１（狊

犿－１＋犪犿－１狊
犿－２＋…＋犪１）＋…＋β１（狊＋犪犿－１）＋β０

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

＝β
犿狊
犿＋（犪犿－１β犿＋β犿－１）狊

犿－１＋…＋（犪１β犿＋犪２β犿－１＋…＋β１）狊＋（犪０β犿＋犪１β犿－１＋…＋β０）

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

（１．１９）
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图１．１２　模拟结构图　

对比传递函数式（１．１３），采用待定系数法，确定未知系数β犻为

β犿＝犫犿

犪犿－１β犿＋β犿－１＝犫犿－１



犪１β犿＋犪２β犿－１＋…＋β１＝犫１

犪０β犿＋犪１β犿－１＋…＋β０＝犫０

则有

β犿 ＝犫犿

β犿－１＝犫犿－１－犪犿－１β犿



β１＝犫１－∑
犿－１

犻＝１

犪犻β犿＋１－犻

β０＝犫０－∑
犿－１

犻＝０

犪犻β犿－犻

（１．２０）

根据模拟结构图１．１２（ａ），选择每个积分器的输出为状态变量，则式（１．１３）的状态空间模
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型也可表示为

狓
·
１

狓
·
２



狓
·
狀－１

狓
·

熿

燀

燄

燅狀

＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １ … ０

    

０ ０ ０ … １

－犪０ －犪１ －犪２ … －犪狀










熿

燀

燄

燅－１

狓１

狓２



狓狀－１

狓

熿

燀

燄

燅狀

＋

β犿－１

β犿－２



β１

β

熿

燀

燄

燅０

狌

狔＝ １ ０ …［ ］０ ０

狓１

狓２



狓狀－１

狓

熿

燀

燄

燅狀

＋β犿

烅

烄

烆

狌

（１．２１）

【例１６】　单回路控制系统如图１．１３所示。

图１．１３　单回路控制系统　

其闭环传递函数为

犌（狊）＝
２狊２＋６狊＋４

狊３＋９狊２＋１８狊＋４

对应式（１．１３）中传递函数，系数分别为

犪２＝９，犪１＝１８，犪０＝４，犫３＝０，犫２＝２，犫１＝６，犫０＝４

根据式（１．１８），状态空间模型为

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

０ １ ０

０ ０ １






熿

燀

燄

燅－４ －１８ －９

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

　０　

　０　

　１


熿

燀

燄

燅　

狌

狔＝［４ ６ ２］

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３

根据式（１．２１），状态空间模型为

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

０ １ ０

０ ０ １






熿

燀

燄

燅－４ －１８ －９

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

２

－１２

熿

燀

燄

燅７６

狌

狔＝［１ ０ ０］

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３

其中，β犻的取值见式（１．２０）。

注意：上述两种状态空间模型中状态变量的选取是不同的。
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１３　动态系统状态空间模型的线性变换

１３１　动态系统状态空间模型的非唯一性

对给定的定常系统，状态变量的选取方式不唯一，其状态空间模型表达式也不唯一。但所

选取的状态向量之间，可实现线性变换。

针对如下的定常系统

狓
·
＝犃狓＋犅狌，狓（０）＝狓０

狔＝犆狓＋
烅
烄

烆 犇狌
（１．２２）

存在任意一个非奇异变换矩阵犜，对原状态向量狓实现线性变换，得到另一状态变量狕为

狓＝犜狕 （１．２３）

其逆变换为

狕＝犜－１狓 （１．２４）

在状态变量狕下，式（１．２２）转化为

狕
·
＝犜－１犃犜狕＋犜－１犅狌，狕（０）＝犜－１狓０

狔＝犆犜狕＋
烅
烄

烆 犇狌
（１．２５）

【例１７】　某动态系统的状态空间模型为

狓
·
＝
０ －３［ ］
１ ４

狓＋［］３
０
狌，狓（０）＝［］１

１

狔＝［０ ２］

烅

烄

烆 狓

（１）若取变换矩阵犜１＝
２ １［ ］
１ ０

，则变换后的状态向量为

狕１＝犜
－１
１狓＝

０ １［ ］
１ －２

狓

变换后的状态空间模型为

狕
·
１＝犜

－１
１ 犃犜１狕１＋犜

－１
１ 犅狌

＝
０ １［ ］
１ －２

０ －３［ ］
１ ４

２ １［ ］
１ ０

狕１＋
０ １［ ］
１ －２

［］３
０
狌＝

６ １［ ］
－１５ －２

狕１＋［］０
３
狌

狔＝犆犜１狕１＋犇狌＝［２ ０］狕１

狕１（０）＝犜－１
１狓０＝

０ １［ ］
１ －２

［］１
１
＝
１［ ］

烅

烄

烆 －１

（２）若取变换矩阵犜２＝
－３ －１［ ］
１ １

，则变换后的状态向量为

狕２＝犜
－１
２狓＝

１
２

－１ －１［ ］
１ ３

狓

变换后的状态空间模型为
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狕
·
２＝犜

－１
２ 犃犜２狕２＋犜

－１
２ 犅狌

　＝
１
２

－１ －１［ ］
１ ３

０ －３［ ］
１ ４

－３ －１［ ］
１ １

狕２＋
１
２

－１ －１［ ］
１ ３

［］３
０
狌＝

１ ０［ ］
０ ３

狕２＋
１
２

－３［ ］
３
狌

狔＝犆犜２狕２＋犇狌＝［２ ２］狕２

狕２（０）＝犜－１
２狓０＝

１
２

－１ －１［ ］
１ ３

［］１
１
＝
－１［ ］

烅

烄

烆 ２

（３）若将（２）中的矩阵犅由
１
２

－３［ ］
３
变换成［］１

１
，可取变换矩阵犜３＝

－
３
２

０

０

熿

燀

燄

燅
３
２

，则变换

后的状态向量为

狕３＝犜
－１
３狕２＝

２
３

－１ ０［ ］
０ １

狕２

变换后的状态空间模型为

狕
·
３＝
２
３

－１ ０［ ］
０ １

１ ０［ ］
０ ３

－
３
２

０

０

熿

燀

燄

燅
３
２

狕２＋
２
３

－１ ０［ ］
０ １

１
２

－３［ ］
３
狌＝

１ ０［ ］
０ ３

狕２＋［］１
１
狌

狔＝［２ ２］
－
３
２

０

０

熿

燀

燄

燅
３
２

狕３＝［－３ ３］狕３

狕３（０）＝
２
３

－１ ０［ ］
０ １

－１［ ］
２
＝
２
３［］

烅

烄

烆

１

２

下面将给出动态系统的几个重要定义。

定义１１系统特征值：针对定常系统（１．２２），定义方阵犃的特征值为系统特征值。方阵犃

的特征值，即特征方程λ犐－犃 ＝０的根。若犃∈瓗狀×狀，则系统有狀个特征值。若犃为实数矩

阵，则系统特征值为实数或共轭复数；若犃为实对称矩阵，则系统特征值为实数。

注意：针对定常系统（１．２２），其状态空间模型表达式不唯一，但系统特征值具有不变性。

证明：针对定常系统（１．２２），线性变换后，其状态空间模型表达式转化为式（１．２５），特征方

程λ犐－犜
－１犃犜 ＝０满足

λ犐－犜
－１犃犜 ＝λ犜

－１犜－犜－１犃犜 ＝ 犜－１
λ犜－犜

－１犃犜

＝ 犜－１（λ犐－犃）犜 ＝ 犜－１
λ犐－犃 犜

＝ 犜－１犜 λ犐－犃 ＝λ犐－犃

式（１．２２）和式（１．２５）中，特征方程的根相同，则系统特征值不变。

定义１２系统特征向量：针对系统方阵犃，若存在向量犘犻∈瓗狀，使得犃犘犻＝λ犻犘犻成立，则称

犘犻为犃对应于特征值λ犻的特征向量，其中特征值λ犻为标量。

【例１８】　求犃＝

０ １ ０

３ ０ ２

熿

燀

燄

燅－１２ －７ －６

的特征向量。
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解：方阵犃的特征方程为

λ犐－犃 ＝

λ －１ ０

－３ λ －２

１２ ７ λ＋６

＝λ
３＋６λ

２＋１１λ＋６＝（λ＋１）（λ＋２）（λ＋３）＝０

解得λ１＝－１，λ２＝－２，λ３＝－３。

假设对应于λ１＝－１的特征向量犘１＝

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

，根据特征向量的定义犃犘１＝λ１犘１，则有

０ １ ０

３ ０ ２

熿

燀

燄

燅－１２ －７ －６

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

＝－１×

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

因此，有狆１１＝－狆２１＝－狆３１。选择犘１＝

１

－１

熿

燀

燄

燅－１

。

同理，计算对应λ２＝－２和λ３＝－３的特征向量分别为犘２＝

２

－４

熿

燀

燄

燅１

和犘３＝

１

－３

熿

燀

燄

燅３

。

１３２　动态系统状态空间模型的约当标准型

１约当标准型

定义１３约当标准型：定常系统（１．２２）的约当标准型定义为

狕
·
＝犑狕＋犜－１犅狌，狕（０）＝狕０

狔＝犆犜狕＋
烅
烄

烆 犇狌
（１．２６）

λ犻（犻＝１，２，…，狀）为系统特征值，约当标准型矩阵犑定义为

犑＝

λ１

λ２ ０

０ 

λ

熿

燀

燄

燅狀

，系统特征值无重根

λ１ １ ０

λ１  ０

 １

０ λ１

λ狇＋１

０ 

λ














熿

燀

燄

燅狀

，系统特征值有狇个重根λ

烅

烄

烆

１

（１．２７）

建立系统（１．２２）约当标准型的关键在于求取线性变换矩阵犜。

（１）系统特征值无重根时

犜＝［犘１ 犘２ … 犘狀］ （１．２８）

其中，犘犻为互异特征根λ犻（犻＝１，２，…，狀）对应的特征向量。
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证明：由于系统特征值λ犻（犻＝１，２，…，狀）互异，则特征向量犘犻是线性无关的，因此犜＝

［犘１ 犘２ … 犘狀］是非奇异的，即犜－１存在。

在犃犜＝犃［犘１ 犘２ … 犘狀］中，由特征向量的定义知犃犘犻＝λ犻犘犻，则

　　　　犃犜＝［犃犘１ 犃犘２ … 犃犘狀］＝［λ１犘１ λ２犘２ … λ狀犘狀］

＝［犘１ 犘２ … 犘狀］

λ１

λ２ ０

０ 

λ

熿

燀

燄

燅狀

＝犜

λ１

λ２ ０

０ 

λ

熿

燀

燄

燅狀

（１．２９）

式（１．２９）两边左乘犜－１，有

犜－１犃犜＝犜－１犜

λ１

λ２ ０

０ 

λ

熿

燀

燄

燅狀

＝

λ１

λ２ ０

０ 

λ

熿

燀

燄

燅狀

即矩阵犜－１犃犜是对角矩阵。

【例１９】　将以下动态系统转换为约当标准型：

狓
·
＝

０ １ ０

３ ０ ２

熿

燀

燄

燅－１２ －７ －６

狓＋

熿

燀

燄

燅

０

０

１

狌

狔＝［１ ０ ０］

烅

烄

烆 狓

解：方阵犃的特征值和对应的特征向量在例１．８已求出，为

λ１＝－１，λ２＝－２，λ３＝－３

犘１＝

１

－１

熿

燀

燄

燅－１

，犘２＝

２

－４

熿

燀

燄

燅１

，犘３＝

１

－３

熿

燀

燄

燅３

线性变换矩阵及其逆矩阵选取为

犜＝［犘１ 犘２ 犘３］＝

１

－１

－１

２

－４

１

１

－３

熿

燀

燄

燅３

犜－１＝
１
２

９

－６

５

５

－４

３

２

－２

熿

燀

燄

燅２

线性变换后的状态空间模型为

狕
·
＝犑狕＋犜－１犅狌＝犜－１犃犜狕＋犜－１犅狌＝

－１

０

０

０

－２

０

０

０

熿

燀

燄

燅－３

狕＋

１

－１

熿

燀

燄

燅１

狌

狔＝犆犜＝［１ ２ １］

烅

烄

烆 狕

（２）系统特征值有重根时

设犃的特征值λ１有狇个重根，其他狀－狇个特征值λ犻互异，选取如下线性变换矩阵

犜＝［犘１ 犘２ … 犘狇 犘狇＋１ … 犘狀］
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其中，犘犻（犻＝狇＋１，…，狀）为互异特征值对应的特征向量。重根λ１所对应的特征向量按下式

求取：

λ１犘１－犃犘１＝０

λ１犘２－犃犘２＝－犘１



λ１犘狇－犃犘狇＝－犘狇

烅

烄

烆 －１

犘１是λ１对应的特征向量，犘犻（犻＝２，…，狇）是广义特征向量。

【例１１０】　将以下动态系统转换为约当标准型：

狓
·
＝

－１ １ ０

０ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －２

狓＋

３ １

２ ７

熿

燀

燄

燅５ ３

狌

狔＝
１ ２ ０［ ］
０ １ １

烅

烄

烆
狓

解：系统特征方程为

λ犐－犃 ＝

λ＋１ －１ ０

０ λ＋１ ０

０ ０ λ＋２

＝（λ＋１）（λ＋２）２＝０

解得λ１，２＝－１，λ３＝－２。

对应于λ１，２＝－１的特征向量犘１＝

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

满足：

－１ １ ０

０ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －２

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

＝－１×

狆１１

狆２１

狆

熿

燀

燄

燅３１

因此，有犘１＝

熿

燀

燄

燅

１

０

０

。

对应于λ１，２＝－１的广义特征向量犘２满足λ１犘２－犃犘２＝－犘１，即

犘２＋

－１ １ ０

０ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －２

犘２＝

熿

燀

燄

燅

１

０

０

则犘２＝

熿

燀

燄

燅

０

１

０

。

计算对应λ３＝－２的特征向量为犘３＝

熿

燀

燄

燅

０

０

２

。

线性变换矩阵及其逆矩阵选取为
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犜＝［犘１ 犘２ 犘３］＝

１

０

０

０

１

０

熿

燀

燄

燅

０

０

２

犜－１＝
１
２

２

０

０

０

２

０

熿

燀

燄

燅

０

０

１

线性变换后的状态空间模型为

狕
·
＝犑狕＋犜－１犅狌＝犜－１犃犜狕＋犜－１犅狌＝

－１ １ ０

０ －１ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ －２

狕＋
１
２

６ ２

４ １４

熿

燀

燄

燅５ ３

狌

狔＝犆犜＝
１ ２ ０［ ］
０ １ ２

烅

烄

烆
狕

特殊地，方阵犃为标准型犃＝

０ １ ０ … ０

０ ０ １ … ０

    

０ ０ ０ … １

－犪０ －犪１ －犪２ … －犪狀










熿

燀

燄

燅－１

。

（１）特征值无重根

犜＝

１ １ … １

λ１ λ２ … λ狀

λ
２
１ λ

２
２ … λ

２
狀

   

λ
狀－１
１ λ

狀－１
２ … λ

狀－１

熿

燀

燄

燅狀

（１．３０）

线性变换矩阵犜是范德蒙德（Ｖａｎｄｅｒｍｏｎｄｅ）矩阵。

（２）特征值有重根（以λ１是三重根为例）

犜＝

１ ０ ０ … １ … １

λ１ １ ０ … λ４ … λ狀

λ
２
１ ２λ１ １ … λ

２
４ … λ

２
狀

      

λ
狀－１
１

ｄ
ｄλ１
（λ狀－１１ ） １

２
ｄ２

ｄλ
２
１

（λ狀－１１ ） … λ
狀－１
４ … λ

狀－１

熿

燀

燄

燅
狀

（１．３１）

（３）特征值有共轭复根（以４阶为例，λ１，２＝σ±ｊω，λ３≠λ４）

犜＝

１ ０ １ １

σ ω λ３ λ４

σ
２－ω

２ ２σω λ
２
３ λ

２
４

σ
３－３σω

２ ３σ
２
ω－ω

３
λ
３
３ λ

熿

燀

燄

燅３４

（１．３２）

且有
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犑＝犜－１
ΑΤ＝

σ ω ０ ０

－ω σ ０ ０

０ ０ λ３ ０

０ ０ ０ λ

熿

燀

燄

燅４

（１．３３）

２动态系统的并联型实现

传递函数为

犌（狊）＝
犫犿狊

犿＋犫犿－１狊
犿－１＋…＋犫１狊＋犫０

狊狀＋犪狀－１狊
狀－１＋…＋犪１狊＋犪０

（１．３４）

系统（１．３４）特征值λ犻是互异的，或者有重根。下面将分情况讨论。

（１）特征值互异时，传递函数可展开成分式形式

　　　　　　　　　犌（狊）＝
犫犿狊

犿＋犫犿－１狊
犿－１＋…＋犫１狊＋犫０

（狊－λ１）（狊－λ２）…（狊－λ狀）

＝
犮１
狊－λ１

＋
犮２
狊－λ２

＋…＋
犮狀
狊－λ狀

（１．３５）

式（１．３５）对应的积分器并联型模拟结构图如图１．１４（ａ）或（ｂ）所示。

图１．１４　积分器并联型模拟结构图　

选取积分器的输出为状态变量，系统状态空间模型是对偶的，可表示为

狓
·
１

狓
·
２



狓
·

熿

燀

燄

燅狀

＝

λ１ ０ … ０

０ λ２ … ０

   

０ ０ … λ

熿

燀

燄

燅狀

狓１

狓２



狓

熿

燀

燄

燅狀

＋

１

１



熿

燀

燄

燅１

狌

狔＝［犮１ 犮２ … 犮狀］

狓１

狓２



狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 狀

（１．３６）
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或

狓
·
１

狓
·
２



狓
·

熿

燀

燄

燅狀

＝

λ１ ０ … ０

０ λ２ … ０

   

０ ０ … λ

熿

燀

燄

燅狀

狓１

狓２



狓

熿

燀

燄

燅狀

＋

犮１

犮２



犮

熿

燀

燄

燅狀

狌

狔＝［１ １ … １］

狓１

狓２



狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 狀

（１．３７）

（２）特征值有重根

假设λ１为狇重根，其他特征值λ犻（犻＝狇＋１，…，狀）互异。此时，传递函数可展开成分式形式

犌（狊）＝
犮１狇
（狊－λ１）狇

＋
犮１（狇－１）
（狊－λ１）狇－１

＋…＋
犮１１
狊－λ１

＋
犮狇＋１
狊－λ狇＋１

＋…＋
犮狀
狊－λ狀

（１．３８）

式（１．３８）对应的一种模拟结构图如图１．１５所示。

图１．１５　模拟结构图　

显然，狇重根特征值是积分器串联形式，互异特征值是积分器并联形式。状态空间模型可

表示为

狓
·
１

狓
·
２



狓
·
狇

狓
·
狇＋１



狓
·

熿

燀

燄

燅狀

＝

λ１ １ ０

λ１  ０

 １

０ λ１

λ狇＋１

０ 

λ














熿

燀

燄

燅狀

狓１

狓２



狓狇

狓狇＋１



狓

熿

燀

燄

燅狀

＋

０

０



１

１





熿

燀

燄

燅１

狌

狔＝［犮１狇 犮１（狇－１） … 犮１１ 犮狇＋１ … 犮 狀］

狓１

狓２



狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 狀

（１．３９）
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１３３　从状态空间模型求取传递函数阵

上面介绍了从传递函数求取状态空间模型的系统实现问题，本节将讨论从状态空间模型

求取传递函数阵问题。

已知动态系统的状态空间模型

狓
·
＝犃狓＋犅狌

狔＝犆狓＋
｛ 犇狌

（１．４０）

其中，狓为狀维状态向量；犃为狀×狀维系统矩阵；犅为狀×狉维输入矩阵；狌为狉维输入向量；

狔为犿维输出向量；犆为犿×狀维输出矩阵；犇为犿×狉维直接传递矩阵。

在零初始条件的前提下，对式（１．４０）进行拉普拉斯变换，得

犡（狊）＝（狊犐－犃）－１犅犝（狊）

犢（狊）＝（犆（狊犐－犃）－１犅＋犇）犝（狊｛ ）
（１．４１）

因此，犝（狊）与犡（狊）间的传递函数阵为

犌犝犡（狊）＝（狊犐－犃）－１犅∈瓗狀
×狉 （１．４２）

犝（狊）与犢（狊）间的传递函数阵为

　　　　　　犌（狊）＝犆（狊犐－犃）－１犅＋犇＝

犌１１（狊） 犌１２（狊） … 犌１狉（狊）

犌２１（狊） 犌２２（狊） … 犌２狉（狊）

   

犌犿１（狊） 犌犿２（狊） … 犌犿狉（狊

熿

燀

燄

燅）

＝
１

狊犐－犃
［犆ａｄｊ（狊犐－犃）犅＋犇狊犐－犃 ］∈瓗犿

×狉 （１．４３）

其中，犌犻犼（狊）是标量传递函数，表示第犼个输入对第犻个输出的影响。当犻≠犼时，犌犻犼（狊）表示不

同标号的输入和输出有耦合关系。

式（１．４３）中，犌（狊）的分母狊犐－犃 是系统矩阵的特征多项式。可以证明，同一动态系统，

可以用不同的状态空间模型表示，但传递函数阵是相同的。采用线性变换狕＝犜－１狓后，新的状

态空间模型为

狕
·
＝犜－１犃犜狕＋犜－１犅狌

狔＝犆犜狕＋
｛ 犇狌

（１．４４）

对应的传递函数阵犌（狊）为

　　　犌（狊）＝犆犜（狊犐－犜－１犃犜）－１犜－１犅＋犇＝犆（犜（狊犐－犜－１犃犜）犜－１）－１犅＋犇

＝犆（狊犐－犃）－１犅＋犇 （１．４５）

已证，同一动态系统的传递函数阵是唯一的。

１３４　子系统组合后的传递函数阵

在实际系统中，系统由多个子系统并联、串联或反馈组合而成，本节将讨论子系统组合后

等效的传递函数阵。

假设第１个子系统∑（犃１，犅１，犆１，犇１）的状态空间模型为

狓
·
１＝犃１狓１＋犅１狌１

狔１＝犆１狓１＋犇１狌
｛

１

（１．４６）

假设第２个子系统∑（犃２，犅２，犆２，犇２）的状态空间模型为
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狓
·
２＝犃２狓２＋犅２狌２

狔２＝犆２狓２＋犇２狌
｛

２

（１．４７）

１子系统并联连接

子系统并联，即各子系统输入相同，而组合系统的输出是各子系统输出的代数和。子系统

并联连接的结构图如图１．１６所示。

图１．１６　子系统并联连接的结构图　

由于狌＝狌１＝狌２，狔＝狔１±狔２，子系统并联连接的状态空间模型为

狓
·
１

狓
·

熿

燀

燄

燅２
＝
犃１

犃
［ ］

２

狓１

狓
［ ］
２

＋
犅１
犅［ ］
２
狌

狔＝［犆１ ±犆２］
狓１

狓
［ ］
２

＋（犇１±犇２）

烅

烄

烆
狌

（１．４８）

因此，等效传递函数阵为

　　　　犌（狊）＝［犆１ ±犆２］
（狊犐－犃１）－１

（狊犐－犃２）

熿

燀

燄

燅－１

犅１

犅

熿

燀

燄

燅２
＋（犇１±犇２）

＝（犆１（狊犐－犃１）－１犅１＋犇１）±（犆２（狊犐－犃２）－１犅２＋犇２）

＝犌１（狊）±犌２（狊） （１．４９）

子系统并联连接的等效传递函数阵，等于子系统传递函数阵的代数和。

２子系统串联

子系统串联连接的结构图如图１．１７所示。

图１．１７　子系统串联连接的结构图　

子系统串联连接的等效传递函数阵为

犌（狊）＝
犢（狊）

犝（狊）
＝
犢２（狊）

犝２（狊）
犢１（狊）

犝１（狊）
＝犌２（狊）犌１（狊） （１．５０）

子系统串联连接的等效传递函数阵，等于子系统传递函数阵的乘积。

３子系统反馈连接

子系统反馈连接的结构图如图１．１８所示。
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图１．１８　子系统反馈连接的结构图　

由于狌１＝狌－狔２，狌２＝狔１，子系统反馈连接的状态空间模型为

狓
·
１

狓
·

熿

燀

燄

燅２
＝
犃１ －犅１犆２

犅２犆１ 犃
［ ］

２

狓１

狓
［ ］
２

＋
犅１［ ］
０
狌

狔＝［犆１ ０］
狓１

狓
［ ］

烅

烄

烆 ２

（１．５１）

因此，等效传递函数阵为

　　　　　　　犌（狊）＝［犆１ ０］
狊犐－犃１ 犅１犆２

－犅２犆１ 狊犐－犃
［ ］

２

－１ 犅１［ ］
０

＝犌１（狊）（犐＋犌２（狊）犌１（狊））－１

＝（犐＋犌１（狊）犌２（狊））－１犌１（狊） （１．５２）

１４　线性时变系统和非线性系统的状态空间模型

１４１　线性时变系统

在线性状态空间模型中，系统矩阵的元素依赖于时间，则系统称为线性时变系统。

狓
·
＝犃（狋）狓＋犅（狋）狌

狔＝犆（狋）狓＋犇（狋）｛ 狌
（１．５３）

式中

犃＝

犪１１（狋）犪１２（狋） … 犪１狀（狋）

犪２１（狋）犪２２（狋） … 犪２狀（狋）

   

犪狀１（狋）犪狀２（狋） … 犪狀狀（狋

熿

燀

燄

燅）

∈瓗
狀×狀

犅＝

犫１１（狋） … 犫１狉（狋）

  

犫狀１（狋） … 犫狀狉（狋

熿

燀

燄

燅）

∈瓗
狀×狉

犆＝

犮１１（狋） 犮１２（狋） … 犮１狀（狋）

犮２１（狋） 犮２２（狋） … 犮２狀（狋）

   

犮犿１（狋）犮犿２（狋） … 犮犿狀（狋

熿

燀

燄

燅）

∈瓗
犿×狀

犇＝

犱１１（狋） … 犱１狉（狋）

  

犱犿１（狋） … 犱犿狉（狋

熿

燀

燄

燅）

∈瓗
犿×狉
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１４２　非线性系统

非线性系统的动态特性表示为

狓
·
＝犳（狓，狌，狋）

狔＝犵（狓，狌，狋｛ ）
（１．５４）

式中，狓＝［狓１，狓２，…，狓狀］Ｔ∈瓗狀 为状态向量；狔＝［狔１，狔２，…，狔犿］Ｔ∈瓗犿 为输出向量；狌＝

［狌１，狌２，…，狌狉］Ｔ∈瓗狉为输入向量；犳＝［犳１，犳２，…，犳狀］Ｔ∈瓗狀，犵＝［犵１，犵２，…，犵犿］Ｔ∈瓗犿 为向

量函数。

非线性系统的动态特性也可表示为

狓
·
犻＝犳犻（狓１，狓２，…，狓狀；狌１，狌２，…，狌狉；狋），　　犻＝１，２，…，狀

狔犼＝犵犼（狓１，狓２，…，狓狀；狌１，狌２，…，狌狉；狋），　　犼＝１，２，…，
｛ 犿

（１．５５）

若式（１．５４）或式（１．５５）的表达式不显式含时间，则为非线性时不变系统：

狓
·
＝犳（狓，狌）

狔＝犵（狓，狌｛ ）
（１．５６）

假设（狓０，狌０，狔０）是满足式（１．５６）的一组解：

狓
·
０＝犳（狓０，狌０）

狔０＝犵（狓０，狌０
｛ ）

（１．５７）

当考虑输入狌对狌０的偏离δ狌、狓对狓０的偏离δ狓、狔对狔０的偏离δ狔时，可对非线性时不

变系统（１．５６）的平衡点线性化，即对犳，犵在（狓０，狌０）附近进行泰勒级数展开：

犳（狓，狌）＝犳（狓０，狌０）＋
犳
狓 狓０

，狌０

δ狓＋
犳
狌 狓０

，狌０

δ狌＋ε犳（δ狓，δ狌）

犵（狓，狌）＝犵（狓０，狌０）＋
犵
狓 狓０

，狌０

δ狓＋
犵
狌 狓０

，狌０

δ狌＋ε犵（δ狓，δ狌）

（１．５８）

式中，ε犳（δ狓，δ狌），ε犵（δ狓，δ狌）是关于δ狓，δ狌的高阶项；
犳
狓
，犳
狌
，犵
狓
，犵
狌
是向量函数犳（狓，狌），犵（狓，狌）相

对状态向量狓和输入向量狌的偏导数矩阵：

犳
狓
＝

犳１
狓１

犳１
狓２

… 犳１
狓狀

犳２
狓１

犳２
狓２

… 犳２
狓狀

   

犳狀
狓１

犳狀
狓２

… 犳狀
狓

熿

燀

燄

燅狀

∈瓗
狀×狀，犳
狌
＝

犳１
狌１

犳１
狌２

… 犳１
狌狉

犳２
狌１

犳２
狌２

… 犳２
狌狉

   

犳狀
狌１

犳狀
狌２

… 犳狀
狌

熿

燀

燄

燅狉

∈瓗
狀×狉

犵
狓
＝

犵１
狓１

犵１
狓２

… 犵１
狓狀

犵２
狓１

犵２
狓２

… 犵２
狓狀

   

犵犿
狓１

犵犿
狓２

… 犵犿
狓

熿

燀

燄

燅狀

∈瓗
犿×狀，犵
狌
＝

犵１
狌１

犵１
狌２

… 犵１
狌狉

犵２
狌１

犵２
狌２

… 犵２
狌狉

   

犵犿
狌１

犵犿
狌２

… 犵犿
狌

熿

燀

燄

燅狉

∈瓗
犿×狉

忽略高阶项ε犳（δ狓，δ狌），ε犵（δ狓，δ狌），则式（１．５８）可表示为
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δ狓
·
＝狓
·
－狓
·
０＝
犳
狓 狓０

，狌０

δ狓＋
犳
狌 狓０

，狌０

δ狌

δ狔＝狔－狔０＝
犵
狓 狓０

，狌０

δ狓＋
犵
狌 狓０

，狌０

δ狌

（１．５９）

定义狓－＝δ狓，狌－＝δ狌，狔－＝δ狔，犃＝
犳
狓 狓０

，狌０

，犅＝
犳
狌 狓０

，狌０

，犆＝
犵
狓 狓０

，狌０

，犇＝
犵
狌 狓０

，狌０

，则线性

化后的状态空间模型为

狓－
·

＝犃狓－＋犅狌－

狔－＝犆狓－＋犇狌
烅
烄

烆 －
（１．６０）

【例１１１】　求如下非线性系统

狓
·
１＝狓２

狓
·
２＝狓１＋狓２＋１．４狓

３
２＋３狌

狔＝狓１＋狓

烅

烄

烆 ２

在狓０＝０处的线性化状态空间模型。

解：非线性系统的状态方程和输出方程为

犳１（狓１，狓２，狌）＝狓２

犳２（狓１，狓２，狌）＝狓１＋狓２＋１．４狓３２＋３狌

犵（狓１，狓２，狌）＝狓１＋狓２

则有

犳１
狓１ 狓０＝０

＝０，
犳１
狓２ 狓０＝０

＝１，
犳２
狓１ 狓０＝０

＝１，
犳２
狓２ 狓０＝０

＝１，
犳１
狌 狓０＝０

＝０，
犳２
狌 狓０＝０

＝３

犵
狓１ 狓０＝０

＝１，
犵
狓２ 狓０＝０

＝１，
犵
狌 狓０＝０

＝０

线性化的状态空间模型为

狓－
·

＝
０ １［ ］
１ １

狓－＋［］０
３
狌－

狔－＝［１ １］狓

烅

烄

烆 －

１５　犕犃犜犔犃犅在动态系统状态空间模型中的应用

【例１１２】　求犃＝

０ １ ０

３ ０ ２

熿

燀

燄

燅－１２ －７ －６

的特征向量。

解：采用ＭＡＴＬＡＢ求解该问题，代码如下：

　　　　＞＞Ａ＝［０１０；３０２；－１２－７－６］；

　　＞＞［Ｖ，Ｄ］＝ｅｉｇ（Ａ）
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结果显示为：

　　　　Ｖ＝

　　 －０．５７７４　 －０．４３６４　　０．２２９４

　　　０．５７７４　　０．８７２９　 －０．６８８２

　　　０．５７７４　 －０．２１８２　 　０．６８８２

　　Ｄ＝

　　 －１．００００　　　　０　　　　　０

　　　　　０　 －２．００００　　　　　０

　　　　　０　　　　　０　 －３．００００

上述指令返回特征值的对角矩阵犇和矩阵犞，矩阵犇的对角元素是犃的特征值，矩阵犞

的列是犃对应的特征向量。

【例１１３】　将以下动态系统转换为约当标准型：

狓
·
＝

０ １ ０

３ ０ ２

熿

燀

燄

燅－１２ －７ －６

狓＋

熿

燀

燄

燅

０

０

１

狌

狔＝［１ ０ ０］

烅

烄

烆 狓

解：采用ＭＡＴＬＡＢ求解该问题，代码如下：

　　　　＞＞Ａ ＝［０１０；３０２；－１２－７－６］；

　　＞＞Ｊ ＝ｊｏｒｄａｎ（Ａ）

　　＞＞Ａ ＝［０１０；３０２；－１２－７－６］；

　　＞＞Ｂ ＝［０；０；１］；

　　＞＞Ｃ ＝［１００］；

　　＞＞Ｄ ＝０；

　　＞＞ｓｙｓ＝ｓｓ（Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ）；

　　＞＞ｃｓｙｓ＝ｃａｎｏｎ（ｓｙｓ，′ｍｏｄａｌ′）

结果显示为：

　　　　ｃｓｙｓ＝

　　　Ａ＝

　　　　　ｘ１　ｘ２　ｘ３

　　　ｘ１　－１　０　０

　　　ｘ２　０　－２　０

　　　ｘ３　０　０　－３

　　　Ｂ＝

　　　　　　　ｕ１

　　　ｘ１　－２．２９１

　　　ｘ２　　５．６７９

　　　ｘ３　　３．９０５

　　　Ｃ＝

　　　　　　　　ｘ１　　　ｘ２　　　ｘ３

　　　ｙ１　－０．４３６４　－０．３５２２　０．２５６１
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　　　　　Ｄ＝

　　　　　ｕ１

　　　ｙ１　０

　　Ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｔｉｍｅｓｔａｔｅｓｐａｃｅｍｏｄｅｌ．

小　　结

本章是现代控制理论的基础，介绍了采用时域分析方法构建动态系统的状态空间模型和

系统模型的线性变换，并阐述线性时变系统和非线性系统的状态空间模型。其中，本章重点知

识为建立状态空间模型。

人物小传———钱学森

钱学森（１９１１—２００９），中国近代力学和航天事业的奠基人之一，中国科学院学部委员

（院士），中国工程院院士。１９９９年，获中共中央、国务院、中央军委颁发的“两弹一星功勋奖

章”。钱学森在应用力学、工程控制论、航空工程、火箭导弹技术、系统工程和系统科学等领

域成就斐然，主要著作包括《工程控制论》《物理力学讲义》《星际航行概论》《论系统工

程》等。

钱学森是一位智慧的教育家，为我国培养了大批优秀的人才；作为一位杰出的科学

家，他对航天技术、系统科学和系统工程做出了巨大的和开拓性的贡献；他毕生探索科

学、追求真理、勇于创新、淡泊名利，为我国科技事业呕心沥血，为国家富强、民族振兴不

懈奋斗。

习　题　１

１１　根据如图１．１９所示的多回路反馈系统框图，画出模拟结构图，并求状态空间模型。

图１．１９　多回路反馈系统框图　

１２　电子电路图如图１．２０所示，选取电压源电压为输入量、电容端电压和电感电流为状

态变量，建立电路的状态方程和输出方程。

１３　双质量块弹簧系统如图１．２１所示，求该系统的状态空间模型。
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图１．２０　电子电路电路图　

图１．２１　双质量块弹簧系统　

１４　双输入双输出系统的模拟结构图如图１．２２所示，求该系统的状态空间模型和传递

函数阵。

图１．２２　双输入双输出系统的模拟结构图　

１５　根据系统的微分方程列写状态空间模型，并画出其模拟结构图。

（１）狔
…
＋４狔̈＋６狔

·
＋８狔＝２０狌

（２）狔
…
＋３狔̈＋３狔

·
＋狔＝狌

…
＋２狌̈＋４狌

·
＋狌

１６　根据系统传递函数，求约当标准型实现，并画出模拟结构图。

（１）犌（狊）＝
５（狊－２）

狊（狊＋２）（狊＋４）
　　　　　（２）犌（狊）＝

１０（狊＋２）

狊（狊＋４）３（狊＋５）

１７　潜艇的深度控制十分重要，考虑竖直方向潜艇动力学特性：

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

０ １ ０

－０．００７１ －０．１１１ ０．１２

熿

燀

燄

燅０ ０．０７ －０．３

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

０

－０．０９５

熿

燀

燄

燅０．０７２

狌

狔＝［１ ０ ０］

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３
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其中，潜艇的状态变量狓１、狓２、狓３依次为俯仰角、俯仰角速率、攻角，输入变量狌是尾部控制面

的倾斜度。画出潜艇系统的模拟结构图，并求其传递函数。

１８　直升机需要人工操控才能实现低空悬停，在恶劣天气情况下更应如此。直升机悬停

时模型的状态矩阵犃为

犃＝

０ １ ０

０ ０ １

熿

燀

燄

燅０ －６ －３

试求直升机悬停模型的特征值。

１９　计算以下矩阵的特征值和特征向量。

（１）犃＝
－３ ２［ ］
－２ －３

　　　　　　　　　　　　（２）犃＝
０ １［ ］
－１５ －８

（３）犃＝

０ １ －１

－６ －１１ ６

熿

燀

燄

燅－６ －１１ ５

（４）犃＝

１ ２ －１

－１ ０ －１

熿

燀

燄

燅４ ４ ５

１１０　将以下状态空间模型转化成约当标准型。

（１）

狓
·
１

狓
·

熿

燀

燄

燅２
＝
－３ ２［ ］
２ －３

狓１

狓
［ ］
２

＋［］０
１
狌

狔＝［１ ０］

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３

　（２）

狓
·
１

狓
·
２

狓
·

熿

燀

燄

燅３

＝

１ １ ０

－１ ０ ３

熿

燀

燄

燅－１ －１ ４

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅３

＋

２ １

３ ７

熿

燀

燄

燅５ ２

狌

狔１

狔
［ ］
２

＝
１ ０ ０［ ］
０ １ １

狓１

狓２

狓

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 ３

１１１　将以下两个子系统分别串联连接、并联连接，求组合系统的等效传递函数阵。

犌１（狊）＝

１
狊＋２

１
狊＋３

０
狊＋２
狊

熿

燀

燄

燅＋３

，　　犌２（狊）＝

１
狊＋４

１
狊＋５

１
狊＋２

熿

燀

燄

燅
０

１１２　将以下两个子系统按图１．１８所示反馈连接，求闭环传递函数阵。

犌１（狊）＝

１
狊＋２

－
１
狊

０
１
狊

熿

燀

燄

燅＋３

，　　犌２（狊）＝
１ ０［ ］
０ ２

１１３　如图１．２３所示的单摆系统，非线性运动方程为

图１．２３　单摆系统
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θ̈＋
犽
犿
θ
·

＋
犵
犔
ｓｉｎθ＝０

其中，θ为摆角，犽为支点的摩擦系数，犿为小球质量（摆杆质量忽略不计），犵为重力常数，犔为

单摆长度。

（１）推导单摆的状态空间模型。

（２）在平衡点θ（０）＝０°附近，对单摆的运动方程线性化。
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