
第３章　数字图像处理的数学基础

※本章思维导图

※学习目标

１．能编程实现数字图像处理中的基本运算。

２．熟练使用傅里叶变换等图像变换处理图像矩阵。

３．能阐述图像变换的原理和过程，并调用ＭＡＴＬＡＢ／Ｐｙｔｈｏｎ函数实现。

为了快速有效地对图像进行处理与分析，常常需要对像素矩阵进行运算、变换。本章将介绍

图像的基本运算、像素矩阵的变换及其相应的ＭＡＴＬＡＢ／Ｐｙｔｈｏｎ函数。这些数学工具在后面图

像降噪、增强、去模糊、修复与压缩中都有重要应用。

３１　数字图像的基本运算

图像间的基本运算主要包括图像的点运算、代数运算及几何运算。ＭＡＴＬＡＢ／Ｐｙｔｈｏｎ提供

了图像运算的多种函数，读者通过本节的学习可以编程实现这些基本运算。

３１１　点运算

图像的点运算用于逐点改变一幅图像的灰度分布。假设图像像素矩阵的（犻，犼）位置的灰度

值为犳（狓犻，狔犻），则图像的点运算操作涉及图像的单个像素的灰度值，其处理过程为

犵（狓犻，狔犻）＝犜（犳（狓犻，狔犻）） （３．１）

其中，犜（·）表示某类变换，例如线性变换犜（狓）＝犪狓＋犫，犪，犫为给定参数；犵（狓犻，狔犻）表示运算后

的结果。图像的点运算可以改变像素的灰度值，应用于光学仪器校准；提高目标与背景的对比

度，达到突出感兴趣区域的效果；利用灰度值划分图像区域，给图像加上轮廓线。ＭＡＴＬＡＢ中

图像线性变换函数为
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Ｚ＝ｉｍｌｉｎｃｏｍｂ（Ｋ１，Ａ１，Ｋ２，Ａ２，…，Ｋ狀，Ａ狀，Ｋ）

其中，Ｋ１，Ｋ２，…，Ｋ狀表示权重系数；Ａ１，Ａ２，…，Ａ狀表示输入图像；Ｋ表示一个常数。

３１２　代数运算

图像间的代数运算主要包括像素间的四则运算。假设两幅灰度图像分别为犳（狓，狔）和犵（狓，狔），是

大小为犕×犖像素的灰度图像。图像间的代数运算指的是对应像素间执行基本四则运算

狊（狓，狔）＝犳（狓，狔）＋犵（狓，狔） （３．２）

犱（狓，狔）＝犳（狓，狔）－犵（狓，狔） （３．３）

狆（狓，狔）＝犳（狓，狔）×犵（狓，狔） （３．４）

狏（狓，狔）＝犳（狓，狔）÷犵（狓，狔） （３．５）

其中，狓＝０，１，…，犕；狔＝０，１，…，犖。显然，经过运算所得到的图像狊（狓，狔）、犱（狓，狔）、狆（狓，狔）、

狏（狓，狔）也是大小为犕×犖像素的灰度图像。

图像间的代数运算有重要的应用，例如带有不同噪声的同一图像相加可以降噪（见例３．１）。

其他的应用包括图像相减可以增强图像的差别，图像的相乘（相除）可以用来校正阴影。在

ＭＡＴＬＡＢ／Ｐｙｔｈｏｎ中，图像间的代数运算可以通过调用函数来实现。设犡和犢表示需要运算

的两幅图像，返回值犣表示得到的操作结果，相应的函数如表３．１所示。

表３１　犕犃犜犔犃犅／犘狔狋犺狅狀中图像间的代数运算函数

加法 减法 乘法 除法

ＭＡＴＬＡＢ Ｚ＝ｉｍａｄｄ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｉｍｓｕｂｔｒａｃｔ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｉｍｍｕｌｔｉｐｌｙ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｉｍｄｉｖｉｄｅ（Ｘ，Ｙ）

Ｐｙｔｈｏｎ Ｚ＝ｃｖ２．ａｄｄ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｃｖ２．ｓｕｂｔｒａｃｔ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｃｖ２．ｍｕｌｔｉｐｌｙ（Ｘ，Ｙ） Ｚ＝ｃｖ２．ｄｉｖｉｄｅ（Ｘ，Ｙ）

　　【例３１】设犵（狓，狔）是无噪声图像，η（狓，狔）是噪声，观测犵犻（狓，狔）＝犵（狓，狔）＋η犻（狓，狔）（犻＝１，

２，…，犽），若噪声η（狓，狔）在点（狓，狔）处是不相关的且均值为零。犵
－（狓，狔）代表由犽幅不同噪声图

像平均而成，即

犵－（狓，狔）＝
１
犽∑

犽

犻＝１

犵犻（狓，狔） （３．６）

可得犈｛犵－（狓，狔）｝＝犵（狓，狔），σ犵－（狓，狔）＝
１
犽
σ
２
η（狓，狔）

，其中σ犵－（狓，狔）和σ
２
η（狓，狔）

分别表示犵－和η在点（狓，狔）处的

方差。当犽增大时，σ犵－（狓，狔）减小，从而减少噪声。图像平均的一项重要应用是在天文学领域，该领

域中由于单幅图像常常伴有传感器噪声，从而导致无法分析。其解决办法是使用传感器阵列获

取图像（ＣＣＤ成像），长时间地观察同一场景以达到降噪的目的
［１］。

如图３．１所示为图像间代数相减实例。

ＭＡＴＬＡＢ主要代码如下：

!"#$%&'()′*'$&%'$'+．,#-′./

0"1#+,2)-#3,&%4)-56&*#'3)′7'155#'+′.8!../

9"#$3#+*:$;)<8!8<808<42./

Ｐｙｔｈｏｎ主要代码如下：

=

读入原始图像并转为灰度图像

!"*>4．#$%&'()′*'$&%'$'+．?67′.

!"*>4．*>,@:3:%)!8*>4．@ABACDEFC4FCGH.
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=

对图像进行高斯平滑操作

0"*>4．-#3,&%4I)!8<8*>4．7&,F'155#'+9&%+&3)J8<..

=

对图像进行代数相减

K"*>4．51;,%'*,)!80.

=

或者通过
'((L&#7M,&().

对图像进行线性组合

9"*>4．'((L&#7M,&()!8<808N <8<428(,O6&"*>4．@PD2Q.

图３．１　图像间代数相减实例　

３１３　几何运算

图像的几何运算包括图像插值与空间几何变换。

１图像插值

图像的插值是根据原始图像像素（原始像素）的灰度值估计周围像素的灰度值，它是图像缩

放的基础。ＭＡＴＬＡＢ提供３种二维图像插值方法：最近邻插值、双线性插值和双三次插值。在

３种方法中，最近邻插值用最近邻位置的灰度值作为目标像素的灰度值估计；双线性插值采用最

近的２×２邻域内像素的灰度值加权平均作为目标像素的灰度值估计；双三次插值采用最近的

４×４邻域内像素的灰度值加权平均作为目标像素的灰度值估计。ＭＡＴＬＡＢ中二维图像插值函

数为

ＺＩ＝ｉｎｔｅｒｐ２（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ＸＩ，ＹＩ，Ｍｅｔｈｏｄ）

其中，Ｘ、Ｙ为原始像素位置，Ｚ为原始像素的灰度值。相应地，ＸＩ、ＹＩ为目标像素位置的返回值，ＺＩ

为目标像素的估计值。Ｍｅｔｈｏｄ是所用的插值方法，例如，′ｌｉｎｅａｒ′表示双线性插值，′ｎｅａｒｅｓｔ′表示最

近邻插值，′ｃｕｂｉｃ′表示双三次插值。相应的插值算法原理可以参考数值分析方面的教材，这里不再

赘述。

Ｐｙｔｈｏｎ可以通过第三方库ｓｃｉｐｙ中的ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅ实现二维图像的插值。Ｐｙｔｈｏｎ中的插值

函数为

ｎｅｗｆｕｎｃ＝ｓｃｉｐｙ．ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅ．ｉｎｔｅｒｐ２ｄ（Ｘ，Ｙ，Ｚ，ｋｉｎｄ＝′ｌｉｎｅａｒ′）

其中，Ｘ、Ｙ为原始像素位置；Ｚ＝ｆ（Ｘ，Ｙ），为在原始像素灰度值处插入的数值；ｋｉｎｄ为可选择的插值

方法，例如，′ｌｉｎｅａｒ′表示双线性插值，′ｃｕｂｉｃ′表示双三次插值，′ｑｕｉｎｔｉｃ′表示五次插值，默认为′ｌｉｎｅａｒ′。

２空间几何变换

对图像进行平移、旋转时，需要对图像进行空间几何变换，其数学表达式为

狓′

狔′

熿

燀

燄

燅狕′

＝犜

熿

燀

燄

燅

狓

狔

狕

（３．７）
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其中，（狓，狔，狕）表示原空间坐标，（狓′，狔′，狕′）为经过变换犜后在变换空间中的坐标。因为该变换

不是齐次变换，所以定义二维规范齐次坐标为（狓，狔，１），则相应的仿射变换为

狓′

狔′

熿

燀

燄

燅１

＝犜

狓

狔

熿

燀

燄

燅１

＝

犪 犫 狆

犮 犱 狇

熿

燀

燄

燅犾 犿 狊

狓

狔

熿

燀

燄

燅１

（３．８）

其中，
犪 犫［ ］
犮 犱

实现图形的比例变换、对称变换、旋转变换和错切变换；［］狆
狇
实现平移变换，狆、狇分

别表示沿狓、狔方向的平移量；狊表示图形的缩放比例；［犾 犿］的作用是实现透视变换，符号物理

意义的解释可以参考文献［３］。

平移变换：假设某点犘０对应坐标（狓０，狔０），经过（!狓，!狔）的平移变换后，变换到点犘对应坐

标（狓，狔），在直角坐标系下存在变换关系

狓

狔

熿

燀

燄

燅１

＝

１ ０ !狓

０ １ !狔

熿

燀

燄

燅０ ０ １

狓０

狔０

熿

燀

燄

燅１

（３．９）

旋转变换：假设某点犘０对应坐标（狓０，狔０），经过角度为θ的顺时针旋转后，变换到点犘对应

坐标（狓，狔），在极坐标系下存在变换关系

狓０＝狉ｃｏｓα，狔０＝狉ｓｉｎα （３．１０）

狓＝狉ｃｏｓ（α＋θ）＝狉ｃｏｓαｃｏｓθ－狉ｓｉｎαｓｉｎθ＝狓０ｃｏｓθ－狔０ｓｉｎθ （３．１１）

狔＝狉ｓｉｎ（α＋θ）＝狉ｓｉｎαｃｏｓθ＋狉ｃｏｓαｓｉｎθ＝狓０ｓｉｎθ＋狔０ｃｏｓθ （３．１２）

而有

狓

狔

熿

燀

燄

燅１

＝

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０

ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

狓０

狔０

熿

燀

燄

燅１

（３．１３）

ＭＡＴＬＡＢ中图像空间几何变换函数为ｉｍｔｒａｎｓｆｏｒｍ（）。图３．２为图３．１（ａ）经过仿射变换

１ ０ ０

０．５ １ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

后的图像。

ＭＡＴＬＡＢ主要代码如下：

!"#$%&'()′*'$&%'$'+．,#-′./

,-:%$"$'R&,-:%$)′'--#+&′8［< S S/．J < S/S S <

］
./

0"#$,%'+5-:%$)!8,-:%$./

Ｐｙｔｈｏｎ主要代码如下：

=

仿射变换

T"+6．'%%'O)

［
<8S8S

］
8

［
S．J8<8S

］］
8+6．-3:',U4.

G--#+&D#$7"*>4．V'%6G--#+&)#$78T8)V8M..
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图３．２　经过仿射变换后的图像　

３２　数字图像的正交变换

回顾线性代数中线性变换的概念，对于向量狓，狔∈犚犱，犪，犫∈犚１，我们称 !

为线性变换，当且

仅当
!

（·）满足如下性质：

!

（犪狓＋犫狔）＝犪!狓＋犫!狔 （３．１４）

　　　　　!

（犪狓）＝犪!狓　　　 　 （３．１５）

在图像处理中常见的线性变换为积分变换。使用积分变换时，图像作为线性空间来处理，通

过某些变换将常用图像函数从空域（ＳｐａｔｉａｌＤｏｍａｉｎ）变换到频域（ＦｒｅｑｕｅｎｃｙＤｏｍａｉｎ），图像被表

达为某种线性积分变换的一组基函数｛φ犻｝犻＝１，２，…的线性组合。例如，傅里叶变换（ＦｏｕｒｉｅｒＴｒａｎｓ

ｆｏｒｍ）使用正弦函数和余弦函数作为基函数。如果所使用的基函数满足正交条件，则称该变换

为正交变换。本节将详细介绍４种变换，在此之前首先介绍狄拉克函数δ（狓，狔）的定义与性质。

从连续信号过渡到离散信号，通常要使用狄拉克函数δ（狓，狔）。δ（狓，狔）满足如下条件：

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
δ（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝１ （３．１６）

另外，δ（狓，狔）函数有如下重要性质：对于所有狓，狔≠０，δ（狓，狔）＝０，则恒等式

∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犳（狓，狔）δ（狓－λ，狔－狌）ｄ狓ｄ狔＝犳（λ，狌） （３．１７）

成立。

３２１　傅里叶变换

１一维连续傅里叶变换

设犳（狓）为变量狓的连续可积函数，则定义犳（狓）的傅里叶变换为

犉（狌）＝∫
＋∞

－∞
犳（狓）ｅ－ｊ２π狌狓ｄ狓 （３．１８）

其中，ｊ为虚数单位，狌为频域变量，狓为空域变量。

将犉（狌）恢复到犳（狓）的变换称为傅里叶逆变换，定义为

犳（狓）＝∫
＋∞

－∞
犉（狌）ｅｊ２π狌狓ｄ狌 （３．１９）

需要注意的是，实函数的傅里叶变换，其结果多为复函数。不妨假设犉（狌）的实部和虚部分

别为犚（狌）和犐（狌），则有
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犉（狌）＝犚（狌）＋ｊ犐（狌） （３．２０）

约定傅里叶变换的傅里叶谱、能量谱及相位角分别为 犉（狌）、犈（狌）、φ（狌），即

犉（狌）＝ 犚２（狌）＋犐２（狌槡 ） （３．２１）

犈（狌）＝ 犉（狌）２＝犚２（狌）＋犐２（狌） （３．２２）

φ（狌）＝ａｒｃｔａｎ
犐（狌）

犚（狌）
（３．２３）

式（３．１８）中，指数项ｅ－ｊ２π狌狓应用欧拉公式可以展开为

ｅ－ｊ２π狌狓＝ｃｏｓ２π狌狓－ｊｓｉｎ２π狌狓 （３．２４）

能量谱是图像的重要特征，反映图像的灰度分布。例如，精细结构和细微结构的图像高频分

量丰富，而低频分量反映图像的概貌。

从欧拉公式可以看出，指数函数可以表达为正弦函数和余弦函数的代数和，利用正弦函数和

余弦函数的奇偶性可以简化傅里叶变换式（３．１８）的计算。可以证明傅里叶变换是正交变换，也

是完备的。

【例３２】求函数犳（狓）＝

１
２
， －１≤狓≤１

０，
烅
烄

烆 其他

的傅里叶变换及其傅里叶谱。

解：由傅里叶变换式（３．１８）得

犉（狌）＝∫
１

－１

１
２
ｅ－ｊ２π狌狓ｄ狓＝

ｓｉｎ（２π狌）

２π狌
（３．２５）

犉（狌）＝
ｓｉｎ（２π狌）

２π狌
（３．２６）

ＭＡＴＬＡＢ主要代码如下：

W"3#+56'*&)J8J8<SS./

O<)<XYS."S/

O<)Y<XZS."<[4/

O<)Z<X<SS."S/

O4"5#+)46#W.．[)46#W./

OU"';5)5#+)46#W.．[)46#W../

Ｐｙｔｈｏｎ主要代码如下：

#$6:%, $',63:,3#;．6O63:, '5 63,

#$6:%, +1$6O '5 +6

#$6:%, $',M

W"+6．3#+56'*&)J8J8<SS.=J到 J

，共输出
<SS

个数，步长为
S．<

O<"+6．\&%:5)<SS.

O<

［
YSXZS

］
"S．J

O4"+6．5#+)4$',M．6#W.[)4$',M．6#W.

OU"';5)+6．5#+)4$',M．6#W.[)4$',M．6#W..

将犳（狓）、犉（狌）、犉（狌）绘图，如图３．３所示。对于复杂形式的犳（狓），傅里叶变换的计算并

不简单。
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图３．３　函数犳（狓）、犳（狓）的傅里叶变换及其傅里叶谱示意图　

傅里叶变换的一个重要应用是快速计算卷积。卷积运算在深度学习与图像处理中有着广泛

应用。本节约定连续变量狋的两个连续函数犵（狋）和犺（狋）的卷积由算子表示，定义为

犵（狋）犺（狋）＝∫
＋∞

－∞
犵（τ）犺（狋－τ）ｄτ （３．２７）

其中，τ表示时域积分变量，而狋表示两个连续函数间的时域平移。函数犵（狋）和犺（狋）的定义域从

－∞到＋∞。

令犵（狋）犺（狋）、犵（狋）、犺（狋）的傅里叶变换分别为犉（犵（狋）犺（狋））、犌（狌）、犎（狌），狋为空域变量，

狌为频域变量，则

犉（犵（狋）犺（狋））＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犵（τ）犺（狋－τ）ｄ［ ］τｅ－２ｊπ狌狋ｄ狋

＝∫
＋∞

－∞
犵（τ）∫

＋∞

－∞
犺（狋－τ）ｅ－２ｊπ狌狋ｄ［ ］狋ｄτ

＝犎（狌）∫
＋∞

－∞
犵（τ）ｅ－ｊ２π狌τｄτ＝犎（狌）犌（狌） （３．２８）

其中，ｊ为虚数单位。

２二维连续傅里叶变换

一维连续傅里叶变换可以推广到两个变量连续可积的函数犳（狓，狔）。若犉（狌，狏）是可积的，

则存在如下傅里叶变换对：

犉（狌，狏）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犳（狓，狔）ｅ－ｊ２π

（狌狓＋狏狔）ｄ狓ｄ狔 （３．２９）

犳（狓，狔）＝∫
＋∞

－∞∫
＋∞

－∞
犉（狌，狏）ｅｊ２π

（狌狓＋狏狔）ｄ狌ｄ狏 （３．３０）

相应的傅里叶谱（幅度谱）、能量谱及相位谱分别定义为

犉（狌，狏）＝ 犚２（狌，狏）＋犐２（狌，狏槡 ） （３．３１）

犈（狌，狏）＝犚２（狌，狏）＋犐２（狌，狏） （３．３２）

φ（狌，狏）＝ａｒｃｔａｎ
犐（狌，狏）

犚（狌，狏）
（３．３３）

注意：本章将在章末练习题中探讨幅度谱与相位谱所包含的图像信息。

【例３３】求函数犳（狓，狔）＝

１
２
， －１≤狓，狔≤１

０，
烅
烄

烆 其他

的傅里叶变换。
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解：由傅里叶变换式（３．２９）得

犉（狌，狏）＝∫
１

－１∫
１

－１

１
２
ｅ－ｊ２π

（狌狓＋狏狔）ｄ狓ｄ狔＝
ｓｉｎ（２π狌）

２π狌
ｓｉｎ（２π狏）

２π狏
（３．３４）

３一维离散傅里叶变换

由于现实世界对函数的观测通常是离散的，假设对连续函数犳（狓）等间隔采样得到一个离散序

列，该序列的采样点为犖个，均匀间隔为Δ犜，则这个离散序列具有如下形式：｛犳（０），犳（Δ犜），…，

犳（犖－１）Δ犜｝。

一维离散傅里叶变换对定义为

犉（狌）＝∑
犖－１

狓＝０

犳（狓）ｅ－ｊ
２π狌狓
犖 　（狌＝０，１，…，犖－１） （３．３５）

犳（狓）＝
１
犖∑

犖－１

狌＝０

犉（狌）ｅｊ
２π狌狓
犖 　（狓＝０，１，…，犖－１） （３．３６）

一般地，取Δ犜＝１，则这个离散序列表示为｛犳（０），犳（１），…，犳（犖－１）｝。一维离散傅里叶变

换对的矩阵形式为

犉（０）

犉（１）



犉（犖－１

熿

燀

燄

燅）

＝

犠０ 犠０ 犠０ … 犠０

犠０ 犠１×１ 犠２×１ … 犠
（犖－１）×１

   

犠０ 犠１×（犖－１） 犠２×（犖－１） … 犠
（犖－１）×（犖－１

熿

燀

燄

燅
）

犳（０）

犳（１）



犳（犖－１

熿

燀

燄

燅）

（３．３７）

犳（０）

犳（１）



犳（犖－１

熿

燀

燄

燅）

＝

犠０ 犠０ 犠０ … 犠０

犠０ 犠－１×１ 犠－２×１ … 犠－（犖－１）×１

   

犠０ 犠－１×（犖－１） 犠－２×（犖－１） … 犠－（犖－１）×（犖－１

熿

燀

燄

燅
）

犉（０）

犉（１）



犉（犖－１

熿

燀

燄

燅）

（３．３８）

式中，犠＝ｅ－ｊ
２π
犖称为变换核。

下面给出由一维连续傅里叶变换式（３．１８）、式（３．１９）到一维离散傅里叶变换式（３．３５）、

式（３．３６）的简单推导过程。由恒等式（３．１７）可得

犳（犽Δ犜）＝∫
＋∞

－∞
犳（狓）δ（狓－犽Δ犜）ｄ狓　（犽＝０，１，…，犖－１） （３．３９）

其中，δ（狓）＝
１，　狓＝０

０，　｛ 其他
。离散后得到

犳（狋）＝ ∑
＋∞

狀＝－∞

犳（狋）δ（狋－狀Δ犜） （３．４０）

于是得到

犉（狌）＝∫
＋∞

－∞ ∑
＋∞

狀＝－∞

犳（狋）δ（狋－狀Δ犜）ｅ－ｊ２π狌狋ｄ狋＝ ∑
＋∞

狀＝－∞∫
＋∞

－∞
犳（狋）δ（狋－狀Δ犜）ｅ－ｊ２π狌狋ｄ狋

＝ ∑
＋∞

狀＝－∞

犳（狀）ｅ－ｊ２π狌狀Δ犜 （３．４１）

令狌＝
犽
犖Δ犜

，得到犉（狌）＝∑
犖－１

狓＝０

犳（狓）ｅ－ｊ
２π狌狓
犖 （狌＝０，１，…，犖－１），即式（３．３５）。类似地，可以

得到傅里叶逆变换形式。

【例３４】假设函数犳（０）＝１，犳（１）＝２，犳（２）＝４，犳（３）＝４，求傅里叶变换犉（０）、犉（１）、犉（２）、
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