
 

 

第 3 章  线性滤波方法 

3.1  引言 

第 2 章分析讨论的估计方法都是针对时常参数而言的，研究的是静态估计问题，本书从

这一章开始将研究时变参数的估计问题，也就是状态估计问题，状态估计是对目标过去的运

动状态（包括目标的位置、速度、加速度等）进行平滑、对目标现在的运动状态进行滤波以

及对目标未来的运动状态进行预测[1-5]。例如雷达网中各站的定位和卫星轨道定位属于静态估

计，而运动目标的跟踪则属于动态估计问题。虽然参数估计和状态估计都是根据一组与未知

参数有关的观测数据来推算出未知参数的值，但由于在状态估计中，未知参数是个时间函数，

因此在对观测数据进行处理时，未知参数和观测数据的时间演变都必须加以考虑。本章首先

讨论的是卡尔曼滤波（Kalman Filter，KF），包括系统模型的建立、相应的滤波模型、滤波器

初始化方法、滤波器稳定的定义和判断方法、随机线性系统的可控制性和可观测性、稳态卡

尔曼滤波、自适应滤波等[6-9]。为了减少卡尔曼滤波的计算量，满足工程应用的需要，本章还

对常增益滤波进行了介绍[10-13]，包括- 与-- 滤波和自适应的- 与-- 滤波，同时本

章还对 Sage-Husa 自适应卡尔曼滤波、H∞卡尔曼滤波、变分贝叶斯滤波和状态估计的一致性

检验等内容进行了讨论。 

3.2  卡尔曼滤波 

卡尔曼滤波不仅是所有线性滤波器中最优的，而且是噪声模型为高斯过程时。所有滤波

器中最优的。卡尔曼滤波除了系统噪声和量测噪声为高斯白噪声且已知其二阶矩之外，不需

任何其他条件，因而完全适用于非平稳、多维随机序列的估计。 

3.2.1  系统模型 

状态变量法是描述动态系统的一种很有价值的方法，采用这种方法，系统的输入输出关

系是用状态转移模型和输出观测模型在时域内加以描述的，输入可以由确定的时间函数和代

表不可预测的变量或噪声的随机过程组成的状态方程进行描述，输出是状态向量的函数，通

常受到随机观测误差的扰动，可由量测方程描述。 

1．状态方程 

1）匀速（Constant Velocity，CV）模型 

状态方程是目标运动规律的假设，例如假设目标在二维平面内做匀速直线运动，则离散

时间系统下 tk时刻目标的状态(xk,yk)可表示为 

0 0k x k xx x v t x v kT                            （3.1） 

0 0k y k yy y v t y v kT                            （3.2） 
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式中，(x0,y0)为初始时刻目标的位置，vx和 vy分别为目标在 x 轴和 y 轴的速度，T 为采样间隔。 

式（3.1）和式（3.2）用递推形式可表示为 

1k k x k kx x v T x x T                             （3.3） 

1k k y k ky y v T y y T                             （3.4） 

考虑不可能获得目标精确模型以及许多不可预测的现象，换句话说，也就是目标不可能

做绝对匀速运动，其速度必然有一些小的随机波动，例如目标在匀速运动过程中，驾驶员或

环境扰动等都可造成速度出现不可预测的变化，像飞机飞行过程中云层和阵风对飞机飞行速

度的影响等，而这些速度的小的变化可看作过程噪声来建模，所以在引入过程噪声后式（3.3）

和式（3.4）应表示为 

2
1 2

1
TvTxxx xkkk                         （3.5） 

2
1 2

1
TvTyyy ykkk                         （3.6） 

这里要特别强调的是 vx、vy 分别表示目标在 x 轴和 y 轴速度的随机变化。而目标速度可表

示为 
Tvxx xkk   1                               （3.7） 

Tvyy ykk   1                               （3.8） 

在匀速模型中，描述系统动态特性的状态向量为 ( ) [ ]k k k kk x y x y   X ，则式（3.5）～

式（3.8）用矩阵形式可表示为 
2
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             （3.9） 

即目标状态方程为 
)()()()()1( kkkkk vΓXFX                   （3.10） 

式中， ( ) [ , ]x yk v v v 为过程噪声向量，而 

1 0 0

0 1 0
( )

0 0 1 0

0 0 0 1

T

T
k

 
 
 
 
 
 

F                         （3.11） 

为系统的状态转移矩阵； 
2

2

0.5 0

0 0.5
( )

0

0

T

T
k

T

T

 
 
   
 
  

Γ                         （3.12） 

为过程噪声分布矩阵。 
若目标为三维空间中目标，其状态向量为 ( ) [ ]k k k k k kk x y z x y z    X ，则过程噪声

向量 ( ) [ , , ]x y zk v v v v ，而系统的状态转移矩阵和过程噪声分布矩阵分别为 
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Γ                    （3.14） 

2）常加速度（Constant Acceleration，CA）模型 

若假设目标在二维平面内做匀加速直线运动，并考虑速度的随机变化，则目标的位置和

速度用递推形式可表示为 

22
1 2

1

2

1
TvTxTxxx xkkkk                   （3.15） 

22
1 2

1

2

1
TvTyTyyy ykkkk                   （3.16） 

TvTxxx xkkk   1                          （3.17） 

TvTyyy ykkk   1                          （3.18） 

xkk vxx   1                                （3.19） 

ykk vyy   1                                （3.20） 

则由式（3.15）～式（3.20）得到的目标状态方程的表示形式仍同式（3.10），但此时状态向

量为 ( ) [ ]k k k k k kk x x x y y y     X ，过程噪声向量 ( ) [ , ]x yk v v v ，而相应的状态转移矩阵和过

程噪声分布矩阵分别为 
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           （3.21） 

同 理 ， 当 目 标 在 三 维 空 间 中 做 匀 速 和 匀 加 速 运 动 时 ， 其 对 应 的 状 态 向 量 为

( ) [ ]k k k k k k k k kk x x x y y y z z z       X ，过程噪声向量 ( ) [ , , ]x y zk v v v v ，而系统的状态转移

矩阵和过程噪声分布矩阵分别为 
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Γ      （3.22） 

3）协同转弯或坐标转弯（Coordinate Turn，CT）模型[14,15] 

CT 模型的原理如图 3.1 所示 

由图 3.1 可看出 
cos , sinx yv v φ v v φ       （3.23） 

由于 

td

d                （3.24） 

所以 
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进而可得 
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其中，V(t)为过程噪声，一般假定为高斯白噪声，对上式进行离散化处理，经拉普拉斯变换，

可得转弯率（ω）已知时转弯模型系统状态矩阵为 
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如果过程噪声 V(k)用 Γ(k)v(k)代替，则过程噪声分布阵 Γ(k)的确定方法同匀速模型情况

不变。 
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协同转弯模型能精确地表达具有已知转弯率（ω）的水平运动目标的转弯运动模式，但

对实际的目标运动进行估计时，不可能精确知道目标的转弯率（ω），需要实时估计，因此要

在标准的 CT 模型上进行扩展，在状态向量上增加一个 ω元素，即 
sin cos 1

1 0 0

0 cos 0 sin 0

( ) 1 cos sin
0 1 0
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0 0 0 0 1
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T T
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 
 
 
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 
 
 
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F             （3.29） 

此时对应的过程噪声分布矩阵为 
2

2

/ 2 0 0 0

( ) 0 0 / 2 0

0 0 0 0 1

T T

k T T

 
   
  

Γ                 （3.30） 

另外，这里要说明的是状态向量 X(k)中元素的位置可以任意互换，但相应的状态转移矩

阵和过程噪声分布矩阵中的元素也要做出互换。虽然状态向量维数增加估计会更准确，但估

计的计算量也会相应地增加，因此在满足模型的精度和跟踪性能的条件下，尽可能地采用简

单的数学模型。 

考虑到目标运动过程中有可能有控制信号，所以目标状态方程的一般形式可表示为 
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k   X F X G u V                （3.31） 

式中，G(k)为输入控制项矩阵；u(k)为已知输入或控制信号；V(k)是零均值、白色高斯过程噪

声序列，其协方差为 Q(k)，即 [ ( ) ( )] ( ) kjE k j k  V V Q ，式中 δkj 为 Kronecker Delta 函数，该性

质说明不同时刻的过程噪声是相互独立的。如果过程噪声 V(k)用 Γ(k)v(k)代替，则 Q(k)变为

)()()( kkk ΓqΓ  。 

2．量测方程 

量测方程是雷达测量过程的假设，对于线性系统而言量测方程可表示为 
( 1) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k     Z H X W                （3.32） 

式中，Z(k+1)为量测向量，H(k+1)为量测矩阵，W(k+1)为具有协方差 R(k+1)的零均值、白色

高斯量测噪声序列，即 [ ( ) ( )] ( ) kjE k j k  W W R ，该性质说明不同时刻的量测噪声也是相互独

立的，且假定过程噪声序列与量测噪声序列及目标初始状态是相互独立的。 

当在二维平面中以匀速或匀加速运动对目标进行建模时，对应的状态向量分别为

( ) [ ]k k k kk x y x y   X 和 ( ) [ ]k k k k k kk x x x y y y     X ，此时这两种情况下的量测向量均为

( ) [ ]k kk x y Z ，而量测矩阵 H(k)分别为 

1 0 0 0
( )

0 1 0 0
k

 
  
 

H                         （3.33） 

1 0 0 0 0 0
( )

0 0 0 1 0 0
k

 
  
 

H                     （3.34） 

当在三维空间中以匀速或匀加速运动对目标进行建模时，对应的状态向量分别为

( ) [ , , , , , ]k k k k k kk x y z x y z    X 和 ( ) [ ]k k k k k k k k kk x x x y y y z z z       X ，此时这两种情况下量测
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向量均为 ( ) [ ]k k kk x y z Z ，而量测矩阵 H(k)分别为 

1 0 0 0 0 0

( ) 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

k

 
   
  

H                    （3.35） 
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   
  

H                   （3.36） 

当采用协同转弯模型时，状态向量分别为 ( ) [ ]k k k kk x x y y   X 和 ( ) [ ]k k k kk x x y y    X ，

这两种情况下的量测向量均为 ( ) [ ]k kk x y Z ，此时对应的量测矩阵 H(k)分别为 

1 0 0 0
( )

0 0 1 0
k

 
  
 

H                       （3.37） 

1 0 0 0 0
( )

0 0 1 0 0
k

 
  
 

H                     （3.38） 

上述离散时间线性系统也可用图 3.2 的框图来表示，该系统包含如下先验信息[11,16]： 

① 初始状态 X(0)是高斯分布的，具有均值 ˆ (0 | 0)X 和协方差 (0 | 0)P ； 

② 初始状态与过程噪声和量测噪声序列不相关； 

③ 过程噪声和量测噪声序列互不相关。 

 

图 3.2  离散时间线性系统 

在上述假定条件下，状态方程［见式（3.31）］和量测方程［见式（3.32）］的线性性质可

保持状态和量测的高斯性质。根据已知的 j 时刻和 j 以前时刻的量测值对 k 时刻的状态 X(k)作出

的某种估计若记为 ˆ ( | )k jX ，则按照状态估计所指的时刻，估计问题可归纳为下列三种： 

1）当 k=j 时，是滤波问题， ˆ ( | )k jX 为 k 时刻状态 X(k)的滤波值； 

2）当 k>j 时，是预测问题， ˆ ( | )k jX 为 k 时刻状态 X(k)的预测值； 

3）当 k<j 时，是平滑问题， ˆ ( | )k jX 为 k 时刻状态 X(k)的平滑值。 

今后只讨论预测和滤波问题，而不讨论平滑问题。 

3.2.2  滤波模型 

在所有的线性形式的滤波器中，线性均方估计滤波器是最优的[17-20]。线性均方误差准则

下的滤波器包括：维纳滤波器和卡尔曼滤波器，稳态条件下二者是一致的，但卡尔曼滤波器

适用于有限观测间隔的非平稳问题，它是适合于计算机计算的递推算法。 
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2.5 节给出静态（非时变）情况下随机向量 x 的最小均方误差估计为 
1ˆ [ | ] ( )E    xz zzx x z x P P z z                     （3.39） 

其对应的条件误差协方差矩阵为 
1ˆ ˆ[( )( ) | ]E     xx|z xx xz zz zxP x x x x z P P P P              （3.40） 

类似地，动态（时变）情况下的最小均方误差估计可定义为 
ˆˆ ( | ) [ ( ) | ]kk k E k→x X X Z                     （3.41） 

式中 

{ ( ), 1,2, , }k j j k  Z Z                      （3.42） 

与式（3.41）相伴的状态误差协方差矩阵定义为 
ˆ( | ) {[ ( )k k E k P X X ˆ( | )][ ( ) ( | )] | } { ( | ) ( | ) | }k kk k k k k E k k k k    X X Z X X Z   （3.43） 

把以 kZ 为条件的期望算子应用到式（3.31）中，得到状态的一步预测为 
ˆ ( 1| ) [ ( 1) | ] [ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) | ]k kk k E k E k k k k k     →x X X Z F X G u V Z  

ˆ( ) ( | ) ( ) ( )k k k k k F X G u                                  （3.44） 

预测值的误差为 
ˆ( 1| ) ( 1) ( 1| ) ( ) ( | ) ( )k k k k k k k k k      X X X F X V           （3.45） 

一步预测协方差为 

   ( 1| ) [ ( 1| ) ( 1| ) | ]kk k E k k k k    →xxP P X X Z  

              {[ ( ) ( | ) ( )][ ( | ) ( ) ( )] | }kE k k k k k k k k     F X V X F V Z  

( ) ( ) ( ) ( )k k k k k F P F Q
    

                             （3.46） 

注意：一步预测协方差 ( 1 )k kP 为对称阵，它可用来衡量预测的不确定性， ( 1 )k kP 越

小则预测越精确。 

通过对式（3.32）取在 k+1 时刻、以 Zk为条件的期望值，可以类似地得到量测的预测是 
ˆ ( 1| ) [ ( 1) | ] [( ( 1) ( 1) ( 1)) | ]k kk k E k E k k k       →Z Z Z Z H X W Z  

ˆ( 1) ( 1 )k k k  H X                                       （3.47） 

进而可求得量测的预测值和量测值之间的差值为 
ˆ( 1| ) ( 1) ( 1| ) ( 1) ( 1| ) ( 1)k k k k k k k k k         Z Z Z H X W      （3.48） 

量测的预测协方差（或新息协方差）为 

( 1) [ ( 1| ) ( 1| ) | ]kk E k k k k    →zzP S Z Z Z  

        {[ ( 1) ( 1| ) ( 1)][ ( 1| ) ( 1) ( 1)] | }kE k k k k k k k k           H X W X H W Z  

( 1) ( 1| ) ( 1) ( 1)k k k k k     H P H R                             （3.49） 

注意：新息协方差 S(k+1)也为对称阵，它用来衡量新息的不确定性，新息协方差越小，

则说明量测值越精确。 

状态和量测之间的协方差为 

[ ( 1| ) ( 1| ) | ] { ( 1| )[ ( 1) ( 1| ) ( 1)] | }k kE k k k k E k k k k k k           →xzP X Z Z X H X W Z  

( 1| ) ( 1)k k k  P H                      （3.50） 

增益为 
1 1( 1) ( 1| ) ( 1) ( 1)k k k k k     →xz zzP P K P H S            （3.51） 
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增益的大小反映了最新观测信息对状态估计量的贡献大小。 

进而，可求得 k+1 时刻的状态更新方程为 

)1()1()|1(ˆ)1|1(ˆ  kkkkkk vKXX               （3.52） 

式中，v(k+1)为新息或量测残差，即 
ˆ( 1) ( 1| ) ( 1) ( 1| )k k k k k k      v Z Z Z               （3.53） 

式（3.52）说明 k+1 时刻的估计 ˆ ( 1| 1)k k X 等于该时刻的状态预测值 ˆ ( 1| )k kX 再加上一个

修正项，而这个修正项与增益 K(k+1)和新息有关。 

协方差更新方程为 
1( 1| 1) ( 1| ) ( 1| ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1| )k k k k k k k k k k k         P P P H S H P         （3.54） 

[ ( 1) ( 1)] ( 1| )K k k k k    I H P                                     （3.55） 

( 1| ) ( 1) ( 1) ( 1)k k k k k     P K S K                            （3.56） 

[ ( 1) ( 1)] ( 1| )[ ( 1) ( 1)] ( 1) ( 1) ( 1)k k k k k k k k k            I K H P I K H K R K     

（3.57） 

式中，I 为与协方差同维的单位阵。式（3.57）可保证协方差矩阵 P 的对称性和正定性。 

滤波器增益的另一种表示形式为 
1( 1| 1) ( 1) ( 1)k k k k   P H R  

1 1[ ( 1| ) ( 1) ( 1| ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1| ) ( 1)] ( 1)k k k k k k k k k k k k             P H P H S H P H R  
1 1( 1| ) ( 1) ( 1)[ ( 1) ( 1) ( 1| ) ( 1)] ( 1)k k k k k k k k k k           P H S S H P H R  

 1kK                                                               （3.58） 

卡尔曼滤波除了系统噪声和量测噪声为高斯白噪声且已知其二阶矩之外，不需任何其他

条件，因而完全适用于非平稳、多维的随机序列的估计问题。图 3.3 给出了卡尔曼滤波所包

含的方程及滤波流程，而卡尔曼滤波算法单次循环流程图如图 3.4 所示，其余的依次类推。 

 

图 3.3  卡尔曼滤波算法框图 
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