
第 3 章  离散系统的时域分析 

本章将研究 LTI 离散系统的时域分析方法。离散系统分析与连续系统分析在很多方面都

是类似的。连续系统用微分方程描述，离散系统用差分方程描述。差分方程与微分方程的求

解方法在很大程度上是相互对应的。在连续系统分析中，卷积积分具有重要意义；而在离散

系统分析中，卷积和具有同等重要的地位。在连续系统分析中，阶跃响应和冲激响应可用于

描述系统的特性，是反映或表征系统内部结构（或系统内部属性）的特征函数；在离散系统

分析中，系统的阶跃响应和单位序列响应作用相当。以上离散系统分析与连续系统分析的相

似性为学习本章提供了很大便利，但是也要注意二者之间存在很多重要差异，如数学模型的

建立与求解、系统性能分析等。 
在离散系统中，激励信号（输入）用  f k 表示，响应（输出）用  y k 表示，其中 k 为整

数；初始状态用   0x k 表示，其中 0k 为常整数，通常取 0 0k  。与 LTI 连续系统类似，LTI 离

散系统的全响应  y k 也可以分解为齐次解  hy k 和特解  py k 两部分，或者分解为零输入响

应  ziy k 和零状态响应  zsy k 两部分，即 

          h p zi zsy k y k y k y k y k     

本章将重点讨论离散系统零状态响应的求解方法。 
对于时不变系统而言，若激励  f k 引起的零状态响应为  zsy k ，则激励  df k k 引起的

零状态响应为  zs dy k k ，其中 dk 为延时或移位。也就是说，若激励延迟 dk 个单位，则响应

也延迟 dk 个单位。 

在 2.3 节中求解 LTI 连续系统在任意激励下的零状态响应时，得到结论

     zs *y t f t h t 。本章在分析和讨论 LTI 离散系统在任意激励下的零状态响应时，将以单

位序列  k 为基本信号来分解和表示任意激励信号，并推导得出 LTI 离散系统的零状态响应

 zsy k 等于激励  f k信号 与系统的序列响应  h k 的卷积和。 

3.1  LTI 离散系统的响应 

3.1.1  差分与差分方程 

1．一阶差分运算与序列求和运算 

在 1.3 节中，式（1.3.1）和式（1.3.2）分别给出了一阶前向差分和一阶后向差分的定义，
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即      1f k f k f k   和      1f k f k f k   ，其中 和 称为差分算子。由式（1.3.1）

和式（1.3.2）可知，  f k 和  f k 之间的关系为 

    1f k f k    （3.1.1） 

或 
    1f k f k    （3.1.2） 

可见，  f k 和  f k 仅位移不同，除此之外没有本质上的差别，因而它们的性质也相

同，本书后续主要采用后向差分。 
序列  f k 的求和运算定义为 

  
k

i

f i

  （3.1.3） 

2．差分具有线性性质 

差分的线性性质可证明如下：根据差分的定义，若有序列  1f k 、  2f k 和常数 1a 、 2a ，则 

 

           
       
   

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

1 1 2 2

1 1

1 1

a f k a f k a f k a f k a f k a f k

a f k f k a f k f k

a f k a f k

                
           
 



 

 （3.1.4） 

3．二阶及更高阶差分的定义 

二阶后向差分可定义为 

            
     

def
2 1 1

2 1 2

f k f k f k f k f k f k

f k f k f k

            
    

     
 （3.1.5） 

类似地，可定义三阶、四阶、…、 n阶后向差分： 

        
def

1

0

1
n

in n i
n

i

f k f k C f k i



         ，其中
 

!

! !
i
n

nC
i n i




 （3.1.6） 

4．差分方程 

n阶差分方程的一般形式可写为 

                2 2, , , , , , , , , 0m nF f k f k f k f k y k y k y k y k           （3.1.7） 

由于各阶差分均可写成  f k 或  y k 及其移位序列的线性组合形式，所以通常所说的差

分方程是指 

            , 1 , , , , 1 , , 0G f k f k f k m y k y k y k n         （3.1.8） 

式中， n的取值即差分方程的阶次。 

5．线性常系数差分方程 

在式（3.1.8）中，如果  f k 、  y k 及它们的各次移位序列均为一次式，就称该差分方程

是线性的，否则就称该差分方程是非线性的。在式（3.1.8）中，如果  f k 、  y k 及它们的各

次移位序列的系数均为常数，就称该差分方程是常系数差分方程；如果某些系数是变量 k 的函

数，就称该差分方程是变系数差分方程。例如，          4 1 3 2 1y k y k y k f k f k      
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就是一个二阶的线性常系数差分方程。第 1 章已经说明，描述 LTI 离散系统的都是线性常系

数差分方程。差分方程是具有递推关系的代数方程，若已知初始条件和激励，则利用迭代法

可求得差分方程的数值解。 

例 3.1.1  描述某离散系统的差分方程为 
        4 1 3 2y k y k y k f k      

已知初始条件    0 0 1 1y y ， ，激励    2kf k k ，求  y k 。 

解：将差分方程中除  y k 外的各项都移动到等号右端，得 

        4 1 3 2y k y k y k f k      

当 2k  时，将初始条件    0 0 1 1y y ， 代入上式，得 

       22 4 1 3 0 2 8y y y     

类似地，依次迭代可得 

       33 4 2 3 1 2 37y y y    ，       44 4 3 3 2 2 140y y y    ，… 

由上可见，用迭代法求解差分方程思路清晰、便于计算机求解，但通常无法得到解析解。 

3.1.2  差分方程的经典解 

一般情况下，若单输入/单输出 LTI 离散系统的激励为  f k 、全响应为  y k ，则描述该

系统激励与响应之间关系的数学模型是 n阶线性常系数差分方程，即 
            1 0 1 01 1n m my k a y k a y k n b f k b f k b f k m             （3.1.9a） 

或简记为 

    
0 0

n m

n j m i
j i

a y k j b f k i 
 

     （3.1.9b） 

式中，  0,1, ,ja j n  和  0,1, ,ib i m  均为常数，且 1na  。根据差分方程的求解理论可知，

该差分方程的全解（全响应）由齐次解  hy k 和特解  py k 两部分组成，即 

      h py k y k y k   （3.1.10） 

1．齐次解 

齐次解  hy k 是齐次差分方程      1 01 0ny k a y k a y k n      的解。 
1

1 1 0 0n n
na a a  
     称为差分方程的特征方程。 

特征方程的 n个根 1 2, , , n   称为差分方程的特征根。表 3.1.1 所示为不同特征根所对应

的齐次解，其中 iC 、 iD 、 iA 和 i 等均为待定系数。 

表 3.1.1  不同特征根所对应的齐次解 

特征根   齐次解  hy k  

单实根 kC

r 重实根 1 2
1 2 1 0( )r r k

r rC k C k C k C  
    

一对共轭复根 
j

1,2 j ea b          [ cos sin ]k C k D k   或  coskA k   ，其中
je jA C D    

r 重共轭复根      1 2
1 1 2 2 0 0[ cos cos cos ]k r r

r r r rA k k A k k A k       
          

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



  第 3 章  离散系统的时域分析 |  93

齐次差分方程      1 01 0ny k a y k a y k n      的解是其所有特征根对应齐次解的

线性组合，如当特征根全部为单实根时 

  h
1

n
k

i i
i

y k C 


  

当特征根为 2 重实根时，    h 1 0
ky k C k C   ；当 1 为 r 重实根、其余 n r 个特征根为单实

根时 

  h 1
1 1

r n
r i k k

i i i
i i r

y k C k C 

  

    

2．特解 

特解  py k 的函数形式与激励函数的形式有关。表 3.1.2 所示为不同激励序列及其所对应

的特解，其中 iP 、 iQ 、 iA 和 i 等均为待定系数。 

表 3.1.2  不同激励序列及其所对应的特解 

激励  f k   py k特解

 k
 

P
 

mk
 

1
1 1 0

m m
m mP k P k Pk P

              所有特征根均不等于 1

1
1 1 0[ ]r m m

m mk P k P k Pk P
           r有 重等于 1 的特征根

 

ka
 

kPa a                               不等于特征根；

 1 0
kPk P a a                        等于特征单根；

 

 1
1 1 0

r r k
r rP k P k Pk P a

    a        r等于 重特征根
 

 cos k 或

 sin k  

   cos sinP k Q k   

 cosA k  je jA P Q  或 ，其中
 所有 je 的特征根均不等于

 

 

确定特解的形式之后，将它代回原始差分方程，可求出各待定系数，从而可求出特解

 py k 。由      h py k y k y k  可知，当特征根全部为单实根时 

        h p p
1

n
k

i i
i

y k y k y k C y k


     

当特征根为 2 重实根时，          h p 1 0 p
ky k y k y k C k C y k     ；当 1 为 r 重实根、其余

n r 个特征根为单实根时 

        h p 1 p
1 1

r n
r i k k

i i i
i i r

y k y k y k C k C y k 

  

       

如果激励信号是在 0k  时刻接入系统的，那么差分方程的解适用于 0k ≥ 的所有时刻。

对于 n阶差分方程，一般需要利用 n个初始条件        0 , 1 , 2 , , 1y y y y n  来求解这 n个待定

系数。例如，如果差分方程的特征根全部为单实根，则 

 

   
   

   

1 2 p

1 1 2 2 p

1 1 1
1 1 2 2 p

0 0

1 1

1 1

n

n n

n n n
n n

y C C C y
y C C C y

y n C C C y n

  

    

    
     


       







 （3.1.11） 
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求解以上方程组即可求得待定系数  1,2, ,iC i n  。 

例 3.1.2  描述某离散系统的差分方程为 
        2 1 2y k y k y k f k      （3.1.12） 

已知初始条件    0 2 1 1y y ， ，激励    2kf k k ，求  y k 。 

解：（1）求齐次解：上述差分方程的特征方程为 2 2 1 0    ，特征根为 1 2 1    ，

为二重根，根据表 3.1.1 可知，齐次解     h 1 0 1
ky k C k C   。 

（2）求特解：根据表 3.1.2 可知，其特解  p 2 0ky k P k  ， ≥ ，将  py k 、  p 1y k  、

 p 2y k  代入原方程式（3.1.12），可得
4

9
P  ，因此  p

4
2 0

9
ky k k  ， ≥ 。 

（3）求差分方程的全解：         h p 1 0

4
1 2 0

9
k ky k y k y k C k C k       ， ≥ ，将已知

的初始条件    0 2 1 1y y 、 代入上式得 

 
 

    

0

1 0

4
0 2

9
4

1 1 2 1
9

y C

y C C

   

      


，求得
1

0

5

3
14

9

C

C

  

 


，因此全解 

    



5 14 4

1 2 0
3 9 9

k ky k k k       
 





齐次解 特解

强迫响应自由响应

， ≥   
差分方程的齐次解也被称为系统的自由响应，特解也被称为强迫响应。 

例 3.1.3  描述某离散系统的差分方程为 
        6 5 1 2y k y k y k f k      （3.1.13） 

已知初始条件    0 0 1 1y y 、 ，激励      10cos 0.5f k k k  ，求  y k 。 

解：（1）求齐次解：特征方程为 26 5 1 0    ，特征根为 1 2

1 1

2 3
  ， ，都是单根，齐

次解  h 1 2

1 1

2 3

k k

y k C C       
   

。 

（2）求特解：根据表 3.1.2 可知，特解      p cos 0.5 sin 0.5 0y k P k Q k k    ， ≥ ，得 

          p 1 cos 0.5 1 sin 0.5 1 sin 0.5 cos 0.5y k P k Q k P k Q k                   

          p 2 cos 0.5 2 sin 0.5 2 cos 0.5 sin 0.5y k P k Q k P k Q k                    

将  py k 、  p 1y k  、  p 2y k  代入原方程式（3.1.13）并整理，得 

            5 5 cos 0.5 5 5 sin 0.5 10cos 0.5P Q k Q P k f k k         

由于该式对任何 0k ≥ 均成立，因此等号两端的正、余弦序列的系数应相等，所以有 

 
5 5 10

5 5 0

P Q
Q P
 

  
，求得 1P Q   

特解为 

        p cos 0.5 sin 0.5 2cos 0.5 0.25 0y k k k k k        ， ≥  
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（3）求差分方程的全解： 

        h p 1 2

1 1
2cos 0.5 0.25 0

2 3

k k

y k y k y k C C k k             
   

， ≥   
将已知的初始条件    0 0 1 1y y 、 代入上式得 

 
 

 
1 2

1 2

0 1 0

1 1
1 1 1

2 3

y C C

y C C

    



   

，求得 1

2

2

3

C
C


  

 

因此全解为 

    

/
/

1 1
2 3 2cos 0.5 0.25 0

2 3

k k

y k k k           
   







    

齐次解 自由响应
特解 强迫响应

稳态响应
暂态响应

， ≥   

由上式可知，由于本例中的特征根 1,2 1  ，因此其自由响应是衰减的。一般情况下，如

果差分方程所有的特征根都满足  1 1,2, ,i i n    ，那么其自由响应随着 k 的增大会逐渐趋

近于零，这样的系统称为稳定系统（见第 7 章），此时的自由响应也称为暂态响应。稳定系统

在阶跃序列或有始周期序列的作用下，其强迫响应一般也称为稳态响应。 

3.1.3  差分方程的双零解 

与 LTI 连续系统类似，LTI 离散系统的全响应  y k 也可分解为零输入响应  ziy k 和零状

态响应  zsy k 之和（双零分解法）。 

1．零输入响应 

零输入响应是当激励为零时，仅由系统的初始状态所引起的响应。在零输入条件下，

式（3.1.9）等号右端为零，差分方程转化为齐次方程，即 

        zi 1 zi 0 zi zi
0

1 0
n

n n j
j

y k a y k a y k n a y k j 


         （3.1.14） 

此时通过表 3.1.1 可确定  ziy k 的形式。例如，若其 n个特征根全部为单根，则其零输入响应 

  zi zi
1

n
k

j j
j

y k C 


   （3.1.15） 

式中， zijC 为待定系数，它们由初始条件      zi zi zi0 , 1 , , 1y y y n  确定。 

一般而言，激励都是在 0k  时刻接入的，因此通常用      1 , 2 , ,y y y n   描述系统的

初始状态。而在 0k  时，由于激励还没有接入系统，因此 
      zs zs zs1 2 0y y y n        （3.1.16） 

所以 

 

       
       

       

zi zs

zi zs

zi zs

1 1 1 1

2 2 2 2

y y y y
y y y y

y n y n y n y n

      
       


       


 （3.1.17） 
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已知初始状态      1 , 2 , ,y y y n   的值，通过式（3.1.17）可求得    zi zi1 , 2 , ,y y  

 ziy n 的值。由式（3.1.14）可得 

      zi 1 zi 0 zi1ny k a y k a y k n       （3.1.18） 

式中，令 0k  ，并将      zi zi zi1 , 2 , ,y y y n   的值代入，可得  zi 0y ；依次递推可得

   zi zi1 , , 1y y n  的值。有了这些初始值，就可求得式（3.1.15）中的待定系数 zijC ，从而求

得系统的零输入响应  ziy k 。 

例 3.1.4  描述某离散系统的差分方程为 
        5 1 4 2y k y k y k f k      （3.1.19） 

已知   0 0f k k ， ，初始条件    1 0 2 0.25y y   ， ，求系统的零输入响应  ziy k 。 

解：根据定义，系统的零输入响应  ziy k 应满足 

      zi zi zi5 1 4 2 0y k y k y k      （3.1.20） 

其初始状态为    zi 1 1 0y y    ，    zi 2 2 0.25y y     

式（3.1.20）的特征方程为 2 5 4 0    ，特征根为 1 21 4    ， ，都是单根，故 

      zi zi1 zi21 4
k ky k C C     （3.1.21） 

式（3.1.20）可变形为      zi zi zi5 1 4 2y k y k y k     ，令 0,1k  ，并将  zi 1 0y   ，

 zi 2 0.25y   代入，得 

 
     
     

zi zi zi

zi zi zi

0 5 1 4 2 1

1 5 0 4 1 5

y y y
y y y

      
     

 

将以上初始值代入式（3.1.21）可得 

 
 
 

zi zi1 zi2

zi zi1 zi2

0 1

1 4 5

y C C
y C C

   
    

，求得 zi1 zi2

1 4

3 3
C C  ，  

所以系统的零输入响应为 

      zi

1 4
1 4 0

3 3
k ky k k    ， ≥   

特别注意：式（3.1.21）满足齐次差分方程式（3.1.20），而初始值    zi zi0 1y y、 也是通过

式（3.1.20）递推出来的，因此直接使用    zi zi1 2y y 、 的值来求解待定系数 zi1 zi2C C、 也是可

以的，即令式（3.1.21）中的 1 2k   、 ，有 

 
     
     

1 1

zi zi1 zi2

2 2

zi zi1 zi2

1 1 4 0

2 1 4 0.25

y C C

y C C

 

 

      


     
，同样可求得 zi1 zi2

1 4

3 3
C C  ，  

与先递推再求解的结果是一样的。以上方法省去了递推过程，计算更加简洁。 

2．零状态响应 

零状态响应是指初始状态为零时，仅由激励信号  f k 所引起的响应。在零状态情况下，

式（3.1.9）仍然是非齐次方程，其初始状态为零，即零状态响应  zsy k 满足式（3.1.16）和 

            zs 1 zs 0 zs 1 01 1n m my k a y k a y k n b f k b f k b f k m              

  （3.1.22a） 

或简写为 
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    zs
0 0

n m

n j m i
j i

a y k j b f k i 
 

     （3.1.22b） 

通过表 3.1.1 可确定齐次解部分  zshy k 的形式，通过表 3.1.2 可确定特解部分  py k 的形

式并求出特解。例如，若其 n个特征根全部为单根，则其为零状态响应。 

        zs zsh p zs p
1

n
k

j j
j

y k y k y k C y k


     （3.1.23） 

式中， zsjC 为待定系数，它们由初始条件      zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  确定。 

由式（3.1.22a）可得 

 
     

     
zs 1 zs 0 zs

1 0

1

1

n

m m

y k a y k a y k n

b f k b f k b f k m




      

   




 （3.1.24） 

式中，令 0k  ，并将      zs zs zs1 2 0y y y n       和  f k 代入，依次递推可得

     zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  的值。有了这些初始值，就可求得式（3.1.23）中的待定系数 zsjC ，

从而求得系统的零状态响应  zsy k 。 

例 3.1.5  描述某离散系统的差分方程为 
        5 1 4 2y k y k y k f k      （3.1.25） 

已知    2kf k k ，求系统的零状态响应  zsy k 。 

解：根据定义，系统的零状态响应  zsy k 应满足 

 
       
   

zs zs zs

zs zs

5 1 4 2

1 2 0

y k y k y k f k
y y

    
    

 （3.1.26） 

首先求初始值    zs zs0 1y y、 ，由式（3.1.26）可知 

        zs zs zs5 1 4 2y k y k y k f k       

令 0,1k  ，并将    zs zs1 2 0y y    和    0 1f f、 代入，得 

 
       
       

zs zs zs

zs zs zs

0 5 1 4 2 0 1

1 5 0 4 1 1 3

y y y f
y y y f

      
       

 （3.1.27） 

式（3.1.26）为非齐次差分方程，其特征根 1 21 4    、 ，都是单根，此外不难根据

表 3.1.2 求得其特解  p

2
2

9
ky k   ，故其零状态响应为 

      zs zs1 zs2

2
1 4 2

9
k k ky k C C        （3.1.28） 

将式（3.1.27）的初始值代入式（3.1.28）可得 

 
 

 

zs zs1 zs2

zs zs1 zs2

2
0 1

9
4

1 4 3
9

y C C

y C C

    

      


，可求得 zs1 zs2

1 8

9 9
C C  ，  

所以系统的零状态响应为 

      zs

1 8 2
1 4 2 0

9 9 9
k k ky k k       ， ≥   

由于是零状态响应，当 0k  时，  zs 0y k  ，因此有 
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        zs

1 8 2
1 4 2

9 9 9
k k ky k k         

  

3．双零分解法的初始值 

双零分解法在求解  zsy k 中的待定系数  zs 1,2, ,jC j n  时需要用到初始值

     zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  ；在求解  ziy k 中的待定系数  zi 1,2, ,jC j n  时需要用到初始值

     zi zi zi0 , 1 , , 1y y y n  。 

（1）应用式（3.1.24），令 0k  ，并将      zs zs zs1 2 0y y y n       和  f k 代入，依

次递推可得      zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  。有了这些初始值，就可求得待定系数 zsjC ，从而求得系

统的零状态响应  zsy k （见例 3.1.5）。 

（2）在  ziy k 的实际求解过程中，初始条件一般由以下两种情形之一给出。 

情形 1：如果已知的初始条件是      1 , 2 , ,y y y n   的值（见例 3.1.4），由式（3.1.16）

     zs zs zs1 2 0y y y n       ，可得式（3.1.17）。应用式（3.1.18），令 0k  ，并将

     zi zi zi1 , 2 , ,y y y n   代入，依次递推可得      zi zi zi0 , 1 , , 1y y y n  。有了这些初始值，

就可求得待定系数 zijC ，从而求得系统的零输入响应  ziy k 。当然直接将式（3.1.17）求得的值

     zi zi zi1 , 2 , ,y y y n   代入式（3.1.15），也能求得待定系数 zijC （见例 3.1.4）。 

情形 2：如果已知的初始条件是      0 , 1 , , 1y y y n  的值，此时需要先根据第（1）步求

     zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  的值，然后根据 

 

     
     

     

zi zs

zi zs

zi zs

0 0 0

1 1 1

1 1 1

y y y
y y y

y n y n y n

 
  


     


 （3.1.29） 

求      zi zi zi0 , 1 , , 1y y y n  的值，进而求待定系数 zijC 和零输入响应  ziy k 。 

3.1.4  系统的全响应 

与 LTI 连续系统类似，一个初始状态不为零的 LTI 离散系统，在外加激励  f k 的作用

下，其全响应等于零输入响应与零状态响应之和，即 
      zi zsy k y k y k   （3.1.30a） 

而      zs zsh py k y k y k  ，因此 

        zi zsh py k y k y k y k    （3.1.30b） 

根据式（3.1.10a）和式（3.1.30b）可知，LTI 离散系统的全响应既可以分解为自由（固有）

响应（齐次解）和强迫响应（特解），又可以分解为零输入响应和零状态响应，即 
          h p zi zsy k y k y k y k y k     （3.1.31a） 

或 
            h p zi zsh py k y k y k y k y k y k      （3.1.31b） 

可见 
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      h zi zshy k y k y k   （3.1.32） 

如果 LTI 离散系统特征方程的特征根全部为单根，则此时有 

      


p zi zs p
1 1 1

n n n
k k k

j j j j j j
j j j

y k C y k C C y k  
  

      







  

齐次解 零状态响应的齐次解部分
特解 特解

强迫响应
自由响应 零输入响应 零状态响应

 （3.1.33） 

式（3.1.33）中有 

 zi zs
1 1 1

n n n
k k k

j j j j j j
j j j

C C C  
  

   
  
自由响应 零输入响应 零状态响应的齐次解部分

 （3.1.34） 

式（3.1.34）中有 
  zi zs  1,2, ,j j jC C C j n     

根据前面的分析发现，以上两种分解方式存在明显的区别。虽然自由响应和零输入响应

都是齐次方程的解，但二者的系数并不相同。 

例 3.1.6  描述某 LTI 离散系统的差分方程为 
        2 1 2y k y k y k f k      （3.1.35） 

已知初始条件    0 2 1 1y y ， ，激励    2kf k k ，求  ziy k 、  zsy k 和  y k 。 

解：差分方程的特征方程为 2 2 1 0    ，特征根为 1 2 1    ，为二重根。 

（1）先求系统的零状态响应  zsy k ，显然  zsy k 满足以下差分方程和初始条件。 

 
       
   

zs zs zs

zs zs

2 1 2

1 2 0

y k y k y k f k
y y

    
    

 

由        zs zs zs2 1 2y k y k y k f k      递推得    zs zs0 1 1 0y y ， 。 

不难求得特解  p

4
2 0

9
ky k k  ， ≥ ，所以 

     zs zs1 zs0

4
1 2 0

9
k ky k C k C k     ， ≥   

将    zs zs0 1 1 0y y ， 代入得 

 
    

    

0 0
zs zs1 zs0

1 1
zs zs1 zs0

4
0 0 1 2 1

9
4

1 1 1 2 0
9

y C C

y C C

      

      






，求得 zs0 zs1

5 1

9 3
C C ， ，所以 

    zs

1 5 4
1 2 0

3 9 9
k ky k k k      

 
， ≥   

（2）再求系统的零输入响应  ziy k ，显然  ziy k 满足以下差分方程和初始条件。 

 

     
     
     

zi zi zi

zi zs

zi zs

2 1 2 0

0 0 0 2 1 1

1 1 1 1 0 1

y k y k y k
y y y
y y y

    
     
     

 

根据表（3.1.1）可知 

     zi zi1 zi0 1 0
ky k C k C k   ， ≥   
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将    zi zi0 1 1 1y y ， 代入得 

 
    
    

0

zi zi1 zi0

1

zi zi1 zi0

0 0 1 1

1 1 1 1

y C C

y C C

    


   




，求得 zi0 zi11 2C C  ， ，所以 

     zi 2 1 1 0
ky k k k    ， ≥  

（3）最后求系统的全响应  y k 。 

        zi zs

5 14 4
1 2 0

3 9 9
k ky k y k y k k k         

 
， ≥   

与例 3.1.2 的结果一致。 

通过上述例题可知，双零分解法具有以下优缺点。优点为：①物理意义明确；②当激励发

生变化时，零输入响应无须重新计算。缺点为：①零状态响应的计算相对烦琐；②当系统的

激励形式复杂时，零状态响应中的特解不容易确定。 

3.1.5  线性与时不变性的应用 

与 LTI 连续系统类似，在激励  f k 的作用下，实际中要分析的 LTI 离散系统通常是以下

两种情况之一，其一是系统的差分方程右端仅含有  f k ，其二是差分方程右端含有  f k 及

其各次移位。利用 LTI 系统零状态响应的线性和时不变性，可以把第二种情况先转换成第一

种情况进行分析和求解，再求第二种情况的结果，具体思路和方法如下。 

假定描述某 LTI 离散系统的常系数线性差分方程为式（3.1.9），为了求该系统的零状态响

应  zsy k ，可以先求差分方程 

          1 0
0

1
n

n n j
j

y k a y k a y k n a y k j f k 


         （3.1.36） 

的零状态响应  zs1y k ，再通过 

 

       

 

zs zs1 1 zs1 0 zs1

zs1
0

1m m

m

m i
i

y k b y k b y k b y k m

b y k i






     

 


 （3.1.37） 

来计算  zsy k 。 

例 3.1.7  描述某离散系统的差分方程为 

          5 1 4 2 2 1y k y k y k f k f k        （3.1.38） 

已知    2kf k k ，求系统的零状态响应  zsy k 。 

解：根据例 3.1.5 可知，对于满足差分方程        5 1 4 2y k y k y k f k     的离散系统

而言，当    2kf k k 时，其零状态响应为 

        zs1

1 8 2
1 4 2

9 9 9
k k ky k k         

  

因此 
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     

     

     

zs zs1 zs1

1 1 1

2 1

1 8 2
2 1 4 2

9 9 9

1 8 2
1 4 2 1

9 9 9

k k k

k k k

y k y k y k

k

k



  

  

          
         

  

本节的分析都是以后向差分方程为例来进行的，如果描述系统的是前向差分方程，则其

求解方法与之相同。需要注意的是，要根据已知条件认真仔细、正确无误地确定初始值  ziy j
和   zs 0,1, , 1y j j n  ，当然也可以先将前向差分方程转换为后向差分方程，再求解。 

    
 知识点视频：差分和差分 知识点视频：线性常系数差分 知识点视频：线性常系数差分 

 方程的定义 方程的经典解法 方程的双零响应法 

3.2  单位序列响应与单位阶跃响应 

3.2.1  单位序列和单位阶跃序列 

1．单位（冲激）序列的定义 

单位序列的定义为 

  
1 0

0 0

k
k

k



  

，

，
 （3.2.1） 

它只在 0k  处取值为 1，而在其余各点都取值为 0，如图 3.2.1（a）所示。单位序列也被称为

单位样值序列、单位取样序列或单位冲激序列，一般简称为单位序列。它是离散系统分析中

最简单，也最重要的序列之一。它在离散时间系统中的作用，相当于  t 在连续时间系统中

的作用。需要重点强调的是，作为连续时间信号的  t 可以理解为脉宽趋近于零、幅度趋近

于无穷大，而积分值为 1 的信号（参见  t 的狄拉克定义），或者由广义函数定义；而离散时

间信号  k ，其幅度在 0k  时为有限值 1。 

若将  k 平移 i 个单位，如图 3.2.1（b）所示（图中的 0i  ），则可得 

  
1

0

k i
k i

k i



   

，

，
 （3.2.2） 

由于  k i  只在 k i 处取值为 1，而在其余各点都取值为 0，因此 

        f k k i f i k i     （3.2.3） 

式（3.2.3）也被称为  k 的取样性质。 

2．单位阶跃序列的定义 

单位阶跃序列的定义为 
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  
0 0

1 0

k
k

k



 


，

， ≥
 （3.2.4） 

它在 0k  的各点处都为 0，在 0k ≥ 的各点处都为 1，如图 3.2.2（a）所示。单位阶跃序列也

是离散系统分析中最重要的序列之一。它在离散时间系统中的作用，相当于  t 在连续时间

系统中的作用。需要重点强调的是，  t 在 0t  处会发生跳变，在此点处一般不定义；而单

位阶跃序列  k 在 0k  处定义为 1。 

 
k

δ(k)

1 2

1

0-1-2  
k

δ(k-i)

1 20-1-2 ... i

1

 
 （a）  k  （b）  k i   

图 3.2.1   k 与  k i  的信号波形 

同样地，如果将  k 平移 i 个单位，如图 3.2.2（b）所示（图中的 0i  ），则可得 

  
0

1

k i
k i

k i



  



，

， ≥
 （3.2.5） 

 
k

ε(k)

1 2

1

0-1-2

...

 
k

ε(k-i)

1 20-1-2 ... i

1

i+1 i+2

...

 
 （a）  k  （b）  k i   

图 3.2.2   k 与  k i  的信号波形 

3．单位序列与单位阶跃序列之间的关系 

不难看出，单位序列  k 与单位阶跃序列  k 之间的关系为 

        1k k k k         （3.2.6a） 

更一般的结论有 
        1k i k i k i k i            （3.2.6b） 

此外可推理得 

      
0

k

i j

k i k j  


 

     （3.2.7） 

4．单位序列与单位阶跃序列的应用 

应用单位序列及其移位序列和单位阶跃序列及其移位序列，可简化其他序列的表示。例

如，   2 2

0 2

k k
f k

k


 
 ，

， ≥
可简化表示为    2 2kf k k  。 

 f k 的信号波形如图 3.2.3 所示，不难得出        1 1f k k k k       或

     1 2f k k k     。 
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k
1 2

1

0-1-2

f(k)

 
图 3.2.3   f k 的信号波形 

3.2.2  单位序列响应 

1．单位序列响应的定义 

对 LTI 离散系统而言，当其初始状态为零、输入为单位序列  k 时所引起的响应，称为

该系统的单位序列响应（或单位样值响应、单位取样响应），一般用  h k 表示。显然，单位序

列响应的实质是激励信号为  k 时 LTI 系统的零状态响应，它的作用和地位与 LTI 连续系统

的冲激响应  h t 类似。 

2．单位序列响应的求解 

求解 LTI 离散系统单位序列响应的方法有差分方程求解法和 z 变换法（见第 6 章）。本章

重点介绍单位序列响应的差分方程求解法。由于单位序列响应的实质是激励信号为  k 时

LTI 系统的零状态响应，因此 3.1 节中求解 LTI 离散系统零状态响应的思路和方法全部适用。 
假定描述某 LTI 离散系统的常系数线性差分方程为式（3.1.9），其单位序列响应为  h k ，

即  h k 满足初始条件       1 2 0h h h n       和差分方程 

            1 0 1 01 1n m mh k a h k a h k n b k b k b k m                （3.2.8） 

若  1h k 是差分方程式（3.1.36）的单位序列响应，即  1h k 满足 

 
       
     

1 1 1 0 1

1 1 1

1

1 2 0
nh k a h k a h k n k

h h h n
     

       




 （3.2.9） 

则根据式（3.1.37）或 LTI 系统零状态响应的线性和时不变性，可得 

          1 1 1 0 1 1
0

1
m

m m m i
i

h k b h k b h k b h k m b h k i 


         （3.2.10） 

由于单位序列  k 仅在 0k  时等于 1，而在 0k  时为零，因此在 0k  时，对差分方程

式（3.2.9）而言，其单位序列响应  1h k 与该系统零输入响应的函数形式相同。这样就把原来

求系统单位序列响应的问题，转换为求差分方程齐次解的问题，此时通过表 3.1.1 可确定  1h k

的形式。由式（3.2.9）可知 
        1 1 1 0 11nh k a h k a h k n k        （3.2.11） 

式中，令 0k  ，并将      1 1 11 2 0h h h n       代入，依次递推可得      1 1 10 , 1 , , 1h h h n 

的初始值，其中       2
1 1 1 1 1 20 1 1 2 ,n n nh h a h a a       ， ， ，有了这些初始值，就可求  1h k

中的待定系数，即求得  1h k ，进而根据式（3.2.10）求  h k 。 

例 3.2.1  求图 3.2.4 所示离散系统的单位序列响应  h k 。 

解：（1）列写差分方程，求初始值。 
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根据图 3.2.4，左端加法器的输出为  y k ，其后续两个延迟单元的输出分别为  1y k  和

 2y k  。根据加法器的输入/输出关系可列出方程 

        1 2 2y k y k y k f k      （3.2.12） 

即该系统对应的差分方程为 
        1 2 2y k y k y k f k      （3.2.13） 

根据单位序列响应  h k 的定义，可知  h k 满足 

 
       
   

1 2 2

1 2 0

h k h k h k k
h h

    
    

 （3.2.14） 

令 0,1k  ，根据            1 2 2 0 1 1 0h k h k h k k        ， ， ，可得 

    0 1 1 1h h ，  

f(k) +
D D.

1
2

.

y(k)

++

y(k-1) y(k-2)

 

图 3.2.4  例 3.2.1 图 

（2）求  h k 。 

当 0k  时，有 

 
     
   

1 2 2 0

0 1 1 1

h k h k h k
h h

    
   ，

 （3.2.15） 

其特征方程为 2 2 0    ，特征根为 1 21 2   ， ，所以 

    1 21 (2) 0
k kh k C C k   ，  

令 k=0,1，并将初始值    0 1 1 1h h ， 代入上式可得 

 
 
 

1 2

1 2

0 1

1 2 1

h C C
h C C

  
    

，可求得 1 2

1 2

3 3
C C ，  

需要强调的是，以上已经将  0h 代入，因此方程的解也满足 0k  。故系统的单位序列响应为 

      1 2
1 2 0

3 3
k kh k k   ， ≥  

由于 0k  时，   0h k  ，因此  h k 可写为 

        1 2
1 2

3 3
k kh k k     

  

例 3.2.2  求图 3.2.5 所示离散系统的单位序列响应  h k 。 

解：（1）列写差分方程。 
根据图 3.2.5，设左端加法器的输出为  x k ，其后续两个延迟单元的输出分别为  1x k 

和  2x k  。由左端加法器的输入/输出关系可列出方程 

        1 2 2x k x k x k f k      
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其可改写为 
        1 2 2x k x k x k f k      （3.2.16） 

由右端加法器的输入/输出关系可列出方程 
      2y k x k x k    （3.2.17） 

联立式（3.2.16）和式（3.2.17）消去中间变量  x k ，可得系统的差分方程为 

          1 2 2 2y k y k y k f k f k        （3.2.18） 

 

图 3.2.5  例 3.2.2 图 

（2）求  h k 。 

为了求  h k ，可以先构造一个简单的 LTI 离散系统，其差分方程的左端与式（3.2.18）的

左端相同，右端仅含  f k ，即 

        1 2 2y k y k y k f k      （3.2.19） 

可以发现，式（3.2.19）与例 3.2.1 中的式（3.2.13）完全相同。设该简单系统的单位序列

响应为  1h k ，由式（3.2.10）可知，      1 1 2h k h k h k   。 

而由例 3.2.1 的求解结果可知，        1

1 2
1 2

3 3
k kh k k     

，所以 

 

     

           

   

 

1 1

2 2

2

1 2 1 2
1 2 1 2 2

3 3 3 3

0 0

1 2
1 2 0,1

3 3
1

2 2
2

k k k k

k k

k

h k h k h k

k k

k

k

k

  

  

               

 

   




，

，

， ≥

  

3.2.3  单位阶跃响应 

1．单位阶跃响应的定义 

对 LTI 离散系统而言，当其初始状态为零、输入为单位阶跃序列  k 时所引起的响应，

称为系统的单位阶跃响应（或简称阶跃响应），一般用  g k 表示。也就是说，单位阶跃响应的

实质是激励信号为  k 时 LTI 系统的零状态响应，它的作用和地位与 LTI 连续系统的阶跃响

应  g t 类似。 
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2．单位阶跃响应的求解 

由于单位阶跃响应的实质是激励信号为  k 时 LTI 系统的零状态响应，因此 3.1 节中求

解 LTI 离散系统零状态响应的思路和方法全部适用。 
假定描述某 LTI 离散系统的常系数线性差分方程为式（3.1.9），其单位阶跃响应为  g k ，

即  g k 满足初始条件       1 2 0g g g n       和差分方程 

            1 0 1 01 1n m mg k a g k a g k n b k b k b k m               （3.2.20） 

若  1g k 是差分方程式（3.1.36）的单位阶跃响应，即  1g k 满足 

 
       
     

1 1 1 0 1

1 1 1

1

1 2 0
ng k a g k a g k n k

g g g n
     

       




 （3.2.21） 

则根据式（3.1.37）或 LTI 系统零状态响应的线性和时不变性，可得 

          1 1 1 0 1 1
0

1
m

m m m i
i

g k b g k b g k b g k m b g k i 


         （3.2.22） 

在零状态情况下，由于式（3.1.21）仍然是非齐次方程，因此其解应该由齐次解  1hg k 和

特解  1pg k 两部分组成，即 

      1 1h 1pg k g k g k   （3.2.23） 

通过表 3.1.1 可确定齐次解  1hg k 的形式，通过表 3.1.2 可确定特解的形式并求得 

  
1

1p
0

n

n j
j

g k a





 
  
 
  （3.2.24） 

由式（3.2.21）可知 

        1 1 1 0 11ng k a g k a g k n k        （3.2.25） 

式中，令 0k  ，并将      1 1 11 2 0g g g n       ，依次递推可得      1 1 10 , 1 , , 1g g g n  。

有了这些初始值，就可求得式（3.2.23）中  1hg k 的待定系数，即求得  1g k 。特殊情况下，

如果系统差分方程的 n个特征根全部为单根，则 

          
1

1 1h 1p
1 0

n n
k

j j n j
j j

g k g k g k k D a k  



 

  
            
   （3.2.26） 

式中， jD 为待定系数，它们由前面求得的初始值      1 1 10 , 1 , , 1g g g n  确定。有了  1g k ，

根据式（3.2.22）就可求得  g k 。 

例 3.2.3  求例 3.2.1 中图 3.2.4 所示的离散系统的单位阶跃响应  g k 。 

解：例 3.2.1 已经求得图 3.2.4 所示的离散系统的差分方程为 

        1 2 2y k y k y k f k      

根据单位阶跃响应  g k 的定义，可知  g k 满足 

 
       
   

1 2 2

1 2 0

g k g k g k k
g g

    
    

 （3.2.27） 
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其特征方程为 2 2 0    ，特征根为 1 21 2   ， ；此外根据式（3.2.24）不难求得其特解

为
1

2
 ；因此可得    1 2

1
1 (2) 0

2
k kg k C C k    ， ≥ 。 

令 0,1k  ，根据            1 2 2 0 1 1 1g k g k g k k        ， ， ，可得  0 1g  ，

 1 2g  。 

将以上初始值代入联立可求得 1 2

1 4

6 3
C C ， ，因此该系统的单位阶跃响应为 

      1 4 1
1 (2)

6 3 2
k kg k k 

 



     （3.2.28） 

例 3.2.4  求例 3.2.2 中图 3.2.5 所示离散系统的单位阶跃响应  g k 。 

解：例 3.2.2 已经求得图 3.2.5 所示离散系统的差分方程为 
          1 2 2 2y k y k y k f k f k        

例 3.2.3 已经求得简单系统        1 2 2y k y k y k f k     的单位阶跃响应为 

        1

1 4 1
1 2

6 3 2
k kg k k      

  

所以 

 

     

         

 

 

1 1

2 2

2

1 4 1 1 4 1
1 (2) 1 2 2

6 3 2 6 3 2

0 0

1 4 1
1 (2) 0,1

6 3 2

2 2

k k kk

k k

k

g k g k g k

k k

k

k

k

  

  

                 
 

    



，

，

， ≥

 

3.2.4  单位阶跃响应与单位序列响应之间的关系 

由式（3.2.7）中  k 与  k 的关系，且根据 LTI 系统的线性和时不变性，可知同一 LTI

离散系统的单位阶跃响应  g k 与单位序列响应  h k 之间的关系为 

      
0

k

i j

g k h i h k j


 

     （3.2.29） 

同理，由      1k k k     可以得出 

        1h k g k g k g k      （3.2.30） 

例 3.2.5  应用  g k 和  h k 之间的关系求解例 3.2.1 中图 3.2.4 所示离散系统的单位阶跃

响应  g k 。 

解：例 3.2.1 已经求得图 3.2.4 所示离散系统的单位序列响应为 

        1 2
1 2

3 3
k kh k k     

 

根据式（3.2.29）可得 
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               

           

0

0 0 0

1 2 1 2
1 2 1 2

3 3 3 3

1 2 1 2
1 2 1 2

3 3 3 3

k k k
i i i i

i i i

k k k
i i i i

i i i

g k h i i i

k k

 

 

  

  

                        
                 

  

  
 

由数学中的几何级数（等比数列）求和公式可得 

    
   

1

0

1 1 1
1 1 1

1 1 2

kk
i k

i





           

    
   

1
1

0

1 2
2 2 1

1 2

kk
i k

i







  

  

所以 

              11 1 2 1 4 1
1 1 2 1 1 2

3 2 3 6 3 2
k k k kg k k k                          

 

结果与例 3.2.3 中的式（3.2.28）相同。同理可以根据例 3.2.2 中求得的结果  h k ，来计算

例 3.2.4 中的结果  g k ，读者可以自行计算和验证。 

特别注意：回顾 LTI 离散系统单位序列响应和单位阶跃响应的定义和求解过程可以发现，

当系统的内部结构确定之后，系统的差分方程也就确定了。此时如果要求该系统的单位序列

响应或单位阶跃响应，其实质就是求该系统输入为  k 或  k 时的零

状态响应，显然求得的结果仅与差分方程自身有关，也就是仅与系统的

内部结构有关，而与系统的激励无关。因此，当 LTI 离散系统的内部结

构确定之后，其单位序列响应  h k 和单位阶跃响应  g k 也就唯一确定

了，可见 LTI 离散系统的单位序列响应  h k 和单位阶跃响应  g k 都是

对离散系统时域特性的反映。一些常用的数列求和公式列在附录 C 中，

以备查阅。 

3.3  零状态响应与卷积和 

卷积和（简称“卷积”）在 LTI 离散系统的时域分析方法中具有非常重要的地位，卷积和

在 LTI 离散系统分析中的作用，与连续系统中卷积积分的作用相同。本节要讨论的问题是先

将激励信号分解为众多单位序列之和，然后利用单位序列响应和 LTI 离散系统的 LTI 性质，

求解 LTI 离散系统在任意激励作用下的零状态响应。 

3.3.1  卷积和的数学定义 

一般情况下，若有两个序列  1f k 和  2f k ，则二者卷积和  f k 的数学定义式为 

          1 2 1 2*
i

f k f k f k f i f k i




    （3.3.1a） 

后续 3.4 节中还会证明： 

 
知识点视频：离散系

统的单位序列响应和

单位阶跃响应 
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             

       

1 2 1 2 2 1

2 1 1 2

* *
i

i i

f k f k f k f i f k i f k f k

f i f k i f k i f i





 

 

   

   



 
 （3.3.1b） 

根据以上数学定义可知： 

（1）若  1f k 为因果序列，则          1 2 1 2
0

*
i

f k f k f k f i f k i




   。 

（2）若  2f k 为因果序列，则          1 2 1 2*
k

i

f k f k f k f i f k i


   。 

（3）若  1f k 和  2f k 都为因果序列，则          1 2 1 2
0

*
k

i

f k f k f k f i f k i


   ，其隐含要

求 0k ≥ 。 

3.3.2  任意激励下的零状态响应 

设某 LTI 离散系统的单位序列响应为  h k ，即该系统激励信号为  k 时的零状态响应为

 h k ，设该系统在任意激励信号  f k 作用下的零状态响应为  zsy k 。 

一方面，对于图 3.3.1 所示的任意序列  f k 的分解而言，不难得出序列  f k 可用   k

及其移位序列线性组合表示为 

 

                 
   

   

2 2 1 1 0 1 1

2 2

i

f k f k f k f k f k

f k

f i k i

   








          

 

 



  （3.3.2a） 

k

f(k)

210 3-1-2-3

f(0)
f(1)

f(2)
f(3)

...
f(-1)

f(-2)

f(-3)

...

 
图 3.3.1  任意序列  f k 的分解 

根据卷积和的数学定义式（3.3.1）不难得出 

                  * *
i i

f k f i k i f k k k f k i f k i   
 

 

        （3.3.2b） 

式（3.3.2b）表明任意序列  f k 与  k 的卷积和仍然是其自身。 

另一方面，对该系统而言，根据系统的线性和时不变性可知： 
（1）当激励信号为  k i  时，其零状态响应为  h k i 。 

（2）当激励信号为    f i k i  时，其零状态响应为    f i h k i 。 

（3）当激励信号为 

              * *
i

f i k i f k k k f k f k  




     
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时，其零状态响应为 

                  zs * *
i i

y k f i h k i f k h k h k f k h i f k i
 

 

        （3.3.3） 

特别注意：式（3.3.3）表明对于单位序列响应为  h k 的 LTI 离散系统而言，任意激励信

号  f k 作用下的零状态响应  zsy k 等于激励信号  f k 与单位序列响应  h k 的卷积和。显然

式（3.3.3）提供了一种新的求解 LTI 离散系统零状态响应的思路和方法，可称之为卷积和法。 

例 3.3.1  如果某 LTI 离散系统的单位序列响应为    (0.5)kh k k ，求激励信号分别为

 1 1f k  和    2f k k 时系统的零状态响应  zs1y k 和  zs2y k 。 

解：（1）求  zs1y k ，根据式（3.3.3）并考虑到  1 1f k i  可得 

 

         

       

zs1 1 1

0

*

1
0.5 1 0.5 2

1 0.5

i

i i

i i

y k h k f k h i f k i

i i 





 

 

  

    




 
 

（2）求  zs2y k ，根据式（3.3.3）可得 

 

               

       

   

zs2 2 2

1
1

0

1

* 0.5

1 0.50.5 0 2 1 0.5 00
1 0.5

0 00 0 0 0

2 1 0.5

i

i i

kk
i k

i

k

y k h k f k h i f k i i k i

i k kk
kk k

k

 





 

 








    

            
     
   

 

 ， ≥ ， ≥， ≥

，， ，

 

例 3.3.2  如例 3.1.5 所示的 LTI 离散系统 
        5 1 4 2y k y k y k f k       

求激励为    2kf k k 时系统的零状态响应  zsy k 。 

解：（1）设该系统的单位序列响应为  h k ，显然  h k 满足 

 
       
   

5 1 4 2

1 2 0

h k h k h k k
h h

    
    

 

令 0,1k  ，根据            5 1 4 2 0 1 1 0h k h k h k k         ， ， ，可得 

    0 1 1 5h h  ，  

当 0k  时，有 

 
     
   

5 1 4 2 0

0 1 1 5

h k h k h k
h h

    
    ，

 

其特征根 1 21 4    ， ，都是单根，因此 

    1 21 ( 4) 0
k kh k C C k    ，  

将初始值    0 1 1 5h h  ， 代入上式，得 

 
 
 

1 2

1 2

0 1

1 4 5

h C C
h C C

  
     

，求得 1 2

1 4

3 3
C C  ，  

需要强调的是，以上已经将  0h 代入，因此方程的解也满足 0k  。故系统的单位序列响应 
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      1 4
1 4 0

3 3
k kh k k     ， ≥   

由于 0k  时，   0h k  ，因此最终  h k 可写为 

        1 4
1 4

3 3
k kh k k       

  

（2）求  zsy k ，根据式（3.3.3）可得 

 

                 

         

zs

0

1 4
* 1 4 2

3 3

1 4
1 4 2 0 1 8 2

1 4 23 3
9 9 9

0 0

i i k i

i i

k
i i k i

k k k
i

y k h k f k h i f k i i k i

k
k

k

 



 


 





                
                     

 

 ， ≥

，

 

结果与例 3.1.5 中所求的结果相同。 

对比此前的经典法可以发现，卷积和法无须求解 LTI 离散系统的特解，适用范围广。当

然，卷积和法需要事先知道或设法先求得系统的单位序列响应，再计算激励信号与单位序列

响应的卷积和，后续会介绍几种常用的卷积和计算方法。 

在应用卷积和求解任意激励信号作用下 LTI 系统的零状态响应时，系统单位序列响应

 h k 的求解是关键。当差分方程右端含有  f k 及其移位序列时，可以先求简单系统的单位序

列响应  1h k ，再利用差分方程的右端得到  h k ，具体方法和过程见 3.2 节。在附录 B 中列出

了常见序列的卷积和表，以备查阅。 

3.3.3  单位序列响应的物理意义 

由式（3.3.3）可知 

 
         

                   

zs *

2 2 1 1 0 1 1 2 2
i

y k h k f k h i f k i

h f k h f k h f k h f k h f k





  

            


 

 

观察发现，  0h 是当前时刻输入值  f k 的加权系数，  1h 是前一时刻输入值  1f k  的

加权系数，  1h  是后一时刻输入值  1f k  的加权系数，  h i 是  f k i 的加权系数，可见

 h i 的实质是不同时刻输入值对当前时刻零状态响应贡献的加权系数。 

3.3.4  卷积和的计算方法 

卷积和的常用计算方法有以下几种：定义法（解析法）、图解法、滑带法、性质法、列表

法和不进位乘法，其中性质法的内容较多，将在 3.4 节中专门介绍。例 3.3.1 和例 3.3.2 都是使

用的定义法，不再重复介绍，下面对图解法和滑带法进行简要说明。 

1．图解法 

图解法是根据卷积和的定义式，对序列的波形进行变换从而求解的方法。当已知序列

 1f k 和  2f k 的波形时，一般通过以下 4 步完成求解。 
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（1）换元，将  1f k 和  2f k 的自变量 k 都换成 i ，得到  1f i 和  2f i ，并画出二者的波形。 

（2）反转，将  2f i 的波形以纵坐标为轴反转，得到  2f i ，画出  2f i 的波形。 

（3）平移，将  2f i 的波形沿横坐标（ i 轴）平移 k ，得到    2 2f i k f k i      的波形，

其中 k 为  2f i 的平移量。 

（4）求和，将  1f i 和  2f k i 相乘，得到    1 2f i f k i ，乘积结果对自变量 i 在区间

 ,  上进行累加求和，即计算累加和    1 2
i

f i f k i




 得到结果。 

需要强调的是，第（4）步中，当  2f i 的平移量 k 变化时，得到的    1 2f i f k i 乘积结

果的表达式可能不相同，因此需要根据  1f i 和  2f i 的波形对 k 进行分区间讨论。 

例 3.3.3  如有两个序列 

  1

1 0,1,2

0

k k
f k

 
 


，

，其余
，  2

1 0,1,2,3

0

k
f k


 


，

，其余
 

求二者的卷积和      1 2*f k f k f k 。 

解：（1）画出  1f i 和  2f i 的波形，如图 3.3.2（a）和图 3.3.2（b）所示。 

（2）在 i 轴上对  2f i 平移 k 个时间单位，如图 3.3.2（c）所示。 

 
i

f1(i)

210 3-1-2

1

2

3

4  
i

f2(-i)

10-1-2

1

-3-4  
i

f2(k-i)

k

1

k-3 0  
 （a）  1f i  （b）  2f i  （c）  2f k i  

图 3.3.2  例 3.3.3 图 

（3）按 k 取值的不同进行讨论，计算求和。 
当 0k  时，可得      1 2* 0f k f k f k  。 

当 0k  时，可得          1 2 1 20 * 0 0 1f f k f k f f   。 

当 1k  时，可得          1 2 1 21 0 1 1 0 3f f f f f   。 

后 续 依 次 可 得                  1 2 1 2 1 22 0 2 1 1 2 0 6 3 6 4 5f f f f f f f f f     ， ， ，

 5 3f  ；当 6k ≥ 时，   0f k  。计算结果如图 3.3.3 所示。 

若要求卷积和      1 2*f k f k f k 在某时刻的值，如 2k  时  2f 的值，则应用图解法一

般比较方便快捷。 

k

f(k)

210 3-1

1

3

6

4

6

5

3

5 6  

图 3.3.3  例 3.3.3 计算结果 
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2．滑带法 

当序列较短或用图解法计算比较方便时，使用滑带法计算卷积和更加快捷，其实质与图

解法相同，不同之处在于序列不是用横纵坐标波形来表示的，而是把序列的取值依次写出并

整齐排列在纸带上，其计算过程与图解法基本相同。 

例 3.3.3 的滑带法求解过程如图 3.3.4 所示。图中上、下两条从左到右的纸带分别表示

序列  1f  和  2f  ，二者的零点位置上下对齐（阴影部分）。其中在图 3.3.4（c）～图 3.3.4（j）

中，上方为固定带  1f i ，下方为滑动带  2f k i 。最终的求解结果与图解法的求解结果

一致。 

    
 （a）上方为  1f i ，下方为  2f i  （b）上方为  1f i ，下方为  2f i  （c）  0k  ，   0f k   

    
 （d） 0k  ，  0 1f   （e） 1k  ，  1 3f   （f） 2k  ，  2 6f   （g） 3k  ，  3 6f   

         
 （h） 4k  ，  4 5f   （i） 5k  ，  5 3f   （j） 6k ≥ ，   0f k   

图 3.3.4  例 3.3.3 的滑带法求解过程 

相关书籍对列表法和不进位乘法求卷积和有介绍，其实质与滑带法相同，有兴趣的读者

可自行查阅。通过以上讨论不难发现，定义法和图解法适用范围广，其中定义法应用卷积和

的数学定义通过数学解析、推理和运算直接得到结果；图解法通过序列波形变换（反转和平

移）辅助求解，形象直观，可以比较方便地计算某时刻的卷积和；当序列较短时，合理使用列

表法、滑带法或不进位乘法，一般能够快速计算出结果。 

3.3.5  有限长序列的卷积和 

有限长序列是指在时域有限区间  1 2,k k 内有非零取值，而在区间  1 2,k k 外均为零的序列，

一般 2 1 1k k  的值被称为有限长序列的长度。 

可以证明，如果  1f k 是长度为 M 的有限长序列，  2f k 是长度为 N 的有限长序列，则二

者的卷积和      1 2*f k f k f k 是长度为 1M N  的有限长序列。有限长序列的卷积和如

图 3.3.5 所示。 
通过观察可以发现，从  f k 出现第一个非零点[见图 3.3.5（a）]，到出现最后一个非零

点[见图 3.3.5（b）]，  2f k i 一共向右移动了 1M N  个单位，因此  f k 的长度正好是

1M N  。由此可以看出，  f k 第一个非零点出现在  1f k 和  2f k 第一个非零点时刻之和

处，  f k 最后一个非零点出现在  1f k 和  2f k 最后一个非零点时刻之和处，以上结论与 2.3
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节中时限信号的卷积积分结果的特点相似。 

   
 （a）  f k 的非零点开始处 （b）  f k 的非零点结束处 

图 3.3.5  有限长序列的卷积和 

   
 知识点视频：卷积和的定义与解析法 知识点视频：卷积和的图解法与列表法 

3.4  卷积和的性质 

卷积和与卷积积分类似，也有很多重要的性质，灵活应用这些性质可以大大简化运算过

程、方便系统的分析。本节在讨论和分析卷积和时都认为其是存在的（收敛的）。 

3.4.1  卷积和的代数性质 

离散信号的卷积和运算符合如下所示的交换律、分配律和结合律等代数运算性质，相关

结论读者可自行证明。 

1．交换律 

        1 2 2 1* *f k f k f k f k  （3.4.1） 

2．分配律 

              1 2 3 1 2 1 3* * *f k f k f k f k f k f k f k      （3.4.2） 

分配律的物理含义及应用如下。 
（1）假设  1f k 是某 LTI 离散系统的单位序列响应，  2f k 和  3f k 是激励信号，那么

式（3.4.2）表明多个输入信号之和的零状态响应等于每个激励的零状态响应之和。 
（2）假设某 LTI 离散系统的单位序列响应为  h k ，且该系统由两条支路并联而成，设

   2 1f k h k 是第 1 条支路的单位序列响应，    3 2f k h k 是第 2 条支路的单位序列响应，

   1f k f k 是激励信号，显然该系统的零状态响应      zs *y k f k h k ；根据式（3.4.2）有
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               zs 1 2 1 2* * *y k f k h k f k h k f k h k h k      ，因此可以得到    1h k h k   

 2h k ，以上结果表明并联离散系统的单位序列响应等于各支路的单位序列响应之和，对应关

系可用图 3.4.1 表示。推而广之，对多条支路并联组成的离散系统，以上结论同样成立，即并

联离散系统的单位序列响应等于所有支路的单位序列响应之和。 

h1(k)

h2(k)

∑
+

+

f(k) yzs(k)
     h(k)

yzs(k)f(k)  

图 3.4.1  卷积和的分配律与并联系统 

3．结合律 

            1 2 3 1 2 3* * * *f k f k f k f k f k f k        （3.4.3） 

根据式（3.4.3），应用卷积运算的交换律，可得 

                  1 2 3 1 2 3 1 3 2* * * * * *f k f k f k f k f k f k f k f k f k             （3.4.4） 

需要强调的是，结合律成立的前提条件是必须同时满足序列两两相卷积都是收敛的（存

在的），否则不能使用交换律。 
结合律的物理含义及应用：假设某 LTI 离散系统的单位序列响应为  h k ，且该系统由两

条支路级联（串联）而成，设    2 1f k h k 是第 1 条支路的单位序列响应，    3 2f k h k 是第

2 条支路的单位序列响应，    1f k f k 是激励信号，显然该系统的零状态响应

     zs *y k f k h k ；根据式（3.4.3）有              zs 1 2 1 2* * * *y k f k h k h k f k h k h k       ，

因此可以得到          1 2 2 1* *h k h k h k h k h k  ，以上结果表明级联（串联）离散系统的单位

序列响应等于各支路的单位序列响应的卷积和，对应关系可用图 3.4.2 表示。推而广之，对多

条支路串联组成的离散系统，以上结论同样成立，即串联离散系统的单位序列响应等于所有

支路的单位序列响应的卷积和。 

f(k)
h1(k) h2(k)

yzs(k)

f(k)
h2(k) h1(k)

yzs(k)
     h(k)

yzs(k)f(k)  

图 3.4.2  卷积和的结合律与级联系统 

3.4.2  序列与单位序列的卷积和 

应用卷积运算的交换律和单位序列的取样性质，可得 

                  * * 0 0
i

f k k k f k i f k i f k f k   




       

即 
          * *f k k k f k f k    （3.4.5） 
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式（3.4.5）表明，某序列与单位序列的卷积和就是它自身，其与 3.3 节中已经得出的结论

式（3.3.2b）相同。根据式（3.4.5）显然可得 
          1 1 1* *f k k k k f k k f k k       （3.4.6） 

式（3.4.5）是卷积运算的重要性质之一，推而广之可得 

              1 1 1 1
0

* *
i

f k k k k k f k i k f k i f k k  




           

即 
          1 1 1* *f k k k k k f k f k k       （3.4.7） 

若设    2f k k k  ，则式（3.4.7）变为 

          2 1 1 2 1 2* *k k k k k k k k k k k             （3.4.8） 

还可证明 
          1 2 2 1 1 2* *f k k k k f k k k k f k k k          （3.4.9） 

此外，若设      1 2*f k f k f k ，则 

          1 1 2 2 1 2 2 1 1 2* *f k k f k k f k k f k k f k k k         （3.4.10） 

式（3.4.10）也被称为卷积和的平移性质，读者可自行证明。 
卷积和的平移性质的物理含义：假设某 LTI 离散系统的单位序列响应    2h k f k ，  1f k

是激励信号，则该系统的零状态响应为            zs 1 1 2* *y k f k h k f k f k f k   。那么延时

为 1k 的激励作用于单位序列响应延时为 2k 的系统，与延时为 2k 的激励作用于单位序列响应延

时为 1k 的系统，其零状态响应是相同的且延时为 1 2k k 。 

例 3.4.1  图 3.4.3 所示的复合系统由两个子系统级联组成，已知两个子系统的单位序列

响应分别为    1
kh k a k 和    2

kh k b k ，求复合系统的单位序列响应  h k 。 

h1(k) h2(k)
h(k)

f(k) yzs(k)

 

图 3.4.3  例 3.4.1 图 

解：根据题意和级联系统的特性可知 

              1 2
0 0

* * ( )
k k

k k i k i k i

i i

ah k h k h k a k b k a b k b k
b

   

 

   
      

   
   

 

     

   

0

1

1 1

1 1

1

1

k
k i k

i

k

k k
k

b k k b k a b

a
b abb k k a ba b a

b

 

 





 

  
    

 
            


 ，当 时

，当 时

                      

上式中，若 1 1a b ， ，则 

      
11

*
1

k
k aa k k k

a
  





 

若 1a  ， 1b  ，则 
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        * 1k k k k     （3.4.11） 

在计算序列的卷积和时，合理利用以上相关结论可简化计算。例如， 

 

           
       

     
   

3 * 6 * 3 * * 6

* * 3 * 6

1 * 3

2 3

k k k k k k

k k k k

k k k

k k

     

   

 



          
        
    
  

  

更一般地，可推理出以下结论： 
        1 2 1 2 1 2* 1k k k k k k k k k k           

        1 2 1 2 1 2* 1k k k k k k k k k k           （3.4.12） 

例 3.4.2  图 3.4.4所示的离散系统（它与例 3.2.1的系统相同），已知初始状态为  1 0y   ，

  1
2

6
y   ，激励          cos 1

kf k k k k     ，求系统的全响应  y k 。 

f(k) +
D D.

1
2

.

y(k)

++

y(k-1) y(k-2)

 

图 3.4.4  例 3.4.2 图 

解：根据图 3.4.4 不难列出系统的差分方程为 
        1 2 2y k y k y k f k      （3.4.13） 

（1）先求系统的零输入响应  ziy k ，显然  ziy k 满足 

 
     

       
zi zi zi

zi zi

1 2 2 0

1
1 1 0 2 2

6

y k y k y k

y y y y

     



       
，

 

利用递推关系，可得 

 
     

     

zi zi zi

zi zi zi

1
0 1 2 2

3
1

1 0 2 1
3

y y y

y y y

     

    


 

特征方程为 2 2 0    ，特征根为 1 21 2   ， ，所以 

      zi zi1 zi21 2
k ky k C C    

代入初始值，可得 

 
 

 

zi zi1 zi2

zi zi1 zi2

1
0

3
1

1 2
3

y C C

y C C

   

    


，可求得 zi1

1

9
C  ， zi2

2

9
C   

所以 

      zi

1 2
1 2 0

9 9
k ky k k   ， ≥  
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（2）求系统的单位序列响应  h k ，显然  h k 满足： 

 
       
   

1 2 2

1 2 0

h k h k h k k
h h

    
    

 

参见例 3.2.1 可以求得 

        1 2
1 2

3 3
k kh k k     

  

（3）求系统的零状态响应  zsy k 。 

 

               

               

          

       

zs

1 1

1 2
* 1 * 1 2

3 3

1 2
1 * 1 1 * 2

3 3
1 2 1

1 1 2 1
3 3 3
1 5 4

1 1 2
3 9 9

k k k

k k k k

k k k

k k k

y k f k h k k k

k k k k

k k k

k k

 

   

 



 

       

                  

            

       

  

（4）求系统的全响应  y k 。 

 

     

         

    

zi zs

1 2 1 5 4
1 2 1 1 2

9 9 3 9 9
1 2

2 1 2 0
3 3

k k k k k

k k

y k y k y k

k

k k

 

       

    ， ≥

  

3.4.3  系统基本单元的单位序列响应与系统综合 

应用卷积和的延时和差分、求和运算，不难求得 LTI 离散系统时域框图基本单元（数乘

器/标量乘法器、延迟单元）的单位序列响应，如图 3.4.5 所示。 

 

a
f(k) af(k).

f(k). af(k).a
 

D
f(k) f(k-1)

 
 （a）数乘器    h k a k  （b）延迟单元    1h k k   

图 3.4.5  LTI 离散系统时域框图基本单元的单位序列响应 

图 3.4.5 中两个基本单元的左侧为激励（输入）信号  f k ，基本单元的单位序列响应记

为  h k ，右侧输出为零状态响应  zsy k ，即      zs *y k f k h k 。 

对 数 乘 器 而 言 ， 因 为    zsy k af k ， 所 以        zs *y k f k h k af k  ， 而

     *af k f k a k ，所以    h k a k 。 

对延迟单元而言，因为    zs 1y k f k  ，所以        zs * 1y k f k h k f k   ，而

     1 * 1f k f k k   ，所以    1h k k  。 

同理，对一阶后向差分电路而言，    zsy k f k  ，可分析得出    h k k  ；对序列求

和电路而言，可分析得出    h k k 。 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



  第 3 章  离散系统的时域分析 |  119

以上这些结论与连续系统分析和系统综合时数乘器、延时器、微分器和积分器的冲激响

应类似。如果已知某 LTI 离散系统的单位序列响应函数，利用它们可以求出构成该 LTI 离散

系统的系统框图，那么这个过程就是离散系统的系统综合。 

知识点总结（三） 

1．差分的定义及序列求和运算 

一阶前向差分：      1f k f k f k    

一阶后向差分：      1f k f k f k    

前、后向差分之间的关系：    1f k f k   或    1f k f k    

序列求和运算：  
k

i

f i

  

2．线性常系数差分方程 

LTI 离散系统所满足的差分方程均为线性常系数差分方程，其通式为 
            1 0 1 01 1n m my k a y k a y k n b f k b f k b f k m              

式中，  0,1, , 1ja j n  和  0,1, ,ib i m  均为常数。 

3．迭代法 

差分方程是具有递推关系的代数方程，若已知初始条件和激励，则利用迭代法可求差分

方程的数值解，但多数情况下所得的数值解很难表示成解析式的形式。 

4．齐次解与特解 

齐 次 解 是 齐 次 差 分 方 程      1 01 0ny k a y k a y k n      的 解 。 特 征 方 程
1

1 1 0 0n n
na a a  
     的根为特征根。根据特征根，查表 3.1.1 可得齐次解的形式。因

齐次解的形式仅取决于系统而与输入无关，故其又被称为自由响应。 

特解的形式可根据激励查表 3.1.2 得到，待定系数可直接由差分方程计算得出，与初始条

件无关。因特解的形式仅取决于激励而与系统无关，故其又被称为强迫响应。 

经典解法（将全响应分解为齐次解和特解）的求解步骤如下。 

（1）求解特征方程的特征根，查表得齐次解的形式。 

（2）根据给定的激励查表，得特解的形式。 

（3）将特解的形式代入差分方程，确定特解中的待定系数，从而完全确定出特解。 
（4）根据初始条件      1 , 2 , ,y y y n   ，迭代可得        0 , 1 , 2 , , 1y y y y n  ，从而确

定齐次解中的待定系数，求解出全响应。 

5．稳态响应与暂态响应 

通常当输入信号是阶跃序列或有始周期序列，且所有特征根的模值均小于 1 时，系统的
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响应可分为暂态响应和稳态响应两部分。齐次解中的各项均按指数衰减，与特解中的衰减项

一起构成了暂态响应。其余部分为稳态响应，通常也由阶跃序列或有始周期序列组成。对于

不满足前述条件的情况，全响应无法分解为暂态响应和稳态响应。 

6．零输入响应与零状态响应 

零输入响应的求解步骤：①列出零输入响应满足的齐次方程；②求解特征方程的特征根，

查表得齐次解的形式（与经典解法中齐次解的形式完全相同）；③根据    zi 1 1y y    ,

   zi 2 2y y    ,    ,    ziy n y n   通过迭代法可求解出      zi zi zi0 , 1 , , 1y y y n  的值，从

而可确定齐次解的待定系数，进而求解出零输入响应。 

零状态响应的求解步骤：①求解特征方程的特征根，查表得齐次解的形式（与经典解法

中齐次解的形式或零输入响应的形式完全相同）；②根据给定的激励查表，得特解的形式；③将

特解代入差分方程，确定特解中的待定系数，从而完全确定出特解；④根据

     zs zs zs1 2 0y y y n       ，通过迭代法可求解出      zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  的值，从

而可确定齐次解中的待定系数，进而求解出零状态响应。 

7．单位序列响应与单位阶跃响应 

单位序列响应是指当输入为单位序列  k 时 LTI 系统的零状态响应，记为  h k 。 

单位阶跃响应是指当输入为单位阶跃序列  k 时 LTI 系统的零状态响应，记为  g k 。 

单位序列响应的求解步骤如下。 
对于        1 01ny k a y k a y k n f k      的情形，按以下步骤计算：①  h k 

     1 01na h k a h k n k      ，      1 2 0h h h n       ；②根据迭代法，计算出

     0 , 1 , , 1h h h n  ；③求解特征方程的特征根，查表得齐次解的形式；④代入初始条件，

求解出单位序列响应。 
对于差分方程式（3.1.9）的情形，可先算        1 01ny k a y k a y k n f k      的单

位序列响应  1h k ，再按照关系式        1 1 1 0 11m mh k b h k b h k b h k m      进行计算。 

单位阶跃响应的求解步骤如下。 
对于        1 01ny k a y k a y k n f k      的情形，按以下步骤计算：①  g k 

     1 01na g k a g k n k      ，      1 2 0g g g n       ；②根据迭代法，计算出

     0 , 1 , , 1g g g n  ；③求解特征方程的特征根，查表得齐次解的形式；④设特解为待定常

数，代入方程可求出特解；⑤代入初始条件，求解单位阶跃响应。 
对于差分方程式（3.1.9）的情形，可先算        1 01ny k a y k a y k n f k      的单

位阶跃响应  1g k ，再按照关系式        1 1 1 0 11m mg k b g k b g k b g k m      进行计算。 

特别注意：单位序列响应和单位阶跃响应都是离散系统特性的反映，与系统的激励无关。

根据        1h k g k g k g k     和  
k

i

g k


  ，    
0j

h i h k j




  ，二者可以相互进行计算。 

8．卷积和的定义 

          1 2 1 2*
i

f k f k f k f i f k i




    
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（1）若  1f k 为因果序列，则          1 2 1 2
0

*
i

f k f k f k f i f k i




   。 

（2）若  2f k 为因果序列，则          1 2 1 2*
k

i

f k f k f k f i f k i


   。 

（3）若二者都是因果序列，则          1 2 1 2
0

*
k

i

f k f k f k f i f k i


   ，其中隐含要求 0k ≥ ，

可见两个因果序列的卷积和结果也是因果序列。 

9．零状态响应的卷积和计算法 

      zs *y k f k h k  

10．卷积和的性质 

1）代数性质 
交换律：        1 2 2 1* *f k f k f k f k  

分配律：              1 2 3 1 2 1 3* * *f k f k f k f k f k f k f k      

结合律：            1 2 3 1 2 3* * * *f k f k f k f k f k f k        

2）与单位序列的卷积及移位性质 
          * *f k k k f k f k    

          1 1 1* *f k k k k k f k f k k       

          1 2 2 1 1 2* *k k k k k k k k k k k             

          1 2 2 1 1 2* *f k k k k f k k k k f k k k          

若      1 2*f k f k f k ，则          1 1 2 2 1 2 2 1 1 2* *f k k f k k f k k f k k f k k k         

11．有限长序列的卷积和特性 

可以证明，如果  1f k 是长度为 M 的有限长序列，  2f k 是长度为 N 的有限长序列，则二

者的卷积和      1 2*f k f k f k 是长度为 1M N  的有限长序列。 

12．并联和级联（串联）系统的特性 

并联系统的单位序列响应等于各并联支路的单位序列响应之和；级联（串联）系统的单

位序列响应等于各级联（串联）支路的单位序列响应的卷积和。 

重难点提示（三） 

重点提示： 

（1）零输入响应和零状态响应的概念及计算。 

（2）单位序列响应和阶跃响应的概念及计算。 

（3）零状态响应的卷积和计算方法。 
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（4）卷积和的计算。 

难点提示： 

（1）已知条件为      0 , 1 , , 1y y y n  时零输入响应的计算。 

① 根据      zs zs zs1 2 0y y y n       迭代计算出      zs zs zs0 , 1 , , 1y y y n  。 

② 根据      zi zs 0,1, , 1y j y j y j j n   ， ，可得到      zi zsy j y j y j  。 

（2）简化卷积和计算的若干解题思路。 

卷积和的移位性质是最为常用的性质之一。当两个信号中其中一个信号为单位序列的移

位形式时，计算非常简单；当计算的表达式中有两个及两个以上的卷积和计算时，应注意灵

活应用卷积和的分配律、交换律、结合律等性质。 

习题（三） 

3-1  画出下列各序列的图形。 
（1）        2 1 3 2 3f k k k k        。 

（2）      2 4f k k k     。 

3-2  画出下列各序列的图形。 
（1）    f k k k 。 

（2）      4 4f k k k   。 

（3）      4 4f k k k   。 

3-3  求解下列差分方程。 
（1）      3 1 2 2 0y k y k y k     ，  1 2y   ，  2 1y   。 

（2）      2 1 2 0y k y k y k     ，    0 1 1y y   。 

（3）        7 1 16 2 12 3 0y k y k y k y k       ，  0 1y   ，  1 3y   ，  2 5y   。 

3-4  求下列差分方程所描述系统的单位序列响应  h k 。 

（1）      0.25 1y k y k f k   。 

（2）        0.25 1 0.125 2y k y k y k f k     。 

（3）        1 0.25 2y k y k y k f k     。 

3-5  用经典法求解差分方程        5 1 6 2y k y k y k k     的全响应，已知  1 3y   ，

 2 5y   。 

3-6  一人每年年初在银行存款一次，设其第 k 年新存款额为  f k ，若银行年息为 r ，每

年所得利息自动转存下一年，则以  y k 表示第 k 年的总存款额，请列写其差分方程。 

3-7  已知系统的差分方程为      0.5 1y k y k f k   ，起始条件为  1 0y   ，求下列输

入序列的输出  y k 。 

（1）    f k k 。 

（2）    f k k 。 
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3-8  已 知      2f k k k    ，      1 1h k k k    ，    2 1kh k a k  ， 求

       1 2* *y k f k h k h k 。 

3-9  求以下卷积和。 

（1）    * 4ka k k   。 

（2）    3 * 4k k   。 

3-10  已知差分方程        3 1 2 2y k y k y k f k     ，激励    2kf k k ，初始条件

   0 0 1 2y y ， ，求系统的  ziy k 、  zsy k 和  y k 。 

3-11  某 LTI 离 散 系 统 所 满 足 的 差 分 方 程 为      2 1y k y k f k   ， 激 励

     3 4f k k k  ，初始条件  1 1y    ，求系统的  ziy k 、  zsy k 和  y k 。 

3-12  求图 3.5.1 所示系统的单位序列响应  h k 。 

3-13  求图 3.5.2 所示系统的单位序列响应  h k 。 

   

 图 3.5.1  习题 3-12 的图 图 3.5.2  习题 3-13 的图 

3-14  已知      1 4f k k k    ，      2 2 3kf k k k      ，请画出  1f k 和  2f k 的

波形，并用图解法求解      1 2*f k f k f k 。 

3-15  描述 LTI 离散系统的差分方程为        0.7 1 0.1 2 7y k y k y k f k       

 2 1f k  ，已知系统在 0k  时接入输入    f k k ，全响应的初始条件  0 14y  ，

 1 13.1y  ，求该系统的  ziy k 、  zsy k 和  y k ，同时指出其自由响应、强迫响应、暂态响应

和稳态响应各是多少。 

3-16  描述 LTI 离散系统的差分方程为        0.5 1 0.5 1y k y k f k f k     ，求该系统

的单位序列响应  h k 。 

3-17  已知    1 3 2kf k k  ，    2 2 2kf k k  ，求      1 2*f k f k f k 。 

3-18  已知 LTI 离散系统的单位序列响应        2 1 3 2h k k k k       ，输入为

       3 2 1 3f k k k k       ，求该系统零状态响应  zsy k 在 2k  和 4k  处的值。 

3-19  已知系统的阶跃响应为        1 1 4
1 2

6 2 3
k kg k k       

。求系统的单位序列响应

 h k 和系统在      3
kf k k  激励下的零状态响应  zsy k 。 

3-20  已 知 某 离 散 系 统 的 单 位 序 列 响 应    1

3

k

h k k   
 

， 其 零 状 态 响 应

     zs

6 1 1
2

5 5 3

k
ky k k

     
   

，求该系统的激励  f k 。 
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3-21  已知  1

1 1,0,1,2

0

k
f k

 
 


，

，其余
和  2

3 0,1,2,3

0

k k
f k

 
 


，

，其余
，求      1 2*f k f k f k 。 

3-22  已知 LTI 离散系统的单位序列响应为 

 
1 1,2,3

0

k
h k


 


，

，其余
，求输入为   1 0

0

k k
f k


 


， 为偶数，且 ≥

，其余
时的零状态响应  zsy k 。 

3-23  图 3.5.3 所示的复合系统由多个子系统构成，已知    1h k k ，    2 2h k k  ，

     3 2h k k k    ，求复合系统的单位序列响应  h k 。 

 

图 3.5.3  习题 3-23 的图 

3-24  图 3.5.4 所示的复合系统由多个子系统构成，已知    1h k k ，    2 3h k k  ，

     3 3h k k k    ，求复合系统的单位序列响应  h k 。 

h1(k)

h2(k)

h3(k)

+

_
y(k)f(k)

 

图 3.5.4  习题 3-24 的图 

3-25  已知 LTI 因果系统的激励        4 1 4 2f k k k k       ，其零状态响应

   zs 3ky k k 。求系统的单位序列响应  h k 。 

3-26  某离散 LTI 系统如图 3.5.5 所示，已知      1 4 0.5 3kh k k k       ，

       2 3 1h k h k k k   ，    4 1h k k  ，      5 4 3h k k k    ，求该系统的单位序列

响应  h k 。 

3-27  在数字信号传输中，为减弱传输信码之间的串扰，常采用时域均衡器。图 3.5.6 是

一个借助横向滤波器来实现的时域均衡器。如果输入        0.25 1 0.5 2f k k k k       ，

要求输出  y k 在 1k  、 3k  时为零，即  1 0y  、  3 0y  ，求加权系数  0h 、  1h 、  2h 。 

   

 图 3.5.5  习题 3-26 的图 图 3.5.6  习题 3-27 的图 
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考研题选编（三） 

1．（电子科技大学  2013）选择题：信号        2 5 1 3 3x n n n n       与信号

     6 3 1h n n n    的卷积和等于（   ）。 

A．{12，-24，16，8，-9}  0,1,2,3,4n   B．{12，-36，33，-9，0}  0,1,2,3,4n   

C．{12，-36，15，18，-9}  0,1,2,3,4n   D．{12，-30，19，9，19}  1,0,1,2,3n    

2 ．（ 浙 江 大 学  2001 ） 已 知      2x n u n u n   ，      1  1h n n n    ，

   2 1nh n a u n   ，求        1 2* *y n x n h n h n 。 

3．（上海交通大学 1999）已知系统的差分方程为        1 2 2y n y n y n u n     ，

   0 0 1 1y y ， 。求  y n 的零输入响应  ziy n 和零状态响应  zsy n 。 

4．（北京航空航天大学 2000）选择题：一个离散时间 LTI 系统，其输入  x n 和单位样值

响应  h n 分别为        n nx n a u n h n a u n ， ，其中   u n 是单位阶跃序列，则    *x n h n 的

结果是（    ）。 

A．      1 1nn a u n a   B．    1 nn a u n  

C．  1 nn a   D．  nna u n  

5．（哈尔滨工业大学 2002）考虑某离散时间系统 S，其输入为  x n ，输出为  y n 。若该

系统由系统 S1 和 S2 级联而成，S1 的输入/输出关系为      1 1 12 4 1y n x n x n   ，S2 的输入/输

出关系为      2 2 22 2 0.5 3y n x n x n    。则 

（1）系统 S 的输入/输出关系是什么？ 

（2）若系统 S1和 S2的级联次序颠倒，则系统 S 的输入/输出关系是否改变？ 
6．（哈尔滨工程大学 2002）已知 LTI 系统的单位样值响应为      2h n n n    ，激

励为      2x n u n u n   ，试用时域方法求系统的零状态响应  zsy n ，并画出  zsy n 的波形。 

7．（国防科技大学 2006）已知序列    1 2 1nf n u n  ，    2 3 1nf n u n  ，求    1 2*f n f n 。 

8．（浙江大学 2003）有某一因果离散时间 LTI 系统，当输入    1

1

2

n

f n u n   
 

时，其输

出的全响应      1

1
2

2

n
ny n u n u n    

 
；系统的起始状态不变，当输入    2

1
2

2

n

f n u n   
 

时，

系统的全响应      2

1
3 2 2

2

n
ny n u n u n      

 
。试求：（1）系统的零输入响应。 

（2）系统对输入为    3

1
0.5

2

n

f n u n   
 

的全响应（系统初始状态保持不变）。 

9 ．（ 电 子 科 技 大 学  2005 ） 已 知 一 离 散 时 间 系 统 的 输 入 / 输 出 关 系 为

       1
1 2 1

4
y k x k x k x k      ，求输入    cos sin

2
x k k k    

 
时的输出  y k 。 

10．（北京交通大学 2005）已知某离散时间系统如图 3.5.7 所示，试求该系统的单位脉冲

响应  h k 。其中    1 1h k k  ，    2 0.5kh k k 。 
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图 3.5.7  考研题选编 10 的图 

11．（东南大学 2000）已知离散时间系统的差分方程为      2 3 1 2y n y n y n    

   1x n x n  ，      2
nx n u n  ，零输入初始条件为  zi 0 0y  ，  zi 1 1y  。求零输入响应、

零状态响应、全响应，并指出强迫响应与自由响应分量。 
12．（哈尔滨工业大学 2002）一个输入为  x n ，输出为  y n 的离散时间 LTI 系统，已知： 

（1）若对全部 n，    2
nx n   ，则有   0y n  。 

（2）若对全部 n，    2 nx n u n ，则有      4 ny n n a u n    ，其中 a为常数。 

求：（1）常数 a。 
（2）若系统输入对全部 n有   1x n  ，求响应  y n 。 

13．（武汉科技大学 2017）选择题：下述四个等式中，错误的是（    ）。 
A．      n u n u n     B．      1n u n u n      

C．    
n

j

u n j


    D．    
0

j

u n n j


    

14．（武汉大学 2015）简答题：设系统差分方程为        2 1 3 2y n x n x n x n     ，其

中  x n 与  y n 分别表示系统输入和输出，判断系统是否是 LTI 系统的。 

15．（电子科技大学  2012）某离散时间 LTI 系统的输入为      1x n u n u n     

   1 2u n u n   ，输出为    1,0,6,8,3y n   ， 1,0,1,2,3n   ，试求系统的单位脉冲响应

 h n 。 

16．（北京邮电大学 2016）填空题：离散信号 cos sin
3 4

n n 
 的基波周期为       。 

 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 




