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第三单元 

函 数 

知识结构图 

 

考情分析 

年份 题号 
题型分布 

分值 知识考点 
学习水平 

选择题 填空题 解答题 一级 二级 三级 

2023 

2 √   4 函数的定义域 √   

13 √   4 函数图像变换  √  

15 √   4 函数的奇偶性  √  

26   √ 12 函数的单调性   √ 

2022 

3 √   4 函数的定义域 √   

20  √  4 新运算法则 √   

25   √ 12 抽象函数的单调性   √ 

2021 

2 √   4 函数的定义域 √   

9 √   4 函数的实际应用 √   

20  √  4 函数的对称性   √ 

26   √ 12 函数性质的综合应用   √ 

2020 

2 √   4 函数的定义域 √   

11 √   4 函数解析式  √  

15 √   4 函数的周期性   √ 

26   √ 12 二次函数   √ 

2019 

2 √   4 函数的定义域 √   

14 √   4 分段函数  √  

15 √   4 函数的单调性  √  

26   √ 12 函数的对称性、周期性   √ 
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必究
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3.1  函数的概念 

课标要求 知识脉络 

1．理解用集合语言和对应关系

定义函数的概念 

2．理解函数表示的解析法、列

表法、图像法 

3．理解分段函数的概念 

4．掌握求函数定义域的方法  

 

知识清单 

一、函数的定义 

在某个变化过程中，有两个变量 x和 y，设变量 x的取值范围为数集 D ，如果对于 D 内的每一个 x值，

按照某个对应法则 f y， 都有唯一确定的值与它对应，那么把 x叫作自变量，把 y 叫作 x 的函数，记作

( )y f x= ． 
1．函数的三要素 
（1）定义域：使函数有意义的 x 的集合． 
（2）对应法则：反映两个变量 x与 y 之间的对应关系的准则，可以是一个表格、一个图像或一个代

数式． 
（3）值域：x = 0x 时对应的值 0η 叫作 0x 的函数值，每个 x 值都对应一个 y 值，由所有 y 值构成的集合

叫作函数的值域． 
2．函数的表示法 
（1）列表法：用表格表示两个变量之间的函数关系的方法． 
（2）解析法：用含有两个变量的代数式表示函数关系的方法． 
（3）图像法：用图像表示两个变量之间的函数关系的方法． 

二、求函数定义域 

定义域即使函数有意义的自变量的取值范围． 
 

函数 
1
( )

y
f x

=  ( )y f x=  ( )
( )

g xy
f x

=  ( )
( )

g x
y

f x
=  0[ ( )]y f x=  

满足条件      
备注 函数的定义域原则上用集合表示．在一般情况下，用区间表示定义域更简洁、直观 

 

方法清单 

【例 1】下列曲线可作为函数 y = f (x)的图像的是（    ）． 
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              A．                  B．                C．                  D． 

【解析】根据函数的定义，在定义域内，x轴上的每一个点只能对应于图像上的唯一点，因此只有选项

D 符合条件． 
【答案】D． 

【例 2】函数 y = 
x

x 1+
的定义域为（    ）． 

A．[−1, +∞ )      B．( − ,0∞ ) (0, )+ ∞  
C．(−1,0) (0, )+ ∞     D．[−1,0) (0, )+ ∞  

【解析】要使函数有意义，则
1 0

1
0

x
x

x
+

 − ≠

w
w 且 0x ≠ ． 

【答案】D． 

【例 3】下列两个函数是相同函数的是（    ）． 

A． ( )2 2y x y x= =与
 

 B．
2

3 3 xy x y
x

= =与  

C． 2| |y x x y x= =与
  

D． ( )0 11
1

xy x y
x

−= − =
−

与
 

【解析】对于选项 A， ( )2
y x= 的定义域为 [0,+ )∞ ， 2y x= 的定义域为R ，故不是相同函数． 

对于选项 B， 3 2y x= 的定义域为 R，
2xy

x
= 的定义域为( − ,0∞ ) (0, )+ ∞ ，故不是相同函数． 

对于选项 C， 2| |y x x y x= =与 的解析式不同，故不是相同函数． 

对于选项 D， ( )0 11
1

xy x y
x

−= − =
−

与 的定义域都为 x 1≠ ，且化简后均等于 1，故是相同函数． 

【答案】D． 
解题反思  在一般情况下，若 ( )f x 与 ( )g x 同时满足三个条件：①函数定义域相同；②化简后对应

法则相同，即解析式相同；③值域相同；那么 ( )f x 与 ( )g x 是相同函数．在这三个条件中，只要不满足其

中任何一个，这两个函数就不是相同函数．在一般情况下，满足条件①和②即可．特别注意，定义域是化

简前的函数定义域． 
【例 4】已知 ( ) 22 2 1f x x− = + ，那么 ( )f x 的解析式为（    ）． 

A． 22 8 9x x− +  B． 22 8 9x x+ +  C． 22 2 3x x− +  D． 22 1x x+ −  
【解析】方法一，换元法：设 2x −  = t ，则 x = t + 2 ，有 f (t) = 22( 2) 1t + + = 22 8 9t t+ + ，故

( )f x  = 22 8 9x x+ + ． 
方法二，配凑法： 2( 2) 2 1f x x− = + = 22( 2) 8( 2) 9x x− + − + ，故 ( )f x = 22 8 9x x+ + ． 
【答案】B． 
【例 5】（1）已知 (2 1)f x + 的定义域为 ( 2,4)− ，则 ( )f x 的定义域为        ． 
（2）已知 ( )f x 的定义域为[−2,2]，则 f (2 1)x + 的定义域为        ． 
【解析】（1） (2 1)f x + 中， 2−  < x < 4 4− <2x < 8 3− < 2x + 1 < 9，故 ( )f x 的定义域为(−3,9)． 

（2）−2 2 1x +g g2
3 1
2 2

x − g g ，故 f (2 1)x + 的定义域为
3 1,
2 2

 −  
． 
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【答案】（1）(−3,9)；（2） 3 1,
2 2

 −  
． 

【例 6】求函数 ( )f x =
2 5 6

2
x x

x
− −
+

0( 8)x− − 的定义域． 

解：要使函数有意义，则

2 5 6 0 1 6
2 0 2 1
8 0 8

x x x x
x x x
x x

 − − −
 + ≠  ≠ −  − 
 − ≠ ≠

或w g w
g 且 x 2≠ − 或 6x w 且 8x ≠ （如图）． 

 

故函数 ( )f x 的定义域为{x | 1x −g 且 2x ≠ − 或 6x w 且 8x ≠ }． 
解题反思  如果函数需要满足两个或两个以上的条件才有意义，那么这个函数就是一个混合型函

数．求混合型函数的定义域时，要做到条件充分，不漏一个条件．求不等式组的解集时，要充分利用数轴

找公共部分，特别注意端点值的取舍． 

【例 7】设函数 f (x) =

2 1
2 1 2.

2 2

x x
x x

x

 −
 + − < <



，

，

，

g

w
 

（1）求函数的定义域； 
（2）求 f (4) −f ( −3) + f (0)的值． 
【解析】（1）三段函数中自变量的取值范围的并集构成这个分段函数的定义域；（2）分段代入求值． 
解：（1）( , 1− −∞ ] (−1,2) [2,+∞ ) = R，故函数 f(x)的定义域为 R． 
（2）f (4) − f (−3) + f (0) = 2 × 4 − (−3)2 + (0 + 2) = 8 − 9 + 2 = 1． 

解题反思  分段函数：在自变量的不同取值范围内用不同的解析式来表示的函数称为分段函数．它

可以把几种函数类型综合在一起．需要明确的是： 
（1）分段函数是一个函数，而不是几个函数； 
（2）分段函数的定义域是每段函数自变量的取值范围的并集； 
（3）求分段函数的函数值，要先确定自变量的取值属于哪段函数的取值范围，然后代入该段的解析式

求值； 
（4）对形如 f [ f (x0)]的求值问题，应从内向外依次求值． 

课堂练习 

1．（四川·2013）下列函数中，与 y = x 为同一函数的是（    ）． 

A．y = 3 x     B．y =
2x

x
  C．y = 2x   D．y = | x | 

2．（四川·2015）函数 ( ) 1
2

f x
x

=
−

的定义域为（    ）． 

A．{x∈R | x ≠ 2}  B．{x∈R | 2x < } C．{ x ∈ R | xw 2}  D．{x ∈ R | 2}x >  
3．（四川·2022）在平面直角坐标系中，当 M(x,y)不是坐标原点时，定义 M(x,y)的映射点为

*
2 2 2 2,x yM

x y x y
 
 + + 

，则点 A(1,2)的映射点 *A 的坐标为       ． 

4．（四川·2021）一个小型机械厂生产某种设备的数量 x（台）与利润 y（元）之间的关系式是 y = −20x2 + 
2200x．如果这家机械厂获得超过 60000 元的利润，那么生产该设备的台数的范围是（    ）． 

A．{x | x > 50, x *∈ N }      B．{x | 0 < x < 60, x *∈ N } 
C．{x | 50g xg 60, x *∈ N }    D．{x | 50 < x < 60, x *∈ N } 
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课外训练 
一、选择题 

1．下列函数 ( ) ( )f x g x、 表示同一函数的是（    ）． 

A． 2( ) | | ( )f x x g x x= =、  B． 0( ) 1 ( )f x g x x= =、  

C． 5 5( ) ( )f x x g x x= − =、   D． 4 4( ) ( )f x x g x x= − = −、  

2．（四川·2019）函数
2

1( )
1

f x
x

=
−

的定义域为（    ）． 

A． ( 1,1)−  B． ( 1, )− +∞  C． ( ,1)−∞  D． (1, )+∞  

3．（四川·2020）函数
2

2)(
−

+=
x

xxf 的定义域是（    ）． 

A．(2, +∞ ) B．[2, +∞ ) C．(−2, +∞ ) D．[−2, +∞ ) 

4．若函数 ( )y f x= 的定义域为[0,2]，则函数
(2 )( )

1
f xg x
x

=
−

的定义域为（    ）． 

A．[0,1]  B．[0,1)  C．[0,1)(1,4] D． (0,1)  

5．已知
1 1

1
f

x x
  =  + 

，那么 ( )f x 的解析式为（    ）． 

A．
1

1 x+
  B．

1 x
x
+

  C．
1

x
x+

  D．1+ x 

6．已知函数 ( )1y f x= + 的定义域为[−2,3]，则 ( )2 1y f x= − 的定义域为（    ）． 

A．
50,
2

 
  

 B．[ 1,4]−  C．[ 5,5]−  D．[ 7,3]−  

7．（2020·四川）如图，一个边长为 a 的正方形铁皮，从它的 4 个角各剪去一个边长

为 0
2
ax x < < 

 
的小正方形，把剩下的铁皮做成一个没有盖子的长方体盒子（不考虑剪切和

焊接处的材料损耗），则这个盒子的容积为（    ）． 
A．x(a − 2x)2  B．2x(a − 2x)2  
C．x(a − x)2  D．2x(a − x)2 

8．等腰三角形的周长为 20，底边长 y 是一腰长 x的函数，则（    ）． 
A． 10 (0 10)y x x= − < g      B． 10 (0 10)y x x= − < <  

C． 20 2 (5 10)y x x= − g g       D． 20 2 (5 10)y x x= − < <  

9．已知函数 f(x) =
2 1 1

2 1

x x

x
x

 +



>

，

，

g
，则 f [ f (3)] =（    ）． 

A．
1
5

   B．3  C．
2
3

   D．
13
9

 

二、填空题 

10．已知 2(2 1)
1

xf x
x

− =
+

，则 (5)f =      ． 

11．已知函数 ( )f x 的定义域为[ 2,2]− ，则函数 ( )2f x 的定义域为       ． 

12．已知函数 (2 1)f x + 的定义域为 (0,1) ，则 ( )f x 的定义域为      ． 
13．已知函数 ( ) 2 3 1 5f x x x x= − ∈ N， ， g g ，则函数 ( )f x 的值域为      ． 
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14．设函数 f(x) = 2

, 0
, 2

x x
x x
−



g
w

，若 f(x) = 4，则实数 x =      ． 

三、解答题 

15．求函数 y = 1 12 3
2

x
xx

+ − +
−

的定义域． 

 
 
 

16．已知 f (x) + 2f (−x) = 2 2x x+ ，求 f (x)的解析式． 
 
 
 
 

17．已知定义域为 *N 的函数 ( )f x 同时满足下列条件： 

（1） 1(2) 1 (6)
5

f f= =， ；
 

（2） ( ) ( ) ( )f xy f x f y= + ． 
求 (3) (9)f f、 的值． 

 
 
 
 
 
18．A、B 两地相距 150 千米，某汽车以 50 千米/小时的速度从 A 地到 B 地，在 B 地停留 2 小时之后，

又以 60 千米/小时的速度返回 A 地．写出该车离 A 地的距离 S（千米）关于时间 t（小时）的函数关系，

并画出函数图像． 
 
 
 

3.2  函数的单调性 

课标要求 知识脉络 

1．理解增函数、减函数的定义与

函数图像的几何特征 

2．初步掌握函数单调性的判定方

法 

3．掌握利用函数的单调性解决简

单的实际问题 
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知识清单 

一、函数单调性的概念及图像特征 

 增函数 减函数 

定义 

一般地，设函数 ( )y f x= 的定义域为 I ，如果对于定义域 I

内 的 某 个 区 间 D 的 任 意 两 个 自 变 量 的 值

1 2 1 2x x x x<、 ，当 时，都有 ( ) ( )1 2f x f x< ，那么 ( )f x 在

区间 D 上是增函数， D 叫作增区间 

一般地，设函数 ( )y f x= 的定义域为 I ，如果对于定义域 I

内的某个区间 D 的任意两个自变量的值 1 2x x、 ，当 1 2x x<

时，都有 ( ) ( )1 2f x f x> ，那么 ( )f x 在区间 D 上是减函数，D

叫作减区间 

图像 

  

图像描述 
从左往右看呈上升趋势 从左往右看呈下降趋势 

y 随 x 的增大而增大 y 随 x 的增大而减小 
 

二、函数单调性的判定 

1．图像法：先作出函数图像，利用图像直观判断函数的单调性． 
2．定义法：取值（定义域内）→作差→变形→判号→定论． 
第一步：取值，对于函数 ( )y f x= ，设 1 2x x、 ∈D，且令 1 2x x< ； 
第二步：作差， ( ) ( )1 2f x f x− ，主要过程：通分、因式分解； 
第三步：变形、判号，判定 ( ) ( )1 2f x f x− 与 0 的大小关系； 
第四步：定论，若 ( ) ( )1 2 0f x f x− < ，即 ( ) ( )1 2f x f x< ，则函数 ( )y f x= 在区间 D 上为增函数；若

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 20f x f x f x f x− > >，即 ，则函数 ( )y f x= 在区间 D 上为减函数． 

3．直接法：对于熟悉的初等函数，如一次函数、反比例函数、二次函数等，直接判断它们的单调性． 
（1）一次函数 y kx b= + （k 0≠ ），当 0k > 时，在 R 上为增函数；当 k < 0 时，在 R 上为减函数． 

（2）反比例函数 0ky k
x

= ≠（ ），当 0k > 时为减函数，减区间为 ( ,0)−∞ (0, )+ ∞ ；当 k < 0 时为增函数，

增区间为( −∞ ,0) (0,+ )∞ ． 
（3）二次函数 2( ) ( 0)y a x h k a= − + ≠ 的单调性由开口方向和对称轴确定，当 0a > 时，减区间为      ，

增区间为      ． 
4．综合法：设 1 2x Dx ∈、 ，且 1 2x x≠ ． 

（1） 1 2 1 2( )[ ( ) ( )] 0x x f x f x− − >若 ，则 f(x)为增函数；若 1 2 1 2( )[ ( ) ( )] 0x x f x f x− − < ，则 f(x)为减函数． 

（2）若
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x
−

>
−

，则 ( )f x 为增函数；若
( ) ( )1 2

1 2

0
f x f x

x x
−

<
−

，则 ( )f x 为减函数． 

（3）设 a b D∈、 ，且 a b≠ ，若 ( ) ( )f a f b≠ ，则说明 ( )f x 在区间 D 上具有单调性． 
设在区间 D 上存在实数 a b、 ，使 ( ) ( )f a f b= ，则说明 ( )f x 在区间 D 上不具有单调性． 
5．拆解法：把一个函数拆解成两个（或多个）函数的和，在相同区间内，增 + 增为增，减 + 减为减，

增 + 减不能确定，即设 F(x) = f(x) + g(x)，有 
f(x)与 g(x)均为增函数 F(x)为增函数； 
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f(x)与 g(x)均为减函数 F(x)为减函数； 
f(x)与 g(x)中一个为增函数，另一个为减函数 F(x)的单调性不能确定． 

方法清单 
【例 1】（1）若一次函数 (2 1)y m x b= + + 是增函数，则（    ）． 

A．
1
2

m > −  B． 1
2

m < −  C． 0b >  D． 0b <  

（2）下列函数中在区间(0, +∞ )上为增函数的是（    ）． 

A．
3y
x

=  B． 2( 1)y x= −  C． 1
2

x

y
−

 =  
 

 D． 2y x= −  

（3）函数 2 2y x x= − − 的增区间是（    ）． 

A． ( 1,2)−  B． 1 ,
2

 − + 
 

∞  C．
1,
2

 − 
 
∞  D．

1
2

, + 
 

∞  

【解析】（1）一次函数为增函数，则 2 1 0m m+ >   > 
1
2

− ． 

（2）图像法：可分别画出函数图像的草图，利用图像判断各函数的单调性． 

（3） 2 2y x x= − − =
21 9

2 4
x − − 

 
，其对称轴为直线 x =

1
2
，且图像开口向上，故增区间为

1 ,
2

 + 
 

∞ ． 

【答案】（1）A；（2）C；（3）D． 

【例 2】不等式
1 0x m
x

− − g 在区间 [1,4]上恒成立，则实数 m 的取值范围是     ． 

【解析】将原不等式化为
1x m
x

− g ，设
1( )f x x
x

= − ，y1 = x 和 y2 =
1
x

− 在区间[1,4]上均为增函数，故 ( )f x

在区间[1,4]上为增函数， ( )f x 在区间[1,4]上的最大值为 f (4) = 4
1
4

− =
15
4
，所以

15
4

m w ． 

【答案】
15 ,
4

 +  
∞ ． 

解题反思 

（1）对于含参数不等式恒成立问题，常见的方法是：①图像法；②分离参数法；③最值法；④转

换主元法（或转换参数法）．利用单调性求最值是常见方法之一，注意掌握． 

（2）函数
1( )f x x
x

= + 为对勾函数，可根据对勾函数的拐点判断单调性．对于
1( )g x x
x

= − ，可根据组

合函数的性质判断其单调性． 

【例 3】判断函数
1( )

1
f x

x
=

−
在区间 (1, )+∞ 上的单调性． 

解：设 1x 、 2 (1 )x ∈ ,+∞ ，且 1x < 2x ，则 

f ( 1x ) − f ( 2x ) =
1

1
1x − 2

1
1x

−
−

=
( )( )

2 1

1 21 1
x x

x x
−

− −
 

∵ 1x 、 2x ∈ (1, +∞ )，且 1x < 2x ， 

∴ 1 1x −  > 0， 2 1x −  > 0， 2 1x x−  > 0． 
故 f ( 1x ) − f ( 2x ) > 0，即 f ( 1x ) 2( )f x> ． 

∴
1( )

1
f x

x
=

−
在区间(1, +∞ )上是减函数． 
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【例 4】已知 ( )f x 是定义域在 (0, )+∞ 上的增函数，且 2(3 ) (4 ) 0f a f a− − < ，求 a的取值范围． 

解：将原不等式化为 2(3 ) (4 )f a f a< − ， 

由题意得 2

2

3 0 0
4 0 2 2 0 2
3 4 1 4

a a
a a a

a a a

 > >
 − >  − < <  < < 
 < − − < <

， 

故 a 的取值范围是(0,2)． 

解题反思 

（1）利用函数的单调性比较大小，根据单调性建立不等关系时，一定要考虑所给自变量必须在定义域

内的同一个单调区间内． 
（2）对于抽象函数求字母取值范围的题目，最终要变形成 [ ( )] [ ( )]f g x f h x> 的形式，再依据函数 ( )f x 的

单调性把 f 符号脱掉，得到相应的不等式，再求解． 
易错点：没有考虑定义域优先的原则而忽视3 0a > 和 24 0a− > 这两个条件． 

课堂练习 

1．函数 f (x) = 2x − 2x 的单调增区间是（    ）． 
A．( −∞ ,1]  B．[1, +∞ ) C．R  D．不存在 

2．若函数 2( ) ( 3 4) 2f x k k x= − + + + 是增函数，则 k 的取值范围是     ． 
3．已知函数 ( )f x 是定义域为 R 的单调增函数． 
（1）比较 f ( 2a + 2)与 f ( 2a )的大小； 
（2）若 f( 2a ) f> ( a + 6)，求实数 a的取值范围． 

 
 
 
 
 

 

课外训练 

一、选择题 

1．如果函数 ( )f x  = kx + b 在R 上单调递减，则（    ）． 
A．k > 0   B．k < 0   C．b > 0  D．b < 0  

2．若 ( )f x 是R 上的减函数，则有（    ）． 
A． ( 2) (1)f f− <   B． ( 2) (1)f f− >  C． ( 1) (1)f f− <   D．不能确定 

3．已知函数 ( )y f x= 满足 ( 1) (1 )f x f x+ = − ，且在( −∞ ,1)上是增函数，则下列各式成立的是（    ）． 
A． (1,5) (0.5)f f>   B． (1,5) (π)f f>  

C． (1,5) (0.6)f f>   D． (1,5) (0.4)f f<  

4．函数 ( )f x = 2 4 2x ax+ + 在( −∞ ,6)内单调递减，则 a 的取值范围是（    ）． 
A． 3a w   B． a g3    C． 3a −w    D． 3a −g  

5．函数 2( ) | | ( )f x x g x x= = −， ，则在区间(0, +∞ )上，下列说法正确的是（    ）． 
A． ( )f x 是增函数， ( )g x 是减函数 B． ( )f x 是减函数， ( )g x 是增函数 
C． ( )f x 、 g( )x 都是增函数 D． ( )f x 、 ( )g x 都是减函数 
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6．（四川·2017）函数 ( )f x 在定义域( −∞ , +∞ )上是增函数，且对任意实数 x， 3[ ( ) 1] 2f f x x x− − + =

恒成立，则 f (−1)=（    ）． 
A．−1 B．−2 C．−3 D．−4 

7．函数 ( )f x = 2 2 3x ax− − 在区间 [1,2]上单调，则（    ）． 
A．a∈( ,1−∞ ]   B． [a ∈ 2, +∞ )  
C．a∈[1,2]    D．a∈( ,1−∞ ] [2, )+ ∞  

8．已知函数 ( )f x 的定义域为 [1, )+∞ ，若对于任意不等实数 1 2 [1, )x x ∈ +、 ∞ ，不等式 ( 1 2x x− )  

1 2( ) ( )]f x f x−[ < 0 恒成立，则不等式 (2 )f x  > ( 1)f x+ 的解集为（    ）． 

A．
1 1
2

x x < 
 

g    B． 1 1
2

x x x > 
 

或g     

C． 1 1
2

x x < 
 

g       D．{ }| 0 1x x <g  

二、填空题 

9．函数 22( 2) 2020y x= − − + 的单调减区间为      ． 

10．函数 y = 2 2 3x x+ − 的单调减区间为      ． 
11．（1）若二次函数 22 2020y x mx= − + 在区间[1,3]上为增函数，则实数m 的取值范围是       ． 
（2）若二次函数 22 2020y x mx= − + 在区间[1,3]上不具有单调性，则实数m 的取值范围是       ． 
12．已知函数 ( )f x 是定义在(0, +∞ )上的增函数，则 ( ) (2 3)f x f x −w 的解集为      ． 
13．函数 ( 3) | |y x x= − − 的单调增区间是       ． 

三、解答题 

14．判断并证明函数 ( ) ( )1 0,1f x x
x

= + 在 上的单调性． 

 
 
 
 
 
15．已知函数 ( )f x 是定义在[1,6]上的增函数，解不等式 ( 3) (2 )f x f x+ < − ． 

 
 
 
 
 
16．已知 ( )f x 是定义在 (0, )+∞ 上的增函数，且满足 ( ) ( ) ( ) (2) 1f xy f x f y f= + =， ． 
（1）求 (8)f ； 
（2）求不等式 ( ) ( 2) 3f x f x+ − > 的解集． 
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3.3  函数的奇偶性 

课标要求 知识脉络 

1．理解奇函数、偶函数的定义

与函数图像的几何特征 

2．初步掌握奇偶性的判定方法 

 

 

知识清单 

一、奇函数、偶函数的定义 

1．奇函数：一般地，如果函数 y = f (x)的定义域关于原点对称，对于函数 f (x)的定义域内任意一个 x，
都有 f (−x) = −f (x)，那么函数 f (x)叫作奇函数．其图像关于原点对称． 

2．偶函数：一般地，如果函数 y = f (x)的定义域关于原点对称，对于函数 f (x)的定义域内任意一个 x，
都有 f (−x) = f (x)，那么函数 f (x)叫作偶函数．其图像关于 y 轴对称． 

二、奇函数、偶函数的判定 

1．图像法 
若函数 f (x)的图像关于 y 轴对称，则 f (x)为偶函数； 
若图像关于原点对称，则 f (x)为奇函数； 
若图像既不关于 y 轴对称，也不关于原点对称，则 f (x)为非奇非偶函数（不具有奇偶性）． 
2．定义法 
第一步：判断函数 f (x)的定义域是否关于原点对称，若不关于原点对称，则 f (x)为非奇非偶函数； 
第二步：化简 f (−x)并判定 f (−x)与 f (x)的关系； 
第三步：定论． 
（1）若 f (−x) = f (x)，则 f (x)为偶函数； 
（2）若 f (−x) = −f (x)，则 f (x)为奇函数； 
（3）若 f (−x) ≠ ± f (x)，则 f (x)是非奇非偶函数． 

注意  图像法适用于简单初等函数，清楚明了；定义法适用于所有函数，论证严密，具有可操作性． 

3．拆解法 
把一个函数拆解为两个（或多个）函数的和或积． 
（1）和函数的奇偶性：奇 + 奇为奇；偶 + 偶为偶；奇 + 偶为非奇非偶． 
（2）积函数的奇偶性：奇×奇为偶；偶×偶为偶；奇×偶为奇． 
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三、奇函数、偶函数的性质 

性质 奇函数 偶函数 

对称性质 定义域关于原点对称；图像关于原点对称 定义域关于原点对称；图像关于 y 轴对称 

符号性质 f (−x) = −f (x)（变里也变外） f (−x) = f (x)（变里不变外） 

单调性质 关于原点对称区间的单调性相同 关于原点对称区间的单调性相反 

特殊性质 若 f (0)有意义，则 f (0) = 0  
 

方法清单 

【例 1】（1）下列函数中既是增函数且图像关于原点对称的是（    ）． 

A．y = x2     B．
1
3y x=      

C．y = 3x − 1   D．y = −2x 

（2）（四川·2011）函数 f (x) = tan x
x

的奇偶性是（    ）． 

A．既是奇函数又是偶函数    B．是奇函数但不是偶函数 
C．既不是奇函数也不是偶函数  D．是偶函数但不是奇函数 

【解析】（1）用图像法或定义法：明显定义域为 R，只需将 x 换成−x，与原函数作比较． 

（2）方法一，利用函数奇偶性的判定方法：先判断函数 y = tanx和 y = 1
x
的奇偶性，再判断函数 f (x) = tan x

x
的奇偶性． 

方法二，定义法：定义域为
π| π, , 0
2

x x k k x ≠ + ∈ ≠ 
 

Z ，关于原点对称，再判定 f (x)与 f (−x)的关系． 

方法三，特殊取值法：对 x 取一对相反数，如
4
x
和

4
x− ，则有

4
xf  

 
 

=
4
xf  − 

 
． 

【答案】（1）B；（2）D． 

解题反思  用取特殊值法判定函数的奇偶性，简单实用．例如，判定函数 f (x) =
2

4 1
x

x −
的奇偶性，x

分别取 2 和−2 时，有 f (2) = f (−2)，故为偶函数．但这种方法只能用来验证或筛选相关说法，因而只能用

于填空题或选择题． 
【例 2】（1）若 f (x)满足 f (x) + f (−x) = 0，且 f (2) = −3，则 f (−2) =      ； 

（2）已知 f (x) = 2
2 1x a+

+
是奇函数，则 a =      ． 

【解析】（1）由恒等式 f (x) + f (−x) = 0 可判断函数 f (x)为奇函数，利用奇函数的符号性质可知

f (−2) = −f (2)． 

（2）根据奇函数特有的性质，即当 f (0)有意义时，f (0) = 0，可得 0
2 0

2 1
a+ = 

+
a = −1． 

【例 3】 偶函数在 f (x)在区间(−2π,0)上是增函数，则 f (−3)与 f ( π )的大小关系为      ． 
【解析】方法一：解决这类问题的关键是把几个数放在同一个单调区间

内．由函数的奇偶性可知 f ( π ) = f (− π )，因为−3 π> − ，故 f (−3) > f ( π )． 
方法二：画出函数图像的草图，利用图像确定大小． 
如图，函数图像开口向下，其中 π 到对称轴的距离大于−3 到对称轴的

距离，即| π − 0 | > | −3 − 0 |，故 f (−3) > f( π− )． 
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解题反思 
（1）利用函数的单调性比较大小时，所给定的数要放在同一个单调区间内，若不在同一个区间，则往

往通过函数的奇偶性改变符号，把数转换到同一单调区间内． 
（2）利用图像比较两个数离对称轴的距离的大小，进而确定对应函数值的大小是一种重要方法．对于

开口向上的轴对称函数，离对称轴距离越远的点对应的函数值越大．开口向下的轴对称函数则相反． 

【例 4】判断并证明函数 f (x) =
3

21
x

x−
的奇偶性． 

证明：由 21 0x− ≠ 得 x 1≠ ± ，函数 f (x)的定义域关于原点对称． 

f (−x) =
3

2
( )

1 ( )
x

x
−

− −
=

3

21
x

x
−

−
= −f (x)． 

∴函数 f (x) =
3

21
x

x−
为奇函数． 

解题反思  判断该函数奇偶性的另一种方法：把分子、分母看作两个函数，分子为奇函数，分母

为偶函数，故 f (x)为奇函数．特别提示：这种方法只适用于判断，不能用作证明． 

课堂练习 

1．设函数在定义域[a,2a + 3]上具有奇偶性，则 a =________． 
2．若函数 f (x)为奇函数，且 f (2) = 3，则 f (−2) =________；若函数 f (x)为偶函数，且 f (−1) = 3，则

f (1) =________． 
3．已知 f (x)是奇函数，且在[3,7]上是增函数，最大值为 4，那么 f (x)在[−7,−3]上是________函数，

最小值是________． 
4．设定义在[−2,2]上的偶函数 f (x)在[0,2]上单调递增，当 f(a + 1) f< (a)时，a 的取值范围为________． 

课外训练 

一、选择题 

1．函数 y =
2 4
x

x −
的图像关于（    ）对称． 

A．x 轴   B．y 轴   
C．原点   D．直线 y = x 

2．下列函数是偶函数的是（    ）． 
A．y = x²，x∈[−1,2]    B．y = x²+ x，x∈R   
C．y = 2| x |−1，x∈R   D．y = x³ 

3．已知函数 y = f (x)的图像关于 x = 1 对称，且在区间(1, +∞ )上单调递增，设 a = 1
2

f  − 
 

，b = f (2)，

c = f (3)，则 a、b、c 的大小关系是（    ）． 
A．c < b < a     B．b < a < c    
C．b < c < a      D．a < b < c 

4．若定义在 R 上的偶函数 f (x)和奇函数 g(x)满足 f (x) + g(x) = ex ，则 g(x) =（    ）． 

A． e ex x−−     B． 1 (e e )
2

x x−+    

C． 1 (e e )
2

x x−−   D．
1 (e e )
2

x x− −  

5．（新课标全国高考）设偶函数 f (x)满足 f (x) = 2x − 4（x 0w ），则{x | f (x−2) > 0} =（    ）． 
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A．{x | x 2 4x< − >或 }       B．{x | x 0 4x< >或 }  
C．{x | x 0 6x< >或 }       D．{x | x 2 2x< − >或 } 

6．下列函数中既是奇函数又是增函数的是（    ）． 
A．y = x + 1   B．y = −x3    

C．y =
1
x

   D．y = x | x | 

7．若函数 y = f (x)（ x ∈ R ）是奇函数，且 f (1) f< (2)，则必有（    ）． 
A．f (−1) < f (−2)   B．f (−1) > f (−2) 
C．f (−1) = f (−2)  D．不确定 

8．已知函数 2( ) ( 1) 2 3f x m x mx= − + + 为偶函数，则 f (x)在区间(−5,−2)上是（    ）． 
A．增函数          B．减函数 
C．部分为增函数，部分为减函数  D．无法确定增减性 

二、填空题 

9．偶函数 f (x)的定义域为 R，在(0, +∞ )上是增函数，则 f (3)、f (−4)、f ( π− )的大小关系是      ． 

10．偶函数 f (x)的定义域为 R，且在(0, +∞ )上单调递减，则 f 3
4

 − 
 

和 f ( 2 1a a− + )的大小关系

是      ． 
11．f (x)是( −∞ , +∞ )上的奇函数，且在( −∞ , +∞ )上是减函数，那么满足 f (a) + f (a2) > 0 的 a 的取值范

围是      ．  

三、解答题 

12．若函数 f (x) = x 1
1 2 2x

a − − 
（x∈R 且 x ≠ 0）是偶函数，求 a 的值． 

 
 
 

 
 
 
13．偶函数 f (x)的定义域为(−2,2)，满足 f(1−a) f< (a)，又当 xw 0 时，f (x)是减函数，求 a 的取值范围． 

 
 
 
 
 
14．已知 f (x)是奇函数，且在( ,− 0∞ )上，f (x) = x2 + 2x − 1． 
（1）求 f (x)在 (0, )+∞ 上的解析式；（2）求 f (2)的值． 
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15．已知函数 f (x)的定义域为( , m−∞ ]或[m + 4, +∞ )，且是偶函数． 
（1）求 m 的值； 
（2）设 x1、x2∈[m + 4, +∞ )，且(x1 − x2)[f (x1) f− (x2)] > 0，试比较 f (−4)与 f (6)的大小． 

 
 
 
 
 
 

 

 

 

 
 
 

3.4  函数的周期性、对称性 

课标要求 知识脉络 

1．了解函数周期的概

念 

2．了解求函数周期的

方法 

3．初步掌握利用函数

周期性求值或求给定区

间的函数解析式的方法 

 

 

知识清单 

一、周期函数 

在函数 y = f (x)的定义域内存在一个实数 T ≠ 0，如果 f (x + T) = f (x)，则称函数 y = f (x)为周期函数，T
叫作周期；当 T 取最小正数时，这个最小正数叫作最小正周期．若函数 y = f (x)的一个最小正周期为 T，则

kT（k∈Z 且 k ≠ 0）也是这个函数的周期． 

二、常见周期函数的恒等式 

（1）若对于定义域内的任意 x，总有 f (x + a) = f (x + b)，其中，a、b 为常数，则 f (x)为周期函数，且

它的一个正周期为 | |b a− ． 
（2）若对于定义域内的任意 x，总有 f (x + a) + f (x) = 0 或 f (x + a) = f− (x)，其中，a 为常数，则 f (x)

为周期函数，且它的一个正周期为 2 | |a ． 
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（3）若对于定义域内的任意 x，总有 f (x + a) = 1
( )f x

或 f (x + a) f (x) = 1，其中，a 为常数，则 f (x)为周

期函数，且它的一个正周期为 2 | |a ． 

三、函数的对称性 

（1）函数 f (x)满足恒等式 f (m + x) = f (n−x)，则函数 f (x)的图像关于直线对称，其对称轴为直线

x =
2

m n+
． 

（2）函数 f (x)满足恒等式 f (m + x) = −f (n−x)，则函数 f (x)的图像关于点中心对称，其对称中心为

,0
2

m n+ 
 
 

． 

（3）函数 f (x)满足恒等式 f (m + x)+ f (n−x) = c，则函数 f (x)的图像关于点中心对称，其对称中心为

,
2 2

m n c+ 
 
 

． 

方法清单 

【例 1】（1）f (x)是定义域为 R 的奇函数，对任意 x∈R，都有 f (x + 4) = f (x)，若 f (−3) = 2，则

f (2023) =      ． 
（2）已知 f (x)是定义域为 R 的偶函数，且对于任意 x∈R，都有 f (2−x) = f (2 + x)，若 f (−3) = −2，则

f (2025) =      ． 
【解析】（1）由 f (x + 4) = f (x)得函数 f (x)的周期 T = 4，故 f (2023) = f (4 × 505 + 3) = f (3) = −f (−3) = −2． 
（2）由 f (2 − x) = f (2 + x)确定函数的对称轴为 x = 2．又因为 f (x)是偶函数，所以 x = 0 也是对称轴．由

两对称轴确定函数的周期 T = 4，f (2025) = f (4 × 506 + 1) = f (1)． 
在 f (2 − x) = f (2 + x)中，令 x = 1，得 f (1) = f (3) = f (−3) = −2． 
【例 2】设定义在 R 上的函数 f (x)满足 f (x) f (x + 2) = 13． 
（1）证明：f (x)为周期函数； 
（2）若 f (1) = 2，求 f (7)的值． 
【解析】（1）用 x + 2 代替 x，用 f (x + 2)作为桥梁，得出 f (x)与 f (x + a)的关系．（2）对 x 取特殊值． 
（1）证明：用 x + 2 代替 x，得 f (x + 2) f (x + 4) = 13． 
又 f (x) f (x + 2) = 13，故 f (x) = f (x + 4)． 

∴f (x)为周期函数 

（2）解：在 f (x) f (x + 2) = 13 中，令 x = 1，得 f (1) f (3) = 13． 

由 f (1) = 2 得 f (3) = 13
2
，故 f (7) = f (4 + 3) = f (3) = 13

2
． 

【例 3】已知
1
4

f x − 
 

为偶函数，
1
2

f x + 
 

为奇函数，当 [0,3]x ∈ 时，f (x) = 2x − 2x，求 x (3,6]∈ 时的

解析式． 

【解析】根据已知条件确定函数的周期，再进行平移求出函数的解析式． 

解：∵
1
4

f x − 
 

为偶函数，∴函数 f (x)的图像关于直线 x = 1
4

− 对称． 

∵
1
2

f x + 
 

为奇函数，∴函数
1
2

f x + 
 

的图像关于点
1 ,0
2

 
 
 

对称． 

∴函数 f (x)为周期函数，且周期 T = 1 14
4 2

− − = 3． 
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设 x (3,6]∈ ，则 x − 3 (0,3]∈ ， 
∴f (x) = f (x−3) = 2( 3)x − − 2(x − 3) = 2x − 8x + 15， 

故 f (x) =
2

2

2 0 3
8 15 3 6

x x x
x x x

 −


− + <

，

，

g g
g

． 

解题反思 

（1）若 f (x + a)为偶函数，则说明函数 f (x)的图像关于直线 x = a 对称；若 f (x + b)为奇函数，则说明函

数 f (x)的图像关于点(b,0)对称． 
（2）函数 f (x)的图像关于直线 x = a 对称，同时关于点(b,0)对称，则其周期为 4| a−b |． 

课堂练习 
1．若 f (x)是定义域为 R、周期为 5 的奇函数，且满足 f (1) = 1，f (2) = 3，则 f (8) f− (4)的值为（    ）． 

A．−1    B．1   
C．−2       D．2 

2．已知定义域为 R 的奇函数 f (x)满足 f (x − 4) = −f (x)，且在区间[0,2]上是增函数．则（    ）． 
A．f (−25) f< (11) f< (80)       B．f (80) f< (11) f< (−25) 
C．f (11) f< (80) f< (−25)    D．f (−25) f< (80) f< (11) 

3．（四川· 2018）已知函数 f (x)是定义域为 R 的奇函数，且对任意实数 x，都有 f (x + 2) =f (x)，当

0 < x < 1 时，f (x) = x + 1，则 f (−1) + f (0) + f 9
2

 
 
 

=      ．（用数字作答） 

4．（四川·2021）定义域为 R 的函数 f (−x) = 4 f− (x)，若函数 y = 1
x

+ 2 与函数 y = f (x)的图像的交点

的坐标是(x1, f (x1))，(x2, f (x2))，…，(x30, f (x30))，记 xi + f (xi) = pi(i = 1,2,…,30)，则 p1 + p2 + … + p30 =      ． 

3.5  函数性质的综合应用举例 

课标要求 知识脉络 

初步掌握利用函数的性质解决

函数的综合性问题 

 

 

方法清单 

一、分离奇（偶）函数法求值 

【例 1】已知函数 f (x) = asinx − bx3 + 2，f (3) = 7，则 f (−3) =      ． 
【解析】在 f (x)中，剥离出一个奇函数 g(x) = asinx − bx3，则 f (x) = g(x) + 2，即 g(x) =f (x) −2，则

g(3) = f (3)  − 2 = 7−2 = 5，g(−3) = −5，故 f (−3) = g(−3) + 2 = −3． 
解题反思  分离奇（偶）函数法求值，是指从一个非奇非偶函数 f (x)中分离出其中的奇函数或偶函

数 g(x)，由已知 f (a)求 f (−a)的值的方法．具体为设 f (x) = g(x) + h(x)，其中，g(x)为奇函数或偶函数，则

g(x) = f (x) − h(x)，即 g(a) = f (a) − h(a)，由函数的奇偶性求出 g(−a)的值，故有 f (−a) = g(−a) + h(−a)． 
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二、利用函数的周期性、对称性求值或解析式 

【例 2】（四川·2019）对任意实数 x，有 f (x) + f (−x) = 0，f (−x−2) = −f (x)恒成立，当 x∈(0,1)时，

f (x) = sinπx + 1． 
（1）求 f (0)、f (1)； 
（2）求当 x∈(11,13)时，f (x)的解析式． 

【解析】（1）利用赋值法即可求解．（2）先判定函数的周期性和奇偶性，再利用函数的这两个性质求

出各区间的函数解析式． 

解：（1）∵ ( ) ( ) 0f x f x− + = ，∴ ( 1) (1) 0f f− + = ， ( 0) (0) 0f f− + = ，∴ (0) 0f = ． 
∵ ( 2) ( )f x f x− − = − ，令 1x = − ，可得 [ ( 1) 2] ( 1)f f− − − = − − ，即 ( 1) ( 1)f f− = − − ． 
∴ ( 1) 0, (1) 0f f− = = ． 
（2）∵ ( ) ( ) 0f x f x− + = ，∴函数 ( )f x 为奇函数，∴ ( 2) ( 2) ( )f x f x f x− − = − + = − ． 
∴ ( 2) ( )f x f x+ = ，∴周期 2T = ，∴ (12) (0) 0f f= = ． 
设11 12x< < ，则 1 12 0x− < − < ，即 0 12 1x< − < ． 
∴ (12 ) sin π(12 ) 1 sin π 1f x x x− = − + = − + ．又 (12 ) ( ) ( )f x f x f x− = − = − ， 
∴ ( ) sin π 1f x x= − ． 
设12 13x< < ，则 0 12 1x< − < ． 
∴ ( 12) sin π( 12) 1 sin π 1f x x x− = − + = + ．又 ( 12) ( )f x f x− = ， 
∴ ( ) sin π 1f x x= + ． 

故

sin π 1 11 12
( ) 0 12

sin π 112 13

x x
f x x

x x

− < <
= =
 + < <

，

，

，

． 

解题反思  关于函数的平移问题，有以下说明． 
（1）函数的平移只能改变位置，而不能改变函数图像的形状，原函数若是分段函数，平移后仍为分段

函数． 
（2）求区间 D 的函数时，原则上设 x iD∈ ． 
（3）将 x 转移到另一个区间常见的方法有： 
① 通过函数的周期性进行转移； 
② 先通过函数的对称性转移，再通过周期性进行转移，或者先通过函数的周期性转移，再通过对称

性进行转移． 
（4）对 x 赋予特殊值求函数值． 

三、解抽象不等式 

（1）抽象不等式的概念：没有给出具体不等式，利用抽象函数 f (x)表示的不等式． 
（2）特征：已知函数的单调性、奇偶性、特殊函数值或某个特殊点，求函数满足的不等式的解集． 
（3）方法：①图像法（数形结合法），根据已知条件画出函数的大致图像，结合图像找到对应位置，

确定不等式成立满足的条件，进而求出不等式的解集；②利用函数的单调性，脱去函数符号，进而建立不

等式．不等式中有常数时，往往把常数转化为含函数符号的函数值，如 6 = f (3)． 
【例 3】已知函数 f (x)为偶函数，在(0, +∞ )上为增函数，且 f (−2) = 0，在

如图坐标系中画出函数 f (x)的大致图像． 
根据图像回答下列问题． 
（1）不等式 f (x) > 0 的解集为     ； 
（2）不等式 xf (x) < 0 的解集为     ；  
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（3）不等式
( )f x
x

> 0 的解集为     ． 

【解析】根据题意画出函数 f (x)图像的草图． 
（ 1）不等式 f (x) > 0 的解集取 ( 2,0) (2,0)− 和 两点向外的部分，即

( , 2) (2, )− − +∞ ∞ ． 
（2）不等式 xf (x) < 0 的解集取二、四象限部分，即 ( , 2)− −∞  (0,2) ． 

（3）不等式
( )f x
x

> 0 的解集取一、三象限部分，即 ( 2,0)−  (2, )+ ∞ ． 

四、抽象函数及其应用 

抽象函数是指没有给出具体的函数解析式或图像，只给出一些函数符号及其满足的条件的函数．抽象

函数的应用一般是给定函数 f (x)的某些性质，证明它的其他性质，或利用这些性质求值，解抽象不等式、

方程等． 
【例 4】（四川·2022）已知函数 f (x)满足 ( 2 ) ( ) 2 ( )f x y f x f y+ = + ，且 (1) 1f = − ． 

（1）求
1 2
2 3

f f   
   
   

、 的值； 

（2）当 0x > 时， ( ) 0f x < 恒成立，判断函数 ( )f x 的单调性并证明． 
解：（1）令 x = y = 0，得 f (0) = 0；令 x = 0，得 f (2y) = 2f (y)． 
所以 ( 2 ) ( ) (2 )f x y f x f y+ = + ，即 ( ) ( ) ( )f x y f x f y+ = + ． 

∴f (1) = 1 1
2 2

f  + 
 

= 12
2

f  
 
 

= −1，故
1
2

f  
 
 

= 1
2

− ． 

同理，f (1) = 13
2

f  
 
 

= −1， 1
3

f  
 
 

= 1
3

− ，所以
2
3

f  
 
 

= 12
3

f  
 
 

= 2
3

− ． 

（2）设 1 2x x< ，则 2 1x x−  > 0． 
∵f ( 2x ) = f [( 2 1x x− ) + 1x ] = f ( 2 1x x− ) + f ( 1x )，∴f ( 2x ) f− ( 1x ) = f ( 2 1x x− )． 
∵x > 0 时，f(x) < 0 恒成立，∴f ( 2 1x x− ) < 0，即 f ( 1x ) < f ( 2x )． 
故函数 f (x)为减函数． 

解题反思  抽象函数问题的常用方法和解题技巧如下． 
（1）模型函数法：把抽象函数转化为具体函数模型，一般用于选择题或填空题． 
（2）特殊变形法：对函数的单调性的判断仍然要紧扣单调性的定义，结合题目所给的性质和相应的条

件，对任意 x1、x2在所给区间上比较 f(x1) − f (x2)与 0 的大小，有时根据需要进行适当的变形，如 x1 = 1
2

2

xx
x

⋅ 、

x1 = (x1 + x2) − x2或 x1 = (x1 − x2) + x2． 
（3）赋值法：对字母赋予特殊值判断函数的单调项、奇偶性等，主要从以下几方面考虑． 
① 令 x = −2、−1、0、1、2 等特殊值，求抽象函数的函数值． 
② 令 x = x2，y = x1，且 x1 < x2，判断抽象函数的单调性． 
③ 令 y = −x，判断函数的奇偶性． 
④ 将 x 替换为 x + T，确定抽象函数的周期． 

课堂练习 

1．已知 f (x)为偶函数，则 F(x) = f (x) + 3x 为（    ）． 
A．偶函数   B．奇函数  C．非奇非偶函数   D．不能确定 

2．已知函数 f (x)是定义域为 R 的奇函数，当 x∈( ,0−∞ )时，f (x) = 3 22x x+ ，则 f(2) =         ． 
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3．已知 f (x) = ax2023 +
1
x

+ 3，若 f (3) = 5，则 f (−3) =      ．    

课外训练 

一、选择题 

1．函数 f (x)是定义域为 R 上的偶函数，且在[0, )+∞ 上单调递增，则下列各式成立的是（    ）． 
A．f (−2) f> (0) f> (1)     B．f (−2) f> (−1) f> (0)  
C．f (1) f> (0) f> (−2)   D．f (1) f> (−2) f> (0) 

2．已知函数f (x) = x5 + ax3 + bx − 8，且f (1) = 10，那么f (−1)的值为（    ）． 
A．−18    B．−26    
C．−10     D．10 

3．f (x)为奇函数，且在(0, +∞ )上，f (x) = x(1 − x)，则 f (x)在( −∞ ,0)上的解析式为（    ）． 
A．f (x) = x(1 − x)       B．f (x) = −x(1 + x) 
C．f (x) = x(1 + x)      D．f (x) = −x(1 − x) 

4．定义域为 R 的函数 f (x)是偶函数，且 f (x) = f (2 − x)，若 f (x)在区间[1,2]上是减函数，则 f (x)（    ）． 
A．在区间[ 2, 1]− − 上是增函数，在区间[3,4]上是增函数． 
B．在区间[ 2, 1]− − 上是增函数，在区间[3,4]上是减函数． 
C．在区间[ 2, 1]− − 上是减函数，在区间[3,4]上是增函数． 
D．在区间[ 2, 1]− − 上是减函数，在区间[3,4]上是减函数． 

5．（四川·2020）定义域为 R 的函数 f (x)既是奇函数，又是周期函数，T 是它的一个周期，则方程 
f (x) = 0 在闭区间[−2T,2T]上的实数根的个数可能是（    ）． 

A．1   B．5   C．9    D．12 
6．函数 g(x) = f (x) − f (−x) + 1 可能的图像是（    ）． 

          

                       A．           B．           C．           D． 

7．设函数 f (x)是定义域为 R 的奇函数，且 f (x) = 2log ( 1) 0
( ) 0

x x
g x x

+
 <

，

，

w
，则 f (−7) = （    ）． 

A．3  B．−3  C．2     D．−2 

8．已知函数 f (x) =
2 5 1

1

x ax x
a x
x

− − −



>

，

，

g
，对任意实数 1 2x x≠ ，都有( 1 2x x− )[f ( 1x ) − f ( 2x )] > 0，则 a

的取值范围是（    ）． 
A．−3g a < 0   B．−3g ag −2  C．ag −2    D．a < 0 

二、填空题 

9．已知函数 f (x)是定义域为R的奇函数，若 xw 0时，都有 f (x + 2) = f (x)，且当 x (0,2)∈ 时，f (x) = 2log (x + 

1)，则 f (−2023) + f (2024) =      ． 

10．已知函数 f (x)为奇函数，在(0, ∞+ )上为减函数，且 f (3) = 0，则不等式
( 1)f x

x
− > 0 的解集为      ． 
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11．定义域为 R 的函数满足 f (−x) = 6 f− (x)，若函数 y = 1 3
x

+ 与函数 y = f (x)的图像的交点坐标为

1 1( , ( ))x f x ， 2 2( , ( ))x f x ，…，( 40 40( , ( ))x f x ，且 ( )i iix f x P+ = （i = 1,2,…,40），则 1 2 40P P P+ + + =      ． 

三、解答题 

12．已知函数 ( )f x ，对任意实数 x，均有 f (x) = −2f (x+ 2)，且 f (x)在区间[0,2]上的解析式为 f (x) = 2 2x x− ，

求 f (−1)、f (2.5)的值． 
 
 
 

 

 

 
 
 

13．已知 f (x)是定义域为 R 的奇函数，对任意实数 x，都有
3
2

f x + 
 

= 3
2

f x − 
 

． 

（1）证明：y = 3
2

x− f (x)是周期函数，并指出周期； 

（2）若 f (1) = 2，求 f (2) + f (3)的值． 
 
 
 
 

 

 
 
 

14．如果函数 ( )f x 的定义域为 (0, )+∞ ，且 ( )f x 为增函数， ( ) ( ) ( )f xy f x f y= + ． 

（1）证明： ( ) ( )xf f x f y
y

 
= − 

 
； 

（2）已知 (3) 1f = ，且 ( ) ( 1) 2f a f a> − + ，求 a的取值范围． 
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3.6  二次函数图像及其性质 

课标要求 知识脉络 

1．了解二次函数的三种表达式 

2．理解二次函数的图像和基本性质 

3．掌握二次函数的单调性、奇偶性

和对称性 

4．初步掌握用二次函数模型解决实

际问题 

 
 

知识清单 

一、二次函数的表达式 

（1）一般式：y = ax2 + bx + c（a ≠ 0），顶点坐标为
24

2 4
b ac b
a a

 −− 
 

， ，对称轴方程为 x =
2
b
a

− ． 

（2）顶点式：y = a(x − h)2 + k（a ≠ 0），顶点坐标为(h,k)． 
（3）交点式：y = a(x 1x− )(x 2x− )（a ≠ 0）（ 1x 、 2x 表示图像与 x 轴的两个交点的横坐标），对称轴方

程为 x = 1 2

2
x x+

． 

说明：二次函数是非常重要的考点，在三种表达式中，顶点式最能体现函数特征，包括顶点坐标、对

称轴、单调区间、最大（小）值，因此要掌握通过配方法把一般式化为顶点式的方法．在涉及抛物线平移

时，也需要用顶点式来确定平移方式． 

二、二次函数的图像和性质 

图像 

   

Δ与交点的关系 Δ > 0 ⇔ 有两个交点 Δ = 0 ⇔ 有一个交点 Δ < 0 ⇔ 无交点 

开口方向 a > 0 ⇔ 开口向上；a < 0 ⇔ 开口向下 

顶点坐标、对称轴 顶点坐标为
24,

2 4
b ac b
a a

 −− 
 

，对称轴方程为 x =
2
b
a

−  
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续表 

单调区间 
a > 0 增区间为      ，减区间为      ． 

a < 0 增区间为      ，减区间为      ． 

最值 
a > 0 x =

2
b
a

− ⇔ y 有最小值     ． 

a < 0 
x =

2
b
a

− ⇔ y 有最大值     ． 

x 的范围 

对应 y 值 

的范围 

a > 0 
x < x1 或 x > x2  y  0 

x1 < x < x2  y  0 
x ≠

2
b
a

−  y > 0 x ∈ R，y > 0 恒成立 

a < 0 
x < x1 或 x > x2  y  0 

x1 < x < x2  y   0 
x ≠

2
b
a

−  y < 0 x ∈ R，y < 0 恒成立 

 

方法清单 

【例 1】若 f (x) = 2x2 + (b − 1)x + c 是偶函数，则 b =      ． 

【解析】二次函数 f (x)是偶函数，则对称轴为 x = 1
4

b −− = 0，即 b = 1． 

【答案】1． 
解题反思  函数 f (x) = ax2 + bx + c 为偶函数的充要条件是 b = 0．（与 a、c 的取值无关） 

【例 2】若函数 f (x) = x2 + 4(a − 1)x + 2 在区间( −∞ ,6)上是减函数，则实数 a 的取值范围是（    ）． 
A．ag−2      B．a > −2   
C．a < 4      D．a > 4 

【解析】结合函数图像，确定对称轴所处的位置．对称轴为 x = 4( 1)
2

a −− ( −∞ ,6)，即 4( 1) 6
2

a −− w ． 

【答案】A． 
解题反思  若二次函数在区间 D 上是增函数或减函数，则称这个函数在区间 D 上具有单调性；若

二次函数在区间 D 上具有单调性，则其对称轴一定不在区间 D 内． 

（1）若二次函数在(m, +∞ )上是单调函数，则其对称轴为 x =
2
b
a

− ，在(m, +∞ )内，即−
2
b
a
g m． 

（2）若二次函数在( −∞ ,n)上具有单调性，则其对称轴为 x =
2
b
a

− ，在( −∞ ,n)内，即      ． 

（3）若二次函数在(m,n)上不具有单调性，则其对称轴为 x = −
2
b
a
，在(m,n)内，即        ． 

（4）m、n 是函数 f (x)的区间 D 上的任意两点，若 m ≠ n，有 f (m) f≠ (n)，则说明        ． 
【例 3】（四川·2013）已知二次函数 f (x)，f (x + 1) = f (1 − x)，且图像在 y 轴上的截距为−3，被 x 轴截

得的线段长为 4． 
（1）求 f (x)的解析式； 
（2）求 f (x)在区间[−2,3]上的最大值和最小值． 
【解析】（1）由 f (x + 1) = f (1 − x)可知，抛物线对称轴为 x = 1；由被 x 轴截得的

线段长为 4，可求出抛物线与 x 轴的两个交点的坐标．设 f (x)为交点式，并把点(0,−3)

代入求待定系数的值． 
（2）用数形结合法，画出函数 f (x)在区间[−2,3]上的图像，找出最低点、最高点．也

可用绝对值法，把函数解析式化为顶点式，在[−2,3]上确定| x−h |的最大值和最小值． 
解：（1）由 f (x + 1) = f (1 − x)可知，函数 f (x)图像的对称轴为 x = 1． 
∵f (x)的图像被 x 轴截得的线段长为 4， 
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∴函数 f (x)的图像必经过点(−1,0)和(3,0)． 
设 f (x) = a(x + 1)(x − 3)，由题意知 f (x)的图像经过点(0,−3)， 

∴a(0 + 1)(0 − 3) = −3 a = 1． 

故 f (x) = (x + 1)(x − 3)，即 f (x) = 2 2 3x x− − ． 

（2）由函数图像可知 min ( )f x  = f (1) = −4． 
在两个端点中，−2 离对称轴的距离比 3 离对称轴的距离大，故 max ( )f x = f (−2) = 5． 

解题反思 

（1）二次函数常见的几个恒等式的作用如下． 

( ) ( ) ( )f m x f n x f x+ = − ⇔ 图像的对称轴为
2

m nx += ． 

( ) ( ) ( )f m x f n x f x+ = − − ⇔ 图像的对称轴中心坐标为 ,0
2

m n+ 
 
 

． 

( ) ( ) ( )f x m f x n f x+ = + ⇔ 是周期函数，且它的一个正周期为 | |n m− ． 
（2）求二次函数在给定区间的值域的方法如下． 
① 数形结合法：画出抛物线在给定区间的图像，找出最高点和最低点． 
② 把函数解析式转化为顶点式 y = a(x − h)2 + k，在给定区间内确定| x − h |的最大值和最小值，进而确

定函数 f (x)的最大值和最小值． 
【例 4】若方程 7x2 − (k + 13)x + k2 − k = 0 的两根满足 0 < x1 < 1 < x2 < 2，求实数 k 的取值范围． 
【解析】把方程和函数联系起来，由方程的根的情况作出二次函数 f (x) = 7x2 − (k + 13) x + k2− k 的大致图

像，抓住 0、1、2 三个界点对定函数值的符号，用 f (0)、f (1)、f (2)建立不等式组． 
解：设 f (x) = 7x2− (k + 13)x + k2 − k． 

由题意得

2

2

2

0
7 13 0
28 2( 13) 0

k k
k k k

k k k

 − >
 − − + − >
 − + + − >

，解得 2 < k < 1 + 7 或 1 − 7  < k < 0． 

∴实数 k 的范围是(2,1 + 7 ) (1 7− ,0)． 
解题反思  由一元二次方程根的分布求参数范围的方法：利用方程根分布的界点画出对应二次函数

的大致图像．从以下四个方面考虑建立不等式（组）：①开口方向；②判别式的符号；③对称轴的位置；

④利用界点对应的函数值（界点值）的符号建立相应的不等式（组）．注意，当界点值的符号已能够确定

判别式的符号或对称轴的位置时，无须考虑判别式或对称轴的范围． 

课堂练习 

1．已知二次函数 f (x) = 3x2 + mx + c 在区间[−1,3]上不具有单调性，则 m 的取值范围是      ． 
2．若方程 x2 − mx + m − 1 = 0 有一正一负两个根，则实数 m 的取值范围是      ． 
3．已知函数 f (x) = −2(x − 1)2 + 1，x∈[−2,3]，求 f (x)的最大值和最小值． 

课外训练 

一、选择题 

1．（四川·2008）已知二次函数 y = −2x2 + 3x + 2，则（    ）． 

A．当 x = −2 时有最大值
1
2

      B．当 x = 3
4
时有最大值

25
8

 

C．当 x = −2 时有最小值
1
2

     D．当 x = 3
4
时有最小值

25
8

． 
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2．y = 2ax bx c+ + 的图像如图所示，下列结论正确的是（    ）． 
A．abc > 0         B．a + b + c < 0     
C．a − b + c > 0        D．2c < 3b 

3．二次函数 f (x) = 2x2 + (k + 2)x + k 的图像的顶点在 x 轴上，则 k =（    ）． 
A．1   B．2   C．3   D．4 

4．已知二次函数 f (x) = 2x2 + mx 关于直线 x = 1 对称，则 m =（    ）． 
A．2    B．−2  C．4    D．−4 

5．若函数 f (x) = 3x2+ kx + 2024 在区间
2 ,
3
 +  

∞ 上递增，则实数 k 的取值范围是（    ）． 

A．k 2w   B．k 2024g   C．kw 2024  D．k 4−w  
6．（四川·2019）函数 f (a) = (a − 1)2 + (a − 2)2 + (a − 3)2 + …+ (a − 9)2 + (a − 10)2 的单调递增区间为

（    ）． 
A．[5, ∞+ )  B．[5.5, ∞+ )  C．[6, ∞+ ) D．[6.5, ∞+ ) 

7．已知函数 f (x) = −x2 + 2x + m，若| a − 1| > | b − 1|，则下列正确的是（    ）． 
A．f (a) f> (b)   B．f (a) f< (b) C．f (a) = f (b)  D．f (a) = f− (b) 

8．函数 f (x) = (m2 − 4)x2 − 5x + (m + 2)是奇函数，则 m =（    ）． 
A．m = 2    B．m = −2   C．m = 2±    D．m R∈  

9．函数 f (x) = 2 6x x− − 的增区间为（    ）． 
A．(− , 1−∞ ]  B．[6, ∞+ ) C．( , 6− −∞ ]  D．[1, ∞+ ) 

二、填空题 

10．（四川·2007）已知二次函数 y = ax2 − 2x  + 5
2
的最小值为 1，则实数 a 的值是    ． 

11．若二次函数 y = − x2 + 2mx + 3 在( −∞ ,2)是增函数，则 m 的取值范围是    ． 

12．方程 x2 − 2mx+ m + 1 = 0 的一个根大于 5，另一个根小于 5，则实数 m 的取值范围是      ． 
13．若函数 y = f (x)在区间[−4,7]上为增函数，则 y = f (x − 3)的增区间为     ． 

三、解答题 

14．二次函数 f (x)的最小值为 1，且 f (0) = f (2) = 3． 
（1）求 f (x)的解析式； 
（2）若 f (x)在区间( ,  a−∞ ]上单调递减，求 a 的取值范围． 
 
 
 

 
 
15．（四川·2020）设函数 2( )f x mx nx p= + + 的图像过坐标原点，且对任意 x ∈ R 都有 ( ) (2 )f x f x= − ． 
（1）若函数 ( )f x 的最小值为−1，求 m、n 的值； 
（2）若对任意 [1,2]m∈ ，都有 ( )f x < 6，求实数 x 的取值范围． 
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16．已知抛物线 y = ax2 + bx + c（a 0≠ ）与 x 轴交于两点 A(−1,0)、B(3,0)，当 5x−2 g g 时，y 的最大

值为 12，求该抛物线的解析式． 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

3.7  函数的实际应用举例 

课标要求 知识脉络 

初步掌握从实际问题中抽象出分段函数模型

解决简单实际问题的方法 

 

 

知识清单 

一、图像信息问题 

根据信息画出图像，从图像中提取信息． 

二、二次函数的应用 

二次函数的应用步骤一般如下： 
第一步，建立二次函数关系，列出解析式，并根据实际情况写出定义域． 
第二步，将解析式化为顶点式． 
第三步，求出函数的最大值或最小值． 

三、分段函数的应用 

第一步，根据 x 在不同范围内的值或不同范围内的图像，分别列出相应的函数解析式． 
第二步，写成分段函数的形式． 
第三步，根据题意利用分段函数解决实际问题．即分解→综合→应用． 
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四、解函数应用题的基本步骤 

1．读题：弄清题中的相关量，概括出数学实质． 
2．引进数学符号，建立数学模型：建立函数关系式，将实际问题转化为数学问题，实现问题的数

学化． 
3．求解：利用数学方法将得到的常规数学问题予以解答，求得结果． 
4．检验：把得出的数学结果放回到实际问题中检验，得出符合条件的结论． 

方法清单 

【例 1】某学生离家去学校，由于怕迟到，所以一开始就跑步，等跑累了再走余下的路程．在下图中，

纵轴表示该学生与学校的距离，横轴表示出发后的时间，则四个图形中较符合该学生走法的是（    ）． 

             

                          A．          B．         C．         D． 
【解析】明确两个变量 t 和 d，d 随时间的增大而变小，排除选项 C、D；速度先快后慢，排除选项 A． 

【答案】B． 

【例 2】某商场销售一批衬衫，每件盈利 40 元，每天可以售出 20 件．为扩大销售，增加盈利，减少库

存，商场决定采取适当的降价措施．价格调查发现，若每件衬衫每降价 1 元，商场平均每天可以多售出 2
件．设每件衬衫降价 x（元）时，商场盈利 y（元）． 

（1）写出 y 与 x 之间的函数关系式； 
（2）每件衬衫降价多少元时，商场每天盈利最多？最多盈利是多少？ 
【解析】 

 

 每件盈利/元 销售量/件 每天盈利/元 

原来 40 20 800 

现在 40 − x 20 + 2x (40 − x)(20 + 2x) 
 

解：（1）调整价格后，每件衬衫的利润为 (40 − x)元，每天销售量为 (20 + 2x)件，则利润

y = (40 − x) × (20 + 2x)，0g xg 40 且 x∈Z． 
（2）y = (40 − x)(20 + 2x) 
   = −2x2 + 60x + 800  
   = −2(x − 15)2 + 1025 
∵−2 < 0，∴当 x = 15 时，y 有最大值 1025． 

故每件衬衫降价 15 元时，商场每天盈利最多，最多盈利是 1025 元． 
【例 3】（四川·2016）A 市居民生活用水原收费标准为 4 元/米 3．为了保护生态，鼓励节约用水，A

市从 2016 年 1 月 1 日起，调整居民生活用水收费标准，具体规定如下． 
第一阶梯：每户月用水量不超过 25 米 3 的部分（含 25 米 3），按 3 元/米 3计费． 
第二阶梯：每户月用水量超过 25 米 3，但不超过 35 米 3的部分（含 35 米 3），按 4 元/米 3计费． 
第三阶梯：每户月用水量超过 35 米 3 的部分，按 6 元/米 3 计费． 
例如，当某户某月用水量为 30 米 3 时，该户当月应缴水费为 3 25 4 (30 25)× + × − =  95（元）． 
假设某户月用水量为 x米 3，当月应缴水费为 y 元． 
（1）求调整收费标准后， y 与自变量 x的函数解析式； 
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（2）当某户月用水量超过多少米 3 时，按调整后收费标准应缴水费超过按原收费标准应缴水费？ 
【分析】分段函数是热点问题，主要考虑自变量在每一段变化范围内所对应的法则不同，关键是弄清

楚分段的条件和该如何分段，先将其作为几个独立的问题，将各段的变化规律分别找出来，再将其合在一

起，要注意各段变化的范围，特别注意端点值的选取． 
解：（1）由题意可知，当 0 25x< g 时， 3y x= ； 
当 25 35x< g 时， ( )3 25 4 25 4 25y x x= × + − = − ； 
当 35x > 时， ( ) ( )3 25 4 35 25 6 35 6 95y x x= × + × − + − = − ． 

所以调整收费标准后， y 与自变量 x的函数解析式为

3 , 0 25
4 25, 25 35.
6 95, 35

x x
y x x

x x

<
= − <
 − >

g
g  

（2）由题意可知，当 0 25x< g 时，若 3 4y x x= > ， x不存在； 
当 25 35x< g 时，若 4 25 4y x x= − > ， x不存在； 
当 35x > 时， 6 95 4y x x= − > ，解得 47.5x > ． 
因此，当某户月用水量超过 47.5 米 3 时，按调整后收费标准应缴水费超过按原收费标准应缴水费． 

课堂练习 

某商场在节日期间举行促销活动，规定： 
① 若所购商品标价不超过 200 元，则不给予优惠； 
② 若所购商品标价超过 200 元但不超过 500 元，则超过 200 元的部分给予 9 折优惠； 
③ 若所购商品标价超过 500 元，其 500 元内（含 500 元）的部分按第②条给予优惠，超过 500 元的

部分给予 8 折优惠． 
（1）写出节省钱数 y（元）的与所购商品标价 x（元）的函数关系式； 
（2）某人来该商场购买了一件家用电器，共节省 330 元，则该家用电器的标价为多少元？ 

课外训练 

一、选择题 

1．一个小球被抛出后，如果距离地面的高度 h(米)和运行时间 t(秒)的函数解析式为 h = −5t2+ 10t + 1，
那么小球到达最高点时距离地面的高度是（    ）米． 

A．1  B．3   C．5   D．6 
2．将一根 12 米长的木条锯成几段，围成一个日字形窗框，则该窗户的最大透光面积为（    ）米 2． 

A．36    B．6    C．9    D．24 
3．汽车经过启动、加速行驶、匀速行驶、减速行驶之后停车，若把这一过程中汽车的行驶路程 s 看

作时间 t 的函数，其图像可能是（    ）． 

             

                     A．             B．             C．            D． 

4．（四川·2019）已知甲、乙两个城市相距 120 千米，小王开汽车以 100 千米/小时匀速从甲城市驶往

乙城市，到达乙城市后停留 1 小时，再以 80 千米/小时匀速返回甲城市．汽车从甲城市出发时，时间 x（小

时）记为 0．在从甲城市出发至返回到甲城市的这段时间内，该汽车离甲城市的距离 y（千米）表示成时

间 x（小时）的函数为（    ）． 
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A．
100 0 12
80 12

x x
y

x x


=  >

，

，

g g
       B．

100 0 12
120 80 12

x x
y

x x


=  − >

，

，

g g
 

C．
100 0 1.2
120 1.2 2.2
120 80 2.2 3.7

x x
y x

x x


= <
 − <

，

，

，

g g
g

g
    D．

100 0 1.2
120 1.2 2.2
296 80 2.2 3.7

x x
y x

x x


= <
 − <

，

，

，

g g
g

g
 

二、填空题 

5．（四川·2017）某公司为落实供给侧改革，决定加强高科技产品的生产．已知该公司 2016 年生产

的高科技产品的产值占总产值的 20%，计划 2017 年的总产值比上一年增长 10%，且使 2017 年的高科技产

品的产值占总产值的 24%，则该公司 2017 年生产的高科技产品的产值应比 2016 年生产的高科技产品的产

值增长     ． 
6．某公司生产一种电子仪器的固定成本为 20000 元，每生产一台该仪器需增加投入 100 元，已知总

收入满足函数 R(x) = 
21400 0 400

2
80000 400

x x x

x

 −

 >

，

，

g g
，其中，x 是该仪器的月产量． 

（1）将利润表示为月产量的函数 f (x)，则 f (x) =          ． 
（2）当月产量为      台时，公司所获利润最大．（总收入 = 总成本 + 利润） 

三、解答题 

7．（四川·2015）某商品的进价为 50 元，根据市场调查，如果售价为 50 元，则每天可卖出 400 件，

售价每上涨 1 元，每天少卖 10 件．设该商品售价为 x（元）（xw 50，x∈N）． 
（1）求每天销售量与自变量 x 的函数关系式； 
（2）求每天销售利润与自变量 x 的函数关系式； 
（3）该商品的售价为多少元时，每天可获得最大利润？最大日利润是多少元？ 
 
 
 
 
 
 
8．为减少空气污染，某市鼓励居民用电（减少使用燃气或燃煤），采用分段计费的方法计算电费：每

月用电不超过 100 度时，按 0.57 元/度计算；每月用电量超过 100 度时，其中的 100 度任仍按原标准收费，

超过的部分按 0.5 元/度计算． 
（1）设每月用电 x 度时，应交电费 y 元，写出 y 关于 x 的函数解析式； 
（2）小明家第一季度缴纳电费时情况如下表所示： 

 

月    份 一月 二月 三月 合计 

缴费金额/元 76 63 45.6 184.6 
 

问小明家第一季度共用电多少度？ 
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9．某公司为提高员工的综合素质，聘请专业机构对员工进行专业技术培训．其中，培训机构成本费

用为 12000 元．公司每位员工的培训费按以下方式与该机构结算：若公司参加培训的员工人数不超过 30，
则每人的培训费为 850 元；若公司参加培训的员工人数多于 30，则给予优惠：每多 1 人，每位员工的培

训费减少 10 元．已知该公司最多有 60 位员工可参加培训，设参加培训的员工人数为 x，员工的培训费

为 y（元），培训机构的利润为 Q 元． 
（1）写出 y 与 ( )*0x x x> ∈， N 之间的函数解析式； 

（2）当公司参加培训的员工为多少人时，培训机构可获得最大利润？并求最大利润． 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

综合训练 

基础训练 

一、选择题 

1．（四川·2019）函数 y = 1x + 的定义域是（    ）． 
A．{x | x 1< − }   B．{x | x 1−g }    
C．{x | x 1> − }     D．{x | x 1−w } 

2．已知函数 y = 2 k
x
−

在(0, ∞+ )上为增函数，则（    ）． 

A．k > 0    B．k < 0 C．k > 2    D．k < 2 
3．（四川·2015）函数 y = 2ln 2 x−( )的定义域是（    ）． 

A．{x | xw 2}    B．{x | xg 2}    
C．{x | x > 2}     D．{x | x < 2} 

4．对于函数 y = 1
x
，下列说法正确的是（    ）． 

A．单调递减区间为( −∞ , +∞ )  
B．单调递减区间为( −∞ ,0)和(0, +∞ ) 
C．单调递减区间为( −∞ ,0)，单调递增区间为(0, +∞ ) 
D．单调递增区间为( −∞ ,0)，单调递减区间为(0, +∞ ) 

5．下列函数是奇函数的是（    ）． 
A．y = x    B．y = x2    C．y = x3       D．y = 3x 

6．函数 f (x) = 2 2
2 2

x x

x x

−

−

−
+

，下列结论正确的是（    ）． 

A．f (x)是增函数且是偶函数     B．f (x)是减函数且是奇函数 
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C．f (x)是增函数且是奇函数     D．f (x)是减函数且是偶函数 
7．设函数 f (x)是定义域为 R 的奇函数，且当 x > 0 时，f (x) = 2x − 3，则 f (−2) = （    ）． 

A．1   B．−1   C． 11
4

−    D．
11
4

 

8．（四川· 2015）已知 y = f (x)是定义域为 R 的奇函数，且 f (1) = 3，f (−2) = −5，则 f (−1)+ f (2) =（    ）． 
A．−2    B．−1   C．1      D．2 

9．（四川·2019）已知函数 f (x)是定义域为 R 的奇函数，且 f (1) = 1，若对于任意 x∈R，f (x) = f (5 − x)
恒成立，则 f (9) =（    ）． 

A．−4  B．−1   C．0      D．1 
10．用一根 40 厘米的铁丝围成一个矩形，设矩形的一边长为 x(厘米)，面积为 y(厘米 2)，则把 x 表示为

y 的函数解析式是（    ）． 

A．y = x(40 − x)  B．y = 1 (40 )
2

x x−   C．y = x(20 − x)  D．y = 1 (20 )
2

x x−  

二、填空题 

11．设偶函数 f (x)在[0, π ]上单调递减，则 f (−2)、 π
2

f  
 
 

、
3
3

f  
 
 

按从大到小的顺序为        ．  

12．已知 f (x)是定义域为 R 的偶函数，对任意 x∈ R，都有 f (x + 7) = f (x)，若 f (−5) = 2，则

f (−2021) =      ． 
13．定义域为[−2,2]的偶函数 f (x)，当 xw 0 时，f (x)单调递减，若 f (1 − m) > f (m)恒成立，则 m 的取值

范围是      ． 

三、解答题 

14．f (x) = −x2 + 2x − 3． 
（1）求 f (x)在区间[a,a + 1]上的最大值 g(a)； 
（2）已知 g(a) = −3，求 a 的值． 
 
 

 
 
 
 
 
15．函数图像与 x轴交点的横坐标叫作函数的零点．例如，函数 2 4y x= − 与 x轴交于(2,0)，则函数

2 4y x= − 的零点为 2．已知函数 2( ) 6f x x mx= + − ． 
（1）若 ( )f x 的一个零点为 2− ，试求m 的值； 
（2）若函数 ( )f x 有一个零点位于 2− 和 1− 之间，试求实数m 的取值范围． 
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16．已知二次函数 ( )f x 满足 f (x + 2) = f (−x + 2)，且图像过点 P(3,−4)和 Q(−1,20)． 
（1）求 ( )f x 的解析式； 
（2）讨论 ( )f x 的单调性； 
（3）若 ( )f x 的值不大于−4，求 x 的取值范围． 

 
 
 
 
 
 

提升训练 

一、选择题 

1．已知 f (x)的定义域为[−2,4]，则函数 g(x) = f (x) + f (−x)的定义域为（    ）． 

A．[−4,4]    B．[−2,2]   C．[−4,−2]  D．[2,4] 
2．函数 y = f (x)，0 对任意 x1、x2，都有 f (x1x2) = f (x1) + f (x2)，若 f (8) = 3，则 f (2) =（    ）． 

A．
1
4

      B．
1
2

     C．1     D．
3
2

 

3．在数学中，布劳威尔不动点定理是拓扑学里一个非常重要的定理，它可应用到有限维空间，并构

成一般不动点定理的基石．布劳威尔不动点定理得名于荷兰数学家鲁伊兹· 布劳威尔（L.E.J.Brouwer），
简单地讲，就是对于满足一定条件的连续函数 f (x)，存在一个点 0x ，使得 ( )0 0f x x= ，那么就称该函数为

不动点函数．下列函数为不动点函数的是（    ）． 
A． ( ) 2xf x x= +           B． 2( ) 3f x x x= − +    

C．
22 1 1

( )
| 2 | 1

x x
f x

x x
 −

= 
− >

，

，

g       D．
1( ) 2f x x
x

= +  

4．已知函数

2 5 1
( )

, 1

x ax x
f x a x

x

− − −
= 

>

g
，对任意实数 1 2x x≠ ，都有 ( 1 2x x− )[f ( 1x ) −  f ( zx )] > 0，则

a 的取值范围是（    ）． 
A．−3g a < 0   B．−3g ag −2  C．a −g 2    D．a < 0 

5．已知函数 y = f (x)是定义域为 R 的偶函数，且 f (x)在(0, ∞+ )是减函数．若 f (a) fw (−2)，则 a 的取

值范围是（    ）． 
A．a −g 2    B．aw 2   C．a −g 2 或 aw 2  D．−2g xg 2． 

6．函数 f (x) = x2− 2| x |−m 有 4 个零点，则实数 m 的取值范围是（    ）． 
A．m < 1    B．−1 < m < 0   C．m > 0   D．−1gmg 0 

7．函数 f (x)是奇函数，且在(0, ∞+ )上为增函数，f (−3) = 0，则不等式 x f (x) < 0 的解集为（    ）． 

A．{x | −3 < x < 0 或 x > 3}     B．{x | x < − 3 或 0 < x < 3} 
C．{x | x 3< − 或 x > 3}      D．{x | −3 < x < 0 或 0 < x < 3} 

8．对于−1g ag 1，不等式 x2 + (a − 2)x + 1 − a > 0 恒成立，则 x 的取值范围是（    ）． 
A．0 < x < 2  B．x < 0 或 x > 2 C．x < 1 或 x > 3  D．−1 < x < 1 

9．已知偶函数 f (x)在区间[0, ∞+ )上单调递增，则满足 f ( 2x + ) f< ( x )的 x 的取值范围是（    ）． 
A． (2, )+∞          B． ( , 1)− −∞   
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C．[ 2, 1) (2, )− − + ∞     D． ( 1,2)−   
10．已知正方形 ABCD 的边长为 6，如图，动点 P 从点 B 出发，沿折线 BCD 移动到点

D 为止．设 P 移动的路程为 x，△ABP 的面积为 y，则 y 关于 x 的函数解析式为（    ）． 
A．y = 3x              B．y = 3(6 − x) 

C．y =
3(6 ) 0 6
18 6 12

x x
x

− <
 <

，

，

g
g

    D．y =
3 0 6
18 6 12

x x
x

<
 <

，

，

g
g

 

二、填空题 

11．设 f(x)是定义域为 R 的偶函数，且对于任意 x∈R，都有 f (x + 3) = f (1 − x)，f (−2) = −1，则

f (2022) =        ． 

12．已知函数 f (x) = 4x2 − mx + 5 在区间[−2, ∞+ )上是增函数，则 f(m)的取值范围是        ． 
13．已知定义域为 R 的偶函数 f (x)满足 f (x + 2) = − f (x)，且在[−2,0]上是减函数．下列是关于 f (x)的

性质：①f (x)是以 2 为周期的函数；②f (0)是该函数的最大值；③f (x)在[2,3]上是减函数；④f (x)的图像关

于直线 x = 2 对称．其中正确的命题的序号是        ． 

三、解答题 

14．已知二次函数 f (x)满足 f (0) = 1，f(x + 1) − f (x) = 2x + 5． 
（1）求 f (x)的解析式； 
（2）若 x∈[−3,1]，且 f (x) 2m −g 5m 恒成立，求 m 的取值范围． 
 
 
 
 
 
 

15．已知函数 f (x) =
2

2 2 0
0 0

0

x x x
x

x mx x

− + >
 =
 + <

，

，

，

是奇函数． 

（1）求实数 m 的值； 
（2）若函数 f (x)在区间[−1,a−2]上单调递增，求实数 a 的取值范围． 
 
 
 
 
 
 
16．已知函数 f (x)对任意实数 a、b 都有 f (a + b) = f (a) + f (b) − 2，且当 x > 0 时，f (x) > 2． 
（1）证明：函数 f (x)在 R 上是增函数； 
（2）若 f (6) = 8，解不等式 f (2 2m m− ) < 5． 
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