
前  言 

·1· 

职业教育公共基础课程精品教材 

 
 
 
 
 
 

高等数学实例教程 
 

 
瞿汇颐 陈承欢 刘丽瑶 编著 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



高等数学实例教程 

·2· 

内 容 简 介 
本书探索“一本多纲”的教材编排模式，满足不同学习要求和课时需求，以“融合专业、注重能力、

突出应用”为基本思路，深化“应用导向、问题驱动、案例教学”的教学方法，不断探索“数学知识学习

与专业实际应用”融合、“解题技能训练与模块要点考核”结合的教学模式． 
本书将高等数学的 9 个核心内容“函数、极限、导数、一元函数微分、二元函数微分、不定积分、定

积分、微分方程、级数”设置为 9 个独立的教学模块，形成模块化结构，优选了 120 个具有专业背景的典

型应用案例，将高等数学应用案例分为【日常应用】【经济应用】【电类应用】【机类应用】4 类．每个模

块整体上设置了 3 个阶段：知识学习、技能训练、应用实践．每个模块面向教学全过程设置了 12 个教学

环节，教学实例设置了 5 种类型：引导实例、验证实例、方法实例、训练实例、应用实例．数学知识学习

设置了 3 个环节：概念认知、知识疏理、问题解惑．自主训练设置了 2 个层次：基本训练、提升训练．全

书设置了 9 次模块考核，挖掘了 10 项主要思政元素．在高等数学教学过程中，有意、有机、有效融入思

政元素、数学思维、数学文化，实现知识传授、能力培养和价值塑造三者的有机融合． 
本书可作为应用型本科院校、高职院校、职业本科学校及本科院校开办的二级学院各理工科、经贸类、

管理类专业的教材，也可作为具有高中文化程度的读者自学用书． 
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前  言 

高等数学是高职院校、职业本科学校各专业必修的一门公共基础课程，在高素质技术

技能人才培养综合素质和可持续发展能力中具有重要作用．近年来，高职院校都在大力推

进高等数学的教学改革，教学改革成果也在不断涌现，诸多优秀的《高等数学》教材陆续

出版，这些成果和教材都让广大高职院校、职业本科学校的师生受益匪浅．湖南铁道职业

技术学院数学教学团队在充分调研高等职业教育人才培养目标、教学需求与发展趋势、大

学生学习特点和认知规律的基础上，不断地探索教学规律和创新教学模式，打破常规、锐

意进取、注重创新，在教材编排模式、教学模式、教学过程、教学方法等方面进行了大胆

创新，本书主要特色和创新如下． 
1. 需求多样化、结构模块化、应用专业化 

根据大学生认知水平和学习要求，筛选和编排教学内容，探索“一本多纲”的编排模

式，力求实现基础性、实用性和发展性三方面需求的协调统一，满足多样化、个性化的学

习要求和课时需求． 
本书将高等数学的 9 个核心内容“函数、极限、导数、一元函数微分、二元函数微分、

不定积分、定积分、微分方程、级数”设置为 9 个独立的教学模块，形成模块化结构，其

中 6 个模块为各专业的公共学习模块，二元函数微分、微分方程和级数 3 个模块为选修模

块，各专业可根据专业培养目标的要求，选修所需的教学内容． 
本书优选了 120 个具有专业背景的典型应用案例，将高等数学应用案例分为【日常应

用】【经济应用】【电类应用】【机类应用】4 类，其中【日常应用】类为必修内容，其他三

类根据专业需求进行合理选用，为大学生学习本专业的课程奠定坚实的数学基础，同时也

为了解其他相关专业的应用需求提供方便，有利于拓展大学生的知识面，充分满足大学生

的个性化需求和职业发展需求，真正体现以学生为主体的职业教育思想． 
2. 教学过程有方法、专业学习有指导、升学考试有帮助 

本书充分尊重大学生的认知规律和数学的教学规律，设置“分层渐进”的教学环节和

学习路径，降低高等数学的学习难度，有效提升大学生的数学应用能力． 
每个模块整体上设置了 3 个阶段：知识学习、技能训练、应用实践．每个模块面向教

学全过程设置了 12 个教学环节：【教学导航】－【价值引导】－【引例导入】－【概念认

知】－【知识疏理】－【问题解惑】－【方法探析】－【自主训练】－【应用求解】－【应

用拓展】－【模块小结】－【模块考核】．教学实例设置了 5 种类型：引导实例、验证实例、

方法实例、训练实例、应用实例，共有 877 个实例．数学知识学习设置了 3 个环节：概念

认知、知识疏理、问题解惑，共有 27 个基本概念、62 个重要知识点、40 个重点问题．自

主训练设置了 2 个层次：基本训练、提升训练．全书设置了 9 个模块考核，共有 234 道考

核题，考核题型多样，包括选择题、判断题、填空题、计算题和应用题 5 种题型，每个模
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块通过扫描【在线测试】二维码，即可打开在线测试页面，进行在线考核．全书的 5 类教

学实例和 9 次在线考核，共设置了 1111 次学习、练习、巩固机会，千锤百炼，始终如一，

方法技巧得以学习、数学思维得以训练、解题能力得以提升． 
3. 与专业情境融合、与工作实际结合、与素质教育契合 

本书以“融合专业、注重能力、突出应用”为基本思路，不断探索“数学知识学习与

专业实际应用”融合、“解题技能训练与模块要点考核”结合的教学模式，让数学知识与专

业情境相融合，数学方法的学习与数学思维的培养相结合，数学应用与素质教育并重． 
深入探索专业课程与数学课程有效整合的路径，将专业学习中所需的数学知识、数学

应用融为一体，在高等数学中解决专业学习时的数学需求，通过分析专业应用案例，帮助

大学生学会用数学知识分析与解决实际问题，让大学生在跨学科的学习中体验数学的广泛

应用和实用价值，让大学生认知数学有用，也能预先了解高等数学在专业中的用途，提前

认知专业课程中高等数学的应用． 
书中的数学案例设置为与大学生的生活或者未来的工作息息相关的问题，减少无实际

意义的纯数学计算，尽量将抽象思维转化为形象思维，提升大学生高等数学解决工作、生

活、创业过程中的实际问题，激起大学生探究数学应用的愿望，让大学生学好高等数学的

同时，也为未来的工作奠定了坚实的基础． 
本书注重对大学生的数学思想方法和数学应用能力的培养，让大学生在解决实际问题

中学习，培养其创新思维与实践能力，激发大学生学习数学的热情，提高大学生的数学素

养，让大学生领会到数学素养也是大学生的基本素养之一，使传授数学知识和培养大学生

的数学素养得到很好的契合． 
4. 概念认知案例化、理论阐述通俗化、知识应用多元化 

通过生活实例和工作实际，引出数学概念，解决入门难的问题，有利于大学生认识数学

内容的实际背景和应用价值，使大学生能感受数学源自生活、工作实际，从而增加数学的亲

和力． 
用通俗易懂的语言描述数学理论知识的本质，采用数形结合方法，尽量借助图形、图

像和数表等多种途径将抽象的数学知识形象、直观、生动地呈现出来． 
通过大量浅显、贴近生活与专业的数学应用案例，一方面使理论与实践相得益彰，突

出用高等数学分析、解释、解决实际问题与实际现象；另一方面可潜移默化地培养大学生

创新意识，提升大学生的数学应用能力． 
5. 重知识应用、重能力培养、重素质教育 

本着重知识应用、重能力培养、重素质教育的思路，以“学用数学”的主线贯穿整个

内容体系，注重加强数学的实际应用，深化“应用导向、问题驱动、案例教学”的教学方

法，提高学习效率，着力培养大学生举一反三、融会贯通的能力．强化应用高等数学知识

解决实际问题的能力，在数学应用中培养思维能力和创新意识，充分发挥高等数学对形成

大学生职业能力和职业素养的重要支撑作用．以“引出问题-学习知识-实现应用”的思路

呈现教学内容，数学概念的引入力求从实际问题出发，突出问题的实际背景，引导大学生

积极参与问题解决的教学过程．以案例教学的方式，用典型实例引出概念，并用通俗简洁

的语言阐述概念的内涵和实质，着重讲解基本概念、基本理论和基本方法，对基本概念和

基本理念尽量通过实例说明其实际背景和应用价值，由此加深大学生对基本理论和基本概
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念的理解．在处理定理和公式推导与证明方面，避免逢理必证或逢理不证的极端现象，而

是本着量力而行的原则，合理取舍教学内容，少一些数学公式的烦琐推导，部分定理、结

论的证明过程以电子活页方面呈现，结合图形描述直观形象地加以适当解释与推理，使数

学课程的学习由抽象变为形象，由烦琐变为简单，由索然无味变为生动有趣，从而激发每

一位大学生学习高等数学的兴趣和热情，让每一位大学生都饶有兴趣地学习高等数学．“创

造最适合大学生的教育”应当成为高等教育的共识． 
6. 倡导数学精神、坚持立德树人、强化价值引领 

高等数学作为大学数学教育的重要组成部分，不仅培养大学生的数学素养和逻辑思维

能力，同时也蕴含着丰富的思政元素，本课程挖掘了以下 10 项主要思政元素：严谨专心、

探索精神、数学精神、理性思维、创新意识、钻研精神、辩证思维、审美能力、爱国情怀、

责任意识．在高等数学教学过程中，有意、有机、有效融入思政元素、数学思维、数学文

化，挖掘数学知识与方法中蕴涵的育德元素与育德功能，实现知识传授、能力培养和价值

塑造三者的有机融合． 
（1）培养理性思维与激励探索精神 
数学教育的价值不仅仅是数学知识的积累，还在于对数学思维和数学观念的培养，更

是美育和德育功能的体现． 
思政元素之一：严谨专心  高等数学中的定理、公式和推导都需要严格的证明和计算，

这体现了数学的严谨性．数学讲究严谨，例如，法则的运用、概念的界定、结果的验证都必

须根据标准要求来进行，要求运筹有章、计算有法，始终要求人们不可违背数学的科学规

律．本书旨在引导大学生科学地进行分析、推理、概括和判断，并遵循一定的逻辑规律．通

过数学训练，不断培养大学生严谨的学习作风和专心致志、坚持真理、追根溯源的科学态度． 
思政元素之二：探索精神  高等数学中的许多概念和方法都是经过数学家们长期探索

和发现得出的，通过分享这些背后的故事，激发大学生的探索精神和求知欲． 
（2）倡导数学精神与钻研精神 
思政元素之三：数学精神  所谓数学精神，既指人类从事数学活动中的思维方式、行

为规范、价值取向、理想追求等意向性心理的集中表征，又指人类对数学经验、数学知识、

数学方法、数学思想、数学意识、数学观念等不断概括和内化的产物．将数学精神贯穿到

高等数学的课堂教学中，培养大学生的理性思维和创新意识，引导大学生树立正确的价值

观，形成优秀的人文素养． 
思政元素之四：理性思维  高等数学教学要注重培养大学生的理性思维．例如，导数、

微分、定积分概念的抽象过程，均是从实际问题出发，将这些问题的共性抽象概括就得到

了相应的概念，进而解决生产生活中的实际问题．理性思维不仅体现在数学的抽象性和逻

辑性，也体现在数学家力图用最简洁、最精确的形式化语言刻画现实世界中的各种现象，

以及数学家敢于挑战、勇攀高峰的崇高品质中．例如，从极限思想萌芽的产生，到牛顿和

莱布尼茨创立微积分，再到柯西和威尔斯特拉斯给出极限的精确化定义，终于使微积分趋

于严谨，整个过程无不体现了数学家追求完美的拼搏精神． 
思政元素之五：创新意识  大胆质疑、勇于挑战的创新意识是数学发展的不竭动力．纵

观数学的发展历程，每一个悖论的提出、每一个反例的构造、每一个定理的推广、每一个

猜想的验证、每一个数学分支的建立等，无不印证了数学的创新精神．在高等数学的教学
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过程中，要有意识地引导大学生大胆质疑，培养大学生的批判性思维． 
思政元素之六：钻研精神  数学史不仅仅是单纯的数学成就的编年记录，也是数学家

们克服困难和战胜危机的斗争史．我国数学家陈景润长期过着普通人难以忍受的艰苦生

活，遭受疾病折磨，但是始终踏踏实实、坚持不懈地从事数学研究，他在哥德巴赫猜想

及其他数论问题上所取得的成就，至今仍处于领先地位．数学家们的奋斗经历能够感染

大学生，鞭策大学生静心学习、潜心钻研，同时对大学生树立正确的价值观、人生观大

有裨益． 
（3）融入哲学思考与形成正确的世界观 
数学中的概念、符号、性质、公理、定理、公式等往往都蕴含着丰富的哲理，数学知

识与方法中蕴涵着辩证思维，高等数学中蕴涵着丰富的辩证唯物主义思想． 
思政元素之七：辩证思维  高等数学的教学可以培养大学生辩证的思维方法，对提高

大学生的认识能力、思维能力都有着重要的作用．普遍联系的观点、矛盾对立统一的观点、

量变到质变、否定之否定的辩证规律在数学中随处可见．许多公式、法则、公理和定理都

是按照“由特殊到一般，再由一般到特殊”或遵循“从实践中来，到实践中去”的认识规

律而产生、推导、归纳、概括、发展和应用的． 
高等数学中的许多概念、方法、思想都渗透着丰富的辩证唯物主义思想．在教学中深

刻剖析其中体现的那种对立统一、量变到质变的矛盾转化关系，让辩证法在高等数学中的

体现充分展示，将会使大学生受到更为深刻、生动、具体的辩证唯物主义思想教育．对立

统一是唯物辩证法的实质与核心，高等数学中的许多概念都是对立统一的，例如，极限中

的“无限接近”与“达到”，连续与间断等．编者希望通过这些概念引导大学生理解辩证法

的思想，培养大学生的辩证思维能力． 
高等数学中的许多定理和公式揭示了自然界和社会现象的内在规律，例如，微积分在

物理学、经济学、电学、机械学等领域的应用，借此引导我们认识数学与世界的联系，形

成正确的世界观． 
（4）体会和欣赏数学美 
思政元素之八：审美能力  数学也有自己的美学特征，通过审美教育，潜移默化地提

高大学生的审美能力，激发创造性和求知欲，这样不仅强化了大学生对数学知识的理解，

提高了大学生的数学应用能力，同时也培养了大学生的美学修养，促进大学生情感体验和

人格个性的和谐发展． 
数学中的美学领悟  数学美是无处不在的，数学知识中的数学意识和观念，例如，运

动、优化、随机、对称、稳定、周期，等等，都会给人一种美学的领悟．大学生对数学的

喜爱，可能是源自一道平面几何题目的证明．这种对科学问题的好奇，求解的欲望，解决

之后的欢乐，是人生必不可少的体验．高等数学中的各种数学符号、数学定义的表述、逻

辑证明的表达式、计算题的解题过程等，均体现了数学的简洁美与流畅美，例如，导数公 

式 ( ) 1lnx
x

′ = 展示了数学的简洁美；连续与间断、无穷大与无穷小、曲线的凹凸等概念，体

现了数学概念中的对称美．不断揭示数学美的特点，有利于大学生在掌握数学知识，培养

思维能力、探究能力、创造能力的同时，得到美的熏陶，提升审美能力，有利于促进大学

生对美的追求，从而激发大学生的学习热情． 
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数学中的简约语言  用一个方程表达纷繁的数量关系，用坐标和图象指出问题的特征

时，就进行了思想情操的陶冶和简约美的领悟． 
（5）激发爱国情怀与培养社会责任感 
思政元素之九：爱国情怀  高等数学是现代科学和技术的基础，对于国家的科技创新

和经济发展具有重要意义．数学在航天、国防、经济等领域应用广泛，学习数学具有很强

的重要性和紧迫性． 
思政元素之十：责任意识  高等数学不仅具有学术价值，还具有广泛的社会应用价值，

利用数学知识可以有效分析和解决一些社会问题，例如，环境保护、资源利用等，感知数

学在实际生活中的应用，体悟数学应用价值，形成数学应用意识，激发大学生兴趣，不断

提高大学生的社会责任感和使命感． 
本书由郴州思科职业学院瞿汇颐老师、湖南铁道职业技术学院陈承欢教授、刘丽瑶老

师共同编著，郴州思科职业学院的罗泽辉等老师、湖南铁道职业技术学院朱彬彬、张丽芳

等老师参与了教学案例的设计与部分章节的编写、校对、整理工作．本书是郴州思科职业

学院、湖南铁道职业技术学院与电子工业出版社校社合作的教学改革成果之一，本书在编

写过程中，也得到了电子工业出版社多位编辑的悉心指导，在此一并表示感谢！  
由于编者水平有限，教材中的疏漏之处敬请专家与读者批评指正． 

 
编 者 
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《高等数学实例教程》课程设计与说明 

1．教学模块设计 

教学模块 说明 

模块 1  函数及其应用 必修模块 
模块 2  极限及其应用 必修模块 
模块 3  导数及其应用 必修模块 
模块 4  一元函数微分及其应用 必修模块 
模块 5  二元函数微分及其应用 选修模块 
模块 6  不定积分及其应用 必修模块 
模块 7  定积分及其应用 必修模块 
模块 8  微分方程及其应用 选修模块 
模块 9  级数及其应用 选修模块 

2．教学过程设计 

教学环节 说明 

环节 1：【教学导航】 明确教学目标，确定教学重点和教学难点 

环节 2：【价值引导】 挖掘每个模块中蕴涵的育德元素与育德功能，在各个模块教学过程中有意、有

机、有效融入思政元素、数学思维、数学文化 

环节 3：【引例导入】 通过分析典型案例引入数学概念和方法，让大学生对基本概念有初步印象，使

其在实际问题中学习和理解数学知识，增强学习的趣味性和实用性 

环节 4：【概念认知】 集中分析讲解基本概念、基本定义，为后续解题提供理论指导，解题时如果遇

到概念问题直接可以在此环节进行查找 

环节 5：【知识疏理】 系统讲解基本特性、基本定理、基本性质、基本公式和基本方法 

环节 6：【问题解惑】 对出错可能性大的问题进行分析，一方面预防出错，另一方面当出现错误时可

以尽快找到解决方法 

环节 7：【方法探析】 让大学生进一步理解概念、熟悉公式和方法，有效提高大学生解题能力和考试

能力，针对性地探析解题方法和过程 

环节 8：【自主训练】 分类设置必要的练习题，让大学生动手练习，验证知识是否熟练掌握、方法是

否灵活运用 

环节 9：【应用求解】 
（1）日常应用 
（2）经济应用 
（3）电类应用 
（4）机类应用 

学习数学知识主要目的是应用，运用所学知识解决生活、工作中的实际问题．这

里设置了日常应用、经济应用、电类应用和机类应用 4 个类典型应用问题，其

中日常应用为必学内容，其他 3 类根据教学需要进行选择讲解即可，同时也为

大学生了解其他相关专业的应用需求提供方便，让大学生在跨学科的学习中体

验数学的广泛应用和价值，有利于拓展大学生的知识面  

环节 10：【应用拓展】 设置必要的实际应用问题，让大学生自行求解 

环节 11：【模块小结】 对本模块关键知识和常用方法进行小结，部分方法绘制了思维导图 

环节 12：【模块考核】 每个模块设置一个考核环节，检查知识掌握情况和训练实际问题的解决能力 
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 模块 1  函数及其应用  

在研究事物内部、事物与事物各因素之间的关系时，我们通常通过对客观事物的分析，

建立各因素之间的关系式，这种关系式可以充分揭示各因素之间的数量关系，也是我们揭

示事物发展规律、对事物进行分析和研究的重要基础，这种事物各因素之间的关系即可应

用函数进行描述．1837 年，德国数学家狄利克雷（Dirichlet，1805－1859）提出的函数定

义，使函数关系更加明确．函数是微积分学的主要研究对象，它能准确地刻画各事物或各

因素之间数量上的依赖关系． 

 教学导航 

教学目标 

（1）理解函数的概念，会求函数的定义域及函数值，会绘制简单分段函数的图象 

（2）掌握函数的基本性质，会判断函数的单调性、奇偶性、有界性和周期性 

（3）掌握基本初等函数的图象和主要性质 

（4）理解复合函数的概念，掌握复合函数的复合过程，能熟练地进行复合函数的分解 

（5）理解初等函数的概念 

（6）掌握常用函数的典型应用，能根据一些实际问题建立函数 

教学重点 集合与函数的概念、求函数的定义域、分段函数、复合函数 

教学难点 分段函数、复合函数 

 价值引导 

各类函数图象，有的是直线、有的是折线、有的是双曲线、有的是抛物线等．如同

函数图象一样，人生的道路也不是一帆风顺的，有时崎岖，有时平坦，有时低潮绵延，

有时高潮跌起，新时代的大学生应始终坚持积极向上的人生态度，去经受成功与失败的

考验． 

分段函数表现的是一种量变到质变的过程，体现了量变与质变的辩证关系．在生活与

工作中，大学生要学会关注细节的变化，培养辩证的思维方法和科学的理性思维． 

函数的连续性说的是当自变量变化很小时，因变量的变化也很小．学习上、工作中，

我们也应循序渐进，不能急于求成，像气温的变化、植物的生长、知识的积累都应该遵循

其自身规律，妄图寻求捷径的想法只能事与愿违，函数的连续性也印证了这一道理，例如，

拔苗助长的故事就是违反事物发展的客观规律、急于求成的负面事例． 
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 引例导入 

【引导实例 1-1】计算网上购书金额 

【引例描述】 

张珊同学上京东商城购买了 1 本图书《社交礼仪》，该书原价为 29.8 元，购书优惠为 7 

折，即购一本图书实际价格为 20.86，如果购买 x 本该书，计算应付的金额． 

【引例求解】 

根据问题描述可知： 

购买 1 本书，应付金额为 1×29.8×0.7=1×20.86， 

购买 2 本书，应付金额为 2×20.86， 

购买 3 本书，应付金额为 3×20.86， 

由此可以推断购买 x 本书，应付金额为 x×20.86． 

即在集合 N={0，1，2，3，…}中任取一个值，按照乘 20.86 的法则，在集合 M={0，

20. 86，41.72，62.58，…}中有唯一的一个值与之对应． 

如果用 x 表示 N 中的任意一个值，用 y 表示 M 中相对应的值，那么 y=20.86x，反映了

实际问题中购买数量 x 和应付金额 y 之间的函数关系． 

【引导实例 1-2】计算正方形的面积 

【引例描述】 

已知正方形的边长为 x，求该正方形的面积 y． 

【引例求解】 

正方形的面积 y 等于其边长的乘积， 

对于边长为 1 的正方形，其面积为 21 =1， 

对于边长为 2 的正方形，其面积为 22 =4， 

对于边长为 3 的正方形，其面积为 23 =9， 

对于边长为 4 的正方形，其面积为 24 =16， 

依次类推，对于边长为 x 的正方形，其面积为 2x ． 

即在集合 L={1，2，3，4，…}中任取一个值，按照其平方的法则，在集合 A={1，4，

9，16，…}中有唯一的一个值与之对应． 

如果用 x 表示 L 中的任意一个值，y 表示 A 中相对应的值，那么 y= 2x 反映了正方形的

边长 x 与正方形面积 y 之间的函数关系． 

 概念认知 

【概念 1-1】常量与变量 

我们首先做一个实验，掷同一铅球数次，铅球的质量和体积在掷球过程中都保持稳定
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的数值，即为常量，而投掷距离、上抛角度、用力大小在不同的掷球过程中会发生变化，

为不同的数值，即为变量． 

【定义 1-1】变量 

在某一过程中始终保持一定数值的量称为常量；在某一过程中可以取不同数值的量

称为变量． 
 
例如，商品的购买数量，教室的长、宽、高等都属于常量；教室的温度、汽车运行的

速度等都属于变量． 
【说明】 

① 常量一般用 a、b、c、…等英文字母表示，变量用 x、y、z、u、t、…等英文字母

表示． 

② 常量为一定值，在数轴上可用定点表示，变量代表该量可能取的任一值，在数轴上

表示一个动点，例如， ( )x a b∈ ， 表示 x 可代表 ( )a b， 中的任一个数．常量可以看作是变量

的一种特例． 

③ 常量与变量是相对而言的，同一量在不同场合下，可能是常量，也可能是变

量，例如，在一天或在一年中观察某小孩的身高，从小范围和大范围而言，重力加速

度可为常量和变量．然而，一旦环境确定了，同一量不能既为常量又为变量，二者必

居其一． 

【概念 1-2】集合 

【定义 1-2】集合 

集合是具有某种特定性质的事物所组成的全体，通常用大写英文字母 A、B、C、…

等来表示，组成集合的各个事物称为该集合的元素，形式为 A={x|x 所具有的特征}． 
 
【说明】以后不特别说明的情况下，考虑的集合均为数集． 

若事物 a 是集合 M 的一个元素，就记 a∈M（读 a 属于 M）；若事物 a 不是集合 M  的一

个元素，就记 a∉M 或 a∈M（读 a 不属于 M）；集合有时也简称为集． 

1．集合的特点 

① 对于一个给定的集合，要具有确定性的特征，即对于任何一个事物或元素，能够判

断它属于或不属于给定的集合，二者必居其一． 

② 对于一个给定的集合，同一个元素在同一个集合里不能重复出现，完全相同的元素，

不论数量多少，在一个集合里只算作一个元素． 

③ 若一集合只有有限个元素，就称为有限集；否则称为无限集． 

2．集合的基本关系 

（1）子集 

若集合 A 的元素都是集合 B 的元素，即若有 x A∈ ，必有 x B∈ ，就称 A 为 B 的子集，

记为 A B⊂ 或 B A⊃ (读 B 包含 A)． 

显然： ⊂ ⊂ ⊂N Z Q R ． 
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（2）等集 

若 A B⊂ ，同时 B A⊂ ，就称 A、B 相等，记为 A=B． 

（3）空集 

不含任何元素的集合称为空集，记为φ ，例如，{ 2| 1 0x x x+ = ∈ R， }=φ ，{ : 2 1xx = − }=

φ ，空集是任何集合的子集，即 Aφ ⊂ ． 

3．集合的表示方法 

表示集合的方法，常见的有列举法和描述法两种． 

（1）列举法 

按任意顺序列出集合的所有元素，并用花括号“{ }”括起来，这种方法称为列举法． 

例如，引导实例 1-2 中的正方形边长的集合表示为 L={x|x=1，2，3，4，…}，全体自

然数的集合表示为 N={x|x=1，2，3，4，…}． 

（2）描述法 

设 P(a)为某个与 a 有关的条件或法则，把满足 P(a)的所有元素 a 构成的集合 A 表示为 

A={ a| P(a) }，这种方法称为描述法．例如，全体实数构成的集合表示为 R={x|−∞ <x<+ ∞ }． 

【验证实例 1-1】求不等式 x−3>2 的解构成的集合 

解：由不等式 x−3>2 的解构成的集合 A 可表示为 A={x|x>5}． 

【验证实例 1-2】求抛物线 y= 2x +5 上的点(x，y)构成的集合 

解：由抛物线 y= 2x +5 上的点(x，y)构成的集合为 B，可表示为 B={(x，y)|y= 2x +5}． 

4．应用区间表示集合 

（1）区间 

区间是介于两个实数之间的全体实数． 

（2）开区间 

对于实数 a 和 b，且 a<b，数集{x|a<x<b}称为开区间，记作(a，b)，即(a，b)={x| 

a<x<b}．a 和 b 称为开区间(a，b)的端点，这里 a∉(a，b)，b∉(a，b)． 

（3）闭区间 

对于实数  a 和  b，且 a<b，数集{x|a x b≤ ≤ }称为闭区间，记作[a，b]，即[a，b]= 

{x|a x b≤ ≤ }．a 和 b 称为闭区间[a ，b]的端点，这里 a∈[a，b]，b∈[a，b]． 

（4）半开区间 

类似地可以说明[a，b)={x|a≤ x<b}，(a，b]={x|a<x≤b}，[a，b)和(a，b]都称为半开

区间． 

（5）有限区间 

以上这些区间都称为有限区间，b−a 称为这些区间的长度．从数轴上看，这些有限区

间是长度为有限的线段，闭区间[a，b]与开区间（a，b）在数轴上可以表示出来． 

（6）无限区间 

此外，还有无限区间，引进记号+ ∞ （读作正无穷大）及−∞ （读作负无穷大），则可

类似地表示下面的无限区间： 

[ a，+ ∞ )={ x|a≤ x}，(−∞ ，b )={ x|x<b}． 
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全体实数的集合也可记作（−∞ ，+ ∞ ），它也是无限区间． 

常见的区间类型及其表示方法如表 1-1 所示． 

表 1-1 常见的区间类型及其表示方法 

区间类型 开区间 闭区间 半开区间 无限区间 

范围表示法 (a，b) [a，b] (a，b]、[a，b） ( −∞， +∞ ) 

不等式表示法 a<x<b a≤x≤b a<x≤b、a≤x<b −∞ <x< +∞  

 

5．应用邻域表示集合 

设δ 是任一正数，a 为某一实数，把数集{ x| |x−a|<δ }称为点 a 的δ 邻域，记作 U（a，δ ），

即 U(a，δ )={ x| |x−a|<δ }． 

点 a 称为这个邻域的中心，δ 称为这个邻域的半径，如图 1-1 所示． 

 

图 1-1  邻域的中心与半径 

由于 a−δ <x<a+δ 相当于| x−a |<δ ，因此 U(a，δ )={ x| a−δ <x<a+δ }=( a−δ ，a+δ )． 

因为|x−a|表示点 x 与点 a 间的距离，所以 U(a，δ )表示与点 a 距离小于δ 的一切点 x 的

全体． 

例如，|x−2|<1，即为以点 a=2 为中心，以 1 为半径的邻域，也就是开区间(1，3)． 

有时，用到的邻域需要把邻域中心去掉，点 a 的δ 邻域去掉中心 a 后，称为点 a 的去

心的δ 邻域，记作 U( â ，δ )，即 U( â ，δ )={x|0<|x−a|<δ }，这里 0<|x−a|就表示 x ≠ a． 

【概念 1-3】函数 

在某个变化过程中出现两个变量，通常不是彼此独立地变化，而是其中一个变量的变

化会引起另一个变量随它做相应的变化．其中，一个是主动变化的量，另一个是被动变化

的量．例如，时间的变化，使得温度随之相应地变化，时间是主动变化的量，而温度是被

动变化的量，在温度与时间这两个变量之间存在着对应的关系．实际上，这种对应关系是

由某种对应法则所决定的，这种关系被称为变量之间的函数关系． 

【定义 1-3】函数 

设在某一变化过程中有两个变量 x 和 y，当变量 x 在一个给定的非空数集 D 内任意

取某一个数值时，按照一定的对应法则 f，变量 y 总有唯一确定的数值与之对应，则称为

变量 y 为变量 x 的函数，记作 y=f (x)，x∈D，其中， x 称为自变量，y 称为函数或因变量，

数集 D 称为该函数的定义域． 
 
函数定义的示意图如图 1-2 所示． 
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图 1-2  函数定义的示意图 

函数的本质是对应法则 f，它反映的是变量 x 与 y 之间的一种依存关系，不同的函数对

应法则须使用不同的字母表示，例如，我们考查自变量 x 的两个函数，为了避免混淆，函

数可分别记作 y=u(x)与 y=g(x)． 

（1）单值函数 
在函数定义中，若对每一个 x D∈ ，如果自变量取定值时，对应的函数值 ( )y f x= 是唯

一的，那么这样的函数叫单值函数，例如， cosy x= 是单值函数． 

（2）多值函数 

如果自变量取定值时，对应的函数值 y 有两个或两个以上，那么这样的函数叫多值函

数，例如，
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 是多值函数． 

我们这里所讲的函数是指单值函数，也就是说，对于每一个 x 值只能对应变量 y 的一

个值．以后若没有特别声明，讨论的都是单值函数． 

 知识疏理 

【知识 1-1】函数的三要素 

函数概念反映着自变量和因变量之间的依赖关系，它涉及函数的定义域、对应法则和

值域，函数的定义域、对应法则和值域称为函数的三要素．很明显，只要定义域和对应法

则确定了，值域也就随之确定．因此，定义域和对应法则是确定函数的两个关键要素． 

图 1-3 简明地标注了函数的自变量、因变量、对应法则、定义域、值域等基本要素． 

 

图 1-3  函数的基本要素 

1．对应法则 

符号“f ”表示自变量 x 与函数 y 的某种对应关系，例如， y=f (x)= 25x +3x−1，它的对

应关系“f ”是自变量的平方乘 5 加上自变量的 3 倍减去 1，我们不妨简化为 y=f ( )=5( )2+ 

3( )−1，当 x=3 时，对应的函数值是 f (3)=5× 23 +3× 3−1． 
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同理，当 x=a 时，对应的函数值是 f (a)= 25a +3a−1． 
对于 x 取确定的数值 0x ∈D，依对应法则 f，变量 y 有唯一确定的值 0y 与之对应，称 0y

为函数 y=f (x)在 x= 0x 处的函数值，记作 f ( 0x )或 y|x= 0x . 

2．定义域 

使函数 y=f (x)有意义的自变量 x 的取值范围即集合 D 称为函数 f (x)的定义域． 

函数的定义域通常按以下两种情形来确定： 

① 对有实际背景的函数，根据自变量的实际意义确定． 

【验证实例 1-3】求引导实例 1-1 中函数的定义域 

解：引导实例 1-1 中的购买数量与应付金额的函数关系是 y=20.86x，其定义域为 D=(0，

+ ∞ )． 

② 对于不考虑实际意义，只研究用解析法表示的函数，这时我们规定：函数的定义域

是使函数解析式有意义时自变量所取的实数集合． 

函数的定义域就是自变量所能取的，使算式有意义的一切实数值的全体． 

如果函数由若干部分组合而成，则该函数的定义域为各组成部分定义域的交集． 

函数的定义域一般使用区间或集合表示．应注意，对于实际应用问题，除了要根据解

析式本身来确定自变量的取值范围以外，还要考虑自变量的实际意义． 

3．值域 

如果 x 取数值 0x D∈ ，那么函数 f (x)在 0x 处有定义，与 0x 对应的数值 0y 称为函数 f (x)

在点 0x 处的函数值，记作 0( )f x 或
0

|x xy = ． 

所有函数值组成的集合 { ( ) }M y y f x x D= = ∈， 称为函数 ( )y f x= 的值域，记号为 

M．函数的值域可由定义域和对应法则来确定． 

【验证实例 1-4】求函数
2

1

9
=

−
y

x
的值域 

解：对于函数
2

1

9
y

x
=

−
，由于其分母最大为 3，此时自变量 x 为 0，所以其值域为 

}1

3
 +∞

， ． 

【知识 1-2】函数的表示方法 

函数常见的表示法有三种：解析法、列表法和图形法．其中，解析法较为普遍，它借

助于数学式子来表示对应法则． 

1．解析法 

解析法的表示形式如图 1-4 所示． 

 

图 1-4  函数的解析法的表示形式 
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函数记号 y=f (x)表示将对应法则 f 作用在 x 上，从而将两个变量相联系，它既表明了两

个变量之间的相互依赖关系，又表明了把它作用在 x 上，可以得到唯一的 y 值和 x 对应． 

解析法的优点是便于数学上的分析和计算，本书主要讨论用解析式表示的函数． 

2．列表法 

函数关系也可以采用列表法来表示，例如，银行利率表、一天中各个时间点气温变化

等．列表法的优点是简明、直观，一些科技手册常采用这种方法，科学实验的结果也常用

这种方法表示，科学研究时，通过数据拟合可以得到函数的解析式． 

3．图形法 

函数关系还可采用图形法来表示，例如，天气预报图、心电图等．图形法的优点是直

观、容易比较，其缺点是不便于做精细的理论研究． 

对于给定的非空数集 D 中任一固定的 x 值，依照法则有一个 y 值与之对应，以 x 值为

横坐标，y 值为纵坐标在坐标平面上就确定了一个点．当 x 取遍 D 中的每一数时，便得到

一个点集 {( ) ( ) }C x y y f x x D= = ∈， ， ，我们称之为函数 ( )y f x= 的图形．换言之，当 x 在

非空数集 D 中变动时，点 ( )x y， 的轨迹就是 ( )y f x= 的图形． 

【知识 1-3】函数的性质 

1．函数的单调性 

（1）函数单调性的定义 

设函数 ( )f x 在某区间 I 上有定义，对于 I 上任意两点 1x 及 2x ，当 1 2x x< 时，总有： 

① 1 2( ) ( )f x f x≤ ，就称 ( )f x 在 I 上单调递增，特别当严格不等式 1 2( ) ( )f x f x< 成立时，

就称 ( )f x 在 I 上严格单调递增，其示意图如图 1-5 所示． 

② 1 2( ) ( )f x f x≥ ，就称 ( )f x 在 I 上单调递减，特别当严格不等式 1 2( ) ( )f x f x> 成立时，

就称 ( )f x 在 I 上严格单调递减，其示意图如图 1-6 所示． 

                     

图 1-5  函数的单调递增示意图                图 1-6  函数的单调递减示意图 

（2）函数的单调区间 

例如，函数 2y x= 在 ( 0)−∞， 内单调递减，在 (0 )+ ∞， 内单调递增， ( 0)−∞， 称为函数

的单调递减区间， (0 )+ ∞， 称为函数的单调递增区间，它们

统称为函数 2y x= 的单调区间，如图 1-7 所示． 

例如，
1

y
x

= 在 (0 )+ ∞， 上是严格单调递减函数． 

（3）单调函数特征 

单调递增函数的图形沿着 x 轴的正向而上升，单调递减

函数的图形沿着 x 轴的正向而下降． 

 

图 1-7  函数 2y x= 的图形 
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（4）判断函数单调性的方法 

判断函数单调性的方法一般可用“作差法”或“作商法”． 
① “作差法”．在定义域内任取 1 2x x< ，判断 1 2( ) ( ) 0f x f x− < 或 1 2( ) ( ) 0f x f x− > ． 

② “作商法”．在定义域内任取 1 2x x< ，判断 1 1

2 2

( ) ( )
1 1

( ) ( )

f x f x

f x f x
< >或 ． 

2．函数的奇偶性 

（1）函数奇偶性的定义 
如果函数 ( )f x 对于定义域内的任意 x 都有  

① ( ) ( )f x f x− = 恒成立，就称 ( )f x 为偶函数，偶函数示意图如图 1-8 所示． 

② ( ) ( )f x f x− = − 恒成立，就称 ( )f x 为奇函数，奇函数示意图如图 1-9 所示． 

                  

图 1-8  偶函数示意图                           图 1-9  奇函数示意图 

例如， 2y x= （如图 1-7 所示）、y=cos x 是偶函数；y=x、 siny x= 、 3y x= 、 2ln( 1 )y x x= + +

是奇函数； 2xy = 、 arccosy x= 、 2 3y x x= + ， cos siny x x= + 既不是奇函数，也不是偶函数． 

特别地，函数 0y = 既是奇函数也是偶函数． 

（2）奇函数和偶函数的图形特征 
由定义可知，奇函数的图形关于原点对称，偶函数的图形关于 y 轴对称．这也是证明

一个函数是奇函数还是偶函数必要条件． 

（3）奇函数、偶函数的和与积运算 

可以证明，两个偶函数的和为偶函数； 

两个奇函数的和为奇函数； 

两个偶函数的积为偶函数； 

两个奇函数的积也为偶函数； 

一个奇函数与一个偶函数的积为奇函数． 

3．函数的周期性 

设函数 ( )f x 的定义域为 D ，如果函数 ( )f x 存在一个不为零的常数 l ，使得关系式

( ) ( )f x l f x+ = ，对于定义域 D 内的任何 x 值都成立，则 ( )f x 叫作周期函数， l 称为函数

( )f x 的周期． 

一个以 l 为周期的周期函数，在定义域内每个长度为 l 的区间上，函数图形为相同的形

状，即周期函数在每个周期 ( ( 1) )a kl a k l+ + +， （ a 为任意数， k 为任意常数）上有相同的

形状，其示意图如图 1-10 所示． 
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图 1-10  函数的周期性示意图 

若 l 为 ( )f x 的周期，由定义知 2l、3l、4l、…也都是 ( )f x 的周期，所以周期函数有无

穷多个周期，通常所说的周期是指最小正周期，并且用 T 表示，然而最小正周期未必都存

在．有的周期函数有无穷多个周期，但它没有最小正周期，例如，常数函数 y C= ． 

sin cos tany x y x y x= = =， ， 分别为周期为 2π、2π、π的周期函数，函数 [ ]y x x= − 的

周期为 1，函数 2 2sin cos 1y x x= + ≡ 则没有最小正周期． 

4．函数的有界性 

设函数 ( )y f x= 在区间 I 上有定义，如果存在正数 M，使得对于区间 I 上的任何 x 值，

对应函数值 ( )f x 都满足不等式 ( )f x ≤M，那么称函数 ( )f x

在区间 I 上有界；反之，如果这样的 M 不存在，则称函数 ( )f x

在区间 I 上无界． 

有界函数的图形介于两条平行直线 y M= ± 之间，示意

图如图 1-11 所示．例如， y=arctan x 是有界函数，其图形介

于
π

2
y = ± 两条平行直线之间，而 2logy x= 是一个无界函数． 

【知识 1-4】基本初等函数 

基本初等函数主要包括幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数． 

1．幂函数 

形如 y xμ= （ μ 为常数）的函数称为幂函数，常见的幂函数图形如图 1-12 所示，其定

义域较为复杂，下面做一些简单的讨论： 
① 当 μ 为非负整数时，定义域为 ( )−∞ + ∞， ． 

② 当 μ 为负整数时，定义域为 ( 0) (0 )−∞ + ∞， ， ． 

③ 当 μ 为其他有理数时，要视情况而定． 

例如，
1

3y x= 的定义域为(−∞，+ ∞ )； 
1 3

2 4y x y x= =， 的定义域为[0，+ ∞ )； 
1

2y x
−

= 的定义域为(0，+ ∞ )． 

④ 当 μ 为无理数时，规定其定义域为 (0 )+ ∞， ，其图

形也很复杂，但不论 μ 取何值，图形总过（1，1）点，当 μ>0 时，还过（0，0）点． 

2．指数函数 

形如 ( 0 1)xy a a a a= > ≠是常数，且 ， 的函数称为指数函数，其定义域为 ( )−∞ + ∞， ，

值域为 (0 )+ ∞， ，其图形总在 x 轴上方，且过（0，1）点，其图形如图 1-13 所示． 

 

图 1-11 函数的有界性示意图

 

图 1-12  幂函数图形 
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① 当 1a > 时， xy a= 是单调递增的． 

② 当 0 1a< < 时， xy a= 是单调递减的． 

以后我们会经常遇到这样一个指数函数 exy = ．特别地， xy a= 与 xy a−= 关于 y 轴

对称． 

3．对数函数 

形如 logay x= （a 是常数，且 0a > ， 1a ≠ ）的函数称为对数函数，其定义域为 (0 )+ ∞， ，

值域为( )−∞ + ∞， ．对数函数 logay x= 的图形总在 y 轴右方，且过（1，0）点，如图 1-14 所示． 

                        

图 1-13  指数函数的图形                           图 1-14  对数函数的图形 

① 当 1a > 时， logay x= 单调递增，且在（0，1）上为负， (1 )+ ∞， 上为正． 

② 当 0 a< < 1 时， logay x= 单调递减，且在（0，1）上为正， (1 )+ ∞， 上为负． 

特别地，当 a = e时，函数记为 lny x= ，称为自然对数函数． 

4．三角函数 

三角函数主要有正弦函数、余弦函数、正切函数、余切函数． 

① 正弦函数：y=sin x，正弦函数的图形如图 1-15 所示． 

 

图 1-15  正弦函数的图形 

② 余弦函数：y=cos x，余弦函数的图形如图 1-16 所示． 

 

图 1-16  余弦函数的图形 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



高等数学实例教程 

·12· 

 

③ 正切函数：y=tan x，正切函数的图形如图 1-17 所示． 

④ 余切函数：y=cot x，余切函数的图形如图 1-18 所示． 

                 

图 1-17  正切函数的图形                            图 1-18  余切函数的图形 

正弦函数和余弦函数均为周期为 2π的周期函数，正切函数和余切函数均为周期为 π的

周期函数．正弦函数、正切函数、余切函数都是奇函数，余弦函数为偶函数．另外，还有

两个函数：正割函数
1

sec
cos

y x
x

= = 和余割函数
1

csc
sin

y x
x

= = ． 

三角函数的主要特性如表 1-2 所示． 

表 1-2  三角函数的主要特性 

特性 y=sin x y=cos x tan x cot x 

定义域 x ∈ R  x ∈ R  

x ∈ R 且

π
π

2
x k≠ + ， 

k∈ Z 

x ∈ R 且 πx k≠ ， 

k∈ Z 

值域
 y∈ [ ]1 1− ，  y∈ [ ]1 1− ，  y∈R y∈R 

周期性
 2πT =  2πT =  πT =  πT =  

奇偶性
 

奇函数 偶函数 奇函数 奇函数 

单调递
 

增区间 

π π
2 π 2 π

2 2
k k

 − +  
，  [ ]2 π π 2 πk k− ，  

π π
π π

2 2
k k
 − + 
 

， — 

单调递
 

减区间 

π 3π
2 π 2 π

2 2
k k

 + +  
，  [ ]2 π 2 π πk k +，  — ( )π π πk k +，  

 

5．反三角函数 

反三角函数是三角函数的反函数，它们分别为反正弦函数、反余弦函数、反正切函数、

反余切函数． 

① 反正弦函数：y=arcsin x，x∈[−1，1]，y∈ π π

2 2
 −  

， ． 

② 反余弦函数：y=arccos x，x∈[−1，1]，y∈ [0 π]， ． 

③ 反正切函数：y=arctan x，x∈(−∞，+ ∞ )，y∈ π π

2 2
 −  

， ． 
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④ 反余切函数：y=arccot x，x∈(−∞，+ ∞ )，y∈ [0 π]， ． 

arcsin x 和 arctan x是单调递增的， arccos x 和 arccot x是单调递减的． 

【知识 1-5】复合函数 

在实际问题中，我们经常会遇到由几个较简单的函数组合成较复杂的函数．例如，由

函数 2y u= 和 sinu x= 可以组合成 2siny x= ；又如，由函数 lny u= 和 exu = 可以组合成

lnexy = ，这种组合称为函数的复合． 

【定义 1-4】复合函数 

如果 y 是u 的函数 y=f(u)，而 u 又是 x 的函数 ( )u xϕ= ，并且 ( )xϕ 的函数值的全部或

部分在 ( )f u 的定义域内，那么 y 通过 u 的联系也是 x 的函数．从而得到一个以 x 为自变

量，y 为因变量的函数，这个函数称为由函数 ( )y f u= 及 ( )u xϕ= 复合而成的函数，简称

为复合函数，其中u 叫作中间变量. 
 
记作 

 

例如， 2cosy x= 就是 y=cos u 和 2u x= 复合而成的． 

复合函数也可以由两个以上的函数复合成一个函数．例如， lny u= ， sinu v= 及 v x=

可以复合成函数 lnsiny x= ； 2tan(ln )y x= 就是 y=tan u，u= 2v ，v=ln x 复合成的． 

正确分析复合函数的构成是相当重要的，它在很大程度上决定了以后是否能熟练掌握

微积分的方法和技巧．分解复合函数的方法是将复合函数分解成基本初等函数或基本初等

函数之间（或与常数）的和、差、积、商． 

【知识 1-6】初等函数 

我们把幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数统称为基本初等函数．由

基本初等函数和常数经过有限次四则运算和有限次复合后所得到的，并能用一个解析式子

表示的函数，称为初等函数． 

例如，
1

arccos
2

y
x

=
+

， lne 3 2xy x x= − + ，
2

3 3
tan

2

x
y

+= 等都是初等函数．在本书

中所讨论的函数绝大多数都是初等函数． 

【知识 1-7】分段函数 

由于使用解析式表示的函数不一定总是用一个解析式子表示的，有时在定义域的不同

区间上要用不同的式子来表示对应关系，这种在自变量的不同变化范围中，对应法则用不

同式子来表示的函数，称为分段函数． 

下面列举几个常用的分段函数． 
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1．绝对值函数  

y=|x|=
0

0

x x

x x


− <

， ≥ ，

， ．
 

其定义域 D=( −∞ + ∞， )，值域 M=[0， +∞ ） 

绝对值函数的图形如图 1-19 所示． 

2．符号函数 

1 0

sgn 0 0

1 0

x

y x x

x

− <
= = =
 >

， ，

， ，

， ．

 

其定义域 D=( −∞ + ∞， )，值域 M={−1，0，1}. 

符号函数的图形如图 1-20 所示． 

                   

图 1-19  绝对值函数的图形                图 1-20  符号函数的图形 

3．单位阶跃函数 

( )  1 0

0 0.

t
y u t

t


= =  <

， ≥ ，

，
 

单位阶跃函数是电学中的一个常用函数． 

4．取整函数 

y=[x]，其中[x]表示不超过 x 的最大整数． 

例如， [ ] [ ] [ ]3
0 3 1 π 3 1 1 3.5 4

5
   = = = − = − − = −    

， ， ， ， ，把 x 看作变量，则函数 y=[x]的定

义域 D=( −∞ + ∞， )，值域 M=Z，其图形称为阶梯曲线，如图 1-21 所示．在 x 为整数值处

图形发生跳跃，跃度为 1，该函数称为取整函数． 

 

图 1-21  取整函数的图形 

【知识 1-8】反函数 

对于函数 ( )y f x= ，其定义域为 D ，值域为 M．如果将 y 当作自变量， x 当作因变量
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（函数），则由关系式 ( )y f x= 所确定的函数 ( )x yϕ= 叫作函数 ( )y f x= 的反函数，而 ( )f x 叫

作直接函数．反函数 ( )x yϕ= 的定义域为 M，值域为 D ． 

由于习惯上采用字母 x 表示自变量，而用字母 y 表示函数，因此，往往把函数 ( )x yϕ=
改写成 ( )y xϕ= ．事实上函数 ( )y xϕ= 与 ( )x yϕ= 表示的是同一函数，因为，表示函数关系

的字母 ϕ“ ”没变，仅自变量与因变量的字母变了，这没什么关系．所以说，若 ( )y f x= 的

反函数为 ( )x yϕ= ，那么 ( )y xϕ= 也是 ( )y f x= 的反函数，且后者较常用． 

【验证实例 1-5】求函数 2 3y ax b y x y x= + = =， ， 的反函数 

解：函数 2 3y ax b y x y x= + = =， ， 的反函数分别为： 
1

3y b
x x y x y

a

−= = ± =， ，  

或分别为
1

3x b
y y x y x

a

−= = ± =， ， ． 

若在同一坐标平面上绘制直接函数 ( )y f x= 和反

函数 ( )y xϕ= 的图形，则这两个图形关于直线 y x= 对

称． 

指数函数 xy a= 的反函数，记为 log (ay x a= 为常

数， 0 1)a a> ≠， ，称为对数函数，其定义域为 (0 )+ ∞， . 

由前面反函数的概念知， xy a= 的图形和 logay x=
的图形是关于 y x= 对称的，如图 1-22 所示． 

 问题解惑 

【问题 1-1】如何判断两个函数是否相同？ 

定义域和对应法则是确定函数的两个关键要素，只要两个函数的定义域和对应法则都

相同，那么，这两个函数就相同；如果定义域或对应法则有一个不相同，那么这两个函数

就不相同． 

判断两个函数是否相同，取决于函数的定义域和对应法则两个要素是否相同，如果两

个函数的两个要素都相同，则两个函数表示的是同一个函数． 

例如，函数 f(x)= 2x 与 g(x)=|x|的定义域和对应法则都相同，所以它们是同一函数，只

是表示形式不同而已． 

但函数 y=ln 2x 与 y=2lnx 不是同一函数，尽管对应法则相同，但它们的定义域不同． 

例如，函数 f(x)=
x

x
与 g(x)=1，因为 f(x)的定义域为（−∞ ，0） (0，+ ∞ ），而 g(x)的

定义域为（−∞ ，+ ∞ ），所以 f(x)与 g(x)是不同的函数． 

【问题 1-2】任何两个函数都可以复合成一个函数吗？ 

并非任何两个函数都可以复合成一个函数，例如， arccosy u= 和 22u x= + 就不能复合

 

图 1-22  指数函数与对数函数的图形 
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成一个函数，因为对于 22u x= + 中的任何u 值，都不能使 arccosy u= 有意义． 

再例如， y u= 和 21u x= − − 也不能复合成一个函数． 

【问题 1-3】分段函数是否一定为初等函数？ 

分段函数不一定是初等函数，例如，取整函数不是初等函数，符号函数也不是初等函

数．以下函数是分段函数，但不是初等函数           
1 0

( )
1 0.

x
f x

x


= − <

， ≥ ，

，
 

因为它不可以由基本初等函数经过有限次的四则运算或有限次的复合得到． 

但是以下分段函数 
0

( )
0

x x
f x

x x


= − <

， ≥ ，

，
 

可以表示为 2 2( ) ( )f x x f x u u x= = =，它可以看作是 和 函数复合而成的复合函数，

因此它是初等函数． 

【问题 1-4】单值函数和多值函数都有反函数吗？ 

只有单值函数才具有反函数，即使 ( )y f x= 为单值函数，其反函数却未必是单值函数． 

 方法探析 

【方法 1-1】求函数定义域的方法 

对于由实际问题得到的函数，其定义域应该由问题的具体条件来确定．例如，求圆面

积的函数 S= 2πr 中，自变量 r 是圆的半径，故此函数的定义域就是（0，+ ∞ ）．求销售收入

的函数 R=px，自变量 x 表示销售数，故此函数的定义域是全体自然数． 

若函数只由解析式子给出，而不考虑函数的实际意义，这时函数的定义域就是使式子

有意义的自变量的一切实数值．应注意，对于实际应用问题，除了要根据解析式本身来确

定自变量的取值范围以外，还要考虑变量的实际意义． 

函数的定义域一般使用区间或集合表示，如果函数由若干部分组合而成，则该函数的

定义域为各组成部分定义域的交集． 

求函数定义域时，通常要考虑以下几方面： 

① 分式的分母不为零． 

② 偶次根式中被开方式大于或等于 0． 

③ 对数函数的真数大于零，底数大于 0 且不等于 1． 

④ 正切符号下的式子不等于
π

π
2

k + （ k ∈ Z ）． 

⑤ 余切符号下的式子不等于 πk （ k ∈ Z ）． 

⑥ 反正弦、反余弦符号下的式子的绝对值小于或等于 1． 
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【方法 1-1-1】求函数表达式中包含分母的函数定义域 

【方法实例 1-1】求函数 y=
1

x
的定义域 

解：对于函数 y=
1

x
，由于分母不能为零，即 x≠0，所以其定义域为 D=(−∞，0) (0，

+ ∞ )． 

【方法实例 1-2】求函数 y=
2

3

2

x

x x−
的定义域 

解：要使函数 y=
2

3

2

x

x x−
有意义，由于分母不能为零，必须使 2 2x x− ≠0，即 x≠2 且 

x≠0，所以该函数的定义域为（−∞ ，0） （0，2） （2，+ ∞ ）． 

【方法 1-1-2】求函数表达式中包含偶次根式的函数定义域 

【方法实例 1-3】求函数 y= 29 x− 的定义域 

解：对于函数 y= 29 x− ，由于偶次根式中被开方式不能小于零，即 29 x− ≥0，所以

其定义域为 D=[−3，+3]． 

【方法 1-1-3】求函数表达式中包含分母和偶次根式的函数定义域 

【方法实例 1-4】求函数 y=
2

1

9 − x
的定义域 

解：对于函数 y=
2

1

9 x−
，由于该函数同时要满足分母不为零和偶次根式中被开方式

大于或等于 0，即
2

2

9 0

9 0

x

x

 − ≠


−

，

≥ ，
所以其定义域为（−3，+3）． 

【方法实例 1-5】求函数 y= 24
1

− +
+
xx

x
的定义域 

解：要使函数 y= 24
1

x
x

x
− +

+
有意义，则应同时满足分母不为零和偶次根式中被开方

式大于或等于 0，即必须使
24 0

1 0

x

x

 −


+ ≠

≥ ，
成立，即

2 2

1.

x

x

−
 ≠ −

≤ ≤ ，
 

这两个不等式的公共解为−2≤x≤2 且 x≠−1． 

所以该函数的定义域为[−2，−1) (−1，2]． 

【方法 1-1-4】求函数表达式中包含两条以上规则的函数定义域 

【方法实例 1-6】求函数 y=
( )

2

1 ln( 3)

−
− +

x
x x

的定义域 

解：要使函数 y=
2

( 1) ln( 3)

x

x x

−
− +

有意义，则该函数应同时满足 a. 分式的分母不为零；
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b. 偶次根式中被开方式大于或等于 0；c. 对数的真数大于零， 

即必须使

2 0

1 0

ln( 3) 0

3 0

x

x

x

x

−
 − ≠
 + ≠
 + >

≥ ，

，

，
成立，即

2

1

 2

 3

x

x

x

x


 ≠
 ≠ −
 > −

≥ ，

，

，

，

  

所以该函数的定义域为[2，+ ∞ ）． 

【方法实例 1-7】求函数 y=arcsin
1

5

−x
+

2

1
 

25 − x
的定义域 

解：要使函数 y=arc sin
1

5

x −
+

2

1

25 x−
有意义，则该函数应同时满足 a. 分式的分母

不为零；b. 偶次根式中被开方式大于或等于 0；c. 反正弦符号下的式子的绝对值小于或

等于 1， 

即必须使
2

1
| | 1

5

25 0

x

x

−


 − >

≤，
 成立，即

4 6

5 5

x

x

−
 − < <

≤ ≤ ，

，
也就是−4≤ x<5， 

所以该函数的定义域为 D=[−4，5）． 

【方法 1-2】求函数值的方法 

【方法 1-2-1】将常量值直接代入函数表达式 

【方法实例 1-8】已知 f (x)=
1

5

+
+

x
x

，求 f (3). 

解：因为 f (x)=
1

5

x

x

+
+

，所以 f (3)=
3 1 1

3 5 2

+ =
+

. 

【方法 1-2-2】将包含变量的表达式替换函数表达式中的变量 

【方法实例 1-9】已知 f(x)=
1

5

+
+

x
x

，求 f 
1 

 
 x

. 

解：因为 f (x)=
1

5

x

x

+
+

，所以 f
1

x
 
 
 

=

1
1 1

1 5 15

xx
x

x

+ +=
++

． 

【方法实例 1-10】已知 f(x)= 2x ， ( ) lgφ x x= ，求 ( )( )f φ x ， ( )( )φ f x ， ( )( )f f x ， ( )( )φ φ x  

解：因为 f (x)= 2x ， ( ) lgφ x x= ， 

所以 ( ( ))f xϕ = 2lg )x（ = 2lg x ， 

( ( ))f xϕ = 2lg x ， 

( ( ))f f x = 2 2( )x = 4x ， 

( ( ))xϕ ϕ =lg(lgx)．  
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【方法 1-2-3】先凑因式，然后替换自变量表达式 

【方法实例 1-11】已知 f(x+1)= 2x +3x+5，求 f(x)和 f(x−1) 

解：因为 f (x+1)= 2x +3x+5= 21x +（ ）+(x+1)+3，所以 f (x)= 2x +x+3， 

F (x−1)= 2( 1)x − +(x−1)+3= 2x −2x+1+x−1+3= 2x −x+3． 

【方法 1-3】将基本初等函数组合为复合函数的方法 

在实际问题中，经常将几个较简单的函数组合成较复杂的函数，设 y 是 u 的函数，

y=f (u)，而  u 又是  x 的函数，u= ( )xϕ ，将  u= ( )xϕ 代入  y=f (u)，即为所求的复合函数 

y=f ( ( )xϕ ). 

【方法实例 1-12】将以下基本初等函数组合为复合函数： 3 siny u u x= =，  

解： 3 siny u u x= =， 组合为复合函数 3siny x= ． 

【方法实例 1-13】将以下基本初等函数组合为复合函数：
1

ln 3vy u u v
x

= = =， ，  

解：
1

ln 3vy u u v
x

= = =， ， 组合为复合函数
1

ln 3xy = ． 

【方法 1-4】分解复合函数为基本初等函数的方法 

在实际问题中，有时也需要将复合函数分解为基本初等函数，分解复合函数的方法是

将复合函数分解成基本初等函数或基本初等函数之间（或与常数）的和、差、积、商． 

【方法实例 1-14】将复合函数 sin 2xy = 分解为基本初等函数 

解： sin 2xy = 是由 sin 2xy u u= =， 复合而成的． 

【方法实例 1-15】将复合函数 ln cos3y x= 分解为基本初等函数 

解： ln cos3y x= 是由 ln cos 3y u u v v x= = =， ， 复合而成的． 

【方法实例 1-16】将复合函数 2cos (3 1)y x= + 分解为基本初等函数 

解： 2cos (3 1)y x= + 是由 2 cos 3 1y u u v v x= = = +， ， 复合而成的． 

【方法实例 1-17】将复合函数 ln 1 2xy a += 分解为基本初等函数 

解： ln 1 2xy a += 是由 ln 1 2uy a u v v t t x= = = = +， ， ， 复合而成的． 

【方法 1-5】求反函数的方法 

求函数 y=f(x)的反函数的方法如下： 

a. 从 y=f(x)中解出 x= 1(f − y)； 

b. 将 x 和 y 交换，得到反函数 y= 1(f x− ). 

【方法实例 1-18】求函数 y=3x−5 的反函数 

解：函数 y=3x−5 的反函数 y=
5

3

x +
． 
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【方法实例 1-19】求函数 y=
ax b

cx d

+
+

（bc−ad≠0）的反函数 

解：函数 y=
ax b

cx d

+
+

的反函数 y=
b dx

cx a

−
−

． 

 自主训练 

本模块的自主训练题包括基本训练和提升训练两个层次，未标注*的为基本训练题，标

注*的为提升训练题． 

【训练实例 1-1】求下列函数的定义域 

（1）y= 5 x−                   （2）
1

1

x
y

x

+=
−

 

（3） 2 1
4

1
y x

x
= − +

−
            （4） 2 ln(1 )y x x= + + −   

*（5）
tan

x
y

x
=  

【提示】：a. 分式的分母不为零；b. 正切符号下的式子不等于 k π +
π

2
（k∈Z）． 

*（6）
1

lg
1

x
y

x

−=
+

 

【提示】：a. 分式的分母不为零；b. 偶次根式中被开方式大于或等于 0；c. 对数的真数

大于零． 

*（7） arc sin 5y x=  

【提示】：a. 偶次根式中被开方式大于或等于 0；b. 反正弦符号下的式子的绝对值小于

或等于 1． 

*（8）
1

sin
ln(2 )

y x
x

= +
+

 

【提示】：a. 分式的分母不为零；b. 偶次根式中被开方式大于或等于 0；c. 对数的真数

大于零. 

【训练实例 1-2】判断下列函数的奇偶性 

（1） 2( ) 2 5cosf x x x= −  （2） ( ) sin cosf x x x= −  

*（3）
1

( ) cosf x x
x

=          *（4） 2( ) ln( 1)f x x x= − +  

【训练实例 1-3】指出下列函数的复合过程 

（1） 3 2 1y x= −  （2） e xy −=  

（3） 2cos (2 1)y x= +  *（4） 2arccos(1 )y x= −  

*（5） lntan3y x=            *（6） 4lnlnlny x=  
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【训练实例 1-4】写出下列函数的复合函数 

（1） 2 1
sin

2

x
y u u v v

+= = =， ，  （2） 2sin ,y u u x= =  

*（3）
2

2 1

x

x
y =

+
          *（4） 1

2

1 log ( 2)y x= + +  

【训练实例 1-5】求下列函数的反函数 

（1） 3 2 1y x= −  （2）
1

1

x
y

x

−=
+

 

 应用求解 

【日常应用】 

【应用实例 1-1】使用函数解析式表示自由落体运动方程 

【实例描述】 

在自由落体运动中，物体下落的距离 s 随下落时间 t 的变化而变化，使用函数关系式

描述下落距离 s 与时间 t 之间的依赖关系． 

【实例求解】 

在物体的自由落体运动中，从开始下落时算起，经过的时间设为 t，在这段时间内物

体的下落距离为 s，如果不计空气阻力，那么 s 与 t 之间的依赖关系可以使用以下函数关

系式表示： 

s= 21

2
gt （其中 g 为重力加速度，是一个常量）， 

该函数的定义域为 D=[0，+ ∞ )． 

如果物体在 t=0 时从高度为 0h 处自由落下，时间 t 的范围为 0 至 02h

g
，其定义域为[0，

02h

g
]，值域 M=[0， 0h ]． 

【经济应用】 

【应用实例 1-2】使用函数解析式描述常见的经济函数 

【实例描述】 

经济活动中往往会涉及许多经济量，这些量之间存在着各种相关的关系，这些关系用

数学模型进行描述，就形成了各种经济函数． 
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（1）使用函数解析式描述需求函数与供给函数 
假设某商品的供给函数和需求函数分别是 d 25 10Q p= − 和 s 200 5Q p= − ，求该商品的

市场均衡价格和市场均衡数量． 

（2）使用函数解析式描述成本函数、收入函数与利润函数 

美的电器公司生产一种新产品，根据市场调查得出需求函数为  

( ) 900 45000Q p p= − + ． 

该公司生产该产品的固定成本是 270000 元，而单位的可变成本是 10 元，为获得最大

利润，出厂价格应为多少？ 

【实例求解】 

1．需求函数与供给函数 

（1）需求函数 

市场上消费者对某种商品的需求量除了与该商品的价格有关外，还与消费者的收入、

待用商品的价格、消费者的人数等有关．现在我们只考虑商品的需求量与价格的关系，而

将其他各种量看作常量，这样，商品的需求量 Q 就是价格 P 的函数，称为需求函数，记作

( )Q Q p= ． 

一般来说，当商品的价格增加时，商品的需求量将会减少，因此，通常需求函数是单

调递减函数． 

常见的需求函数有线性需求函数、二次曲线需求函数、指数需求函数． 
① 线性需求函数： ( 0 0Q a bp a b a b= − > >， ； ， 都是常数）． 

② 二次曲线需求函数： 2 ( 0 0 0Q a bp cp a b c a b c= − − > > >， ， ； ， ， 都是常数）． 

③ 指数需求函数： e ( 0 0bpQ a a b a b−= > >， ； ， 都是常数）． 

（2）供给函数 

市场上影响供给量的主要因素也是商品的价格，因此，商品的供给量 Q 也是价格的函

数，称为供给函数，记作 ( )Q pϕ= ． 

一般地，商品的供给量随价格的上升而增加，随价格的下降而减少，因此，供给函数

是单调递增函数． 

常见的供给函数有： 
( 0 0Q ap b a b a b= − > >， ； ， 都是常数）； 

( 0 0 0 )
ap b

Q a b m an bm
mP n

+= > > > >
+

， ， ， ． 

（3）市场均衡 
对一种商品而言，如果需求量等于供给量，则这种商品就达到了市场均衡．假设 d sQ Q，

分别表示需求函数和供给函数，以线性需求函数和线性供给函数为例，令 d sQ Q= ， 

即 a bp cp d− = − ，得 0
a d

p p
b c

+= =
+

． 

这个价格 0p 称为该商品的市场均衡价格，而 d s 0Q Q Q= = 称为该商品的市场均衡

数量．  

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



模块 1  函数及其应用 

·23· 

 

（4）求解给定条件下的市场均衡价格和市场均衡数量 
由均衡条件 d sQ Q= ，得 25 10 200 5 30 210 7p p p p− = − = =，　 ， ， 

从而 0 25 10 165Q p= − = ， 

即市场均衡价格为 7，市场均衡数量为 165． 

2．成本函数、收入函数与利润函数 

（1）成本函数 

产品成本是指以货币形式表现的企业生产和销售产品的全部费用支出，产品成本可

分为固定成本和可变成本两部分．成本函数表示费用总额与产量（或销售量）之间的相

与关系，固定成本（常用 1C 表示）是尚未生产产品时的支出，在一定限度内是不随产量

变动的费用．例如，厂房费用、机器折旧费用、一般管理费用、管理人员工资等．可变

成本（常用 2C 表示）是随产品变动而变动的费用，例如，原材料、燃料和动力费用、生

产工人的工资等． 

以 x 表示产量，C 表示总成本，则 C 与 x 之间的函数关系称为总成本函数，记作 

1 2( ) 0.C C x C C x= = + ， ≥  

平均成本是平均每个单位产品的成本，平均成本记作
( )

( ) ( 0)
C x

C x x
x

= > ． 

（2）收入函数 

销售某产品的收入 R 等于产品的单位价格 p 与销售量 x 的乘积，即 R px= ，称其为收

入函数． 

（3）利润函数 

销售利润 L 等于收入 R 减去成本 C，即 L R C= − ，称为利润函数． 

（4）盈亏平衡 

当 0L R C= − > 时，生产者盈利； 

当 0L R C= − < 时，生产者亏本； 

当 0L R C= − = 时，生产者盈亏平衡，使 0( ) 0L x x= 的点 称为盈亏平衡点，也称为保

本点． 

（5）在要求利润最大化前提下求产品的出厂价格 

以 Q 表示产量，C 表示成本，p 表示价格，则有 ( ) 10 270000C Q Q= + ， 

而需求函数为 ( ) 900 45000Q p p= − + ， 

代入得 ( ) 9000 720000C p p= − + ， 

收入函数为 2( ) ( 900 45000) 900 45000R p pQ p p p p= = − + = − + ， 

利润函数为 2( ) ( ) ( ) ( 900 45000 ) ( 9000 720000)L P R p C p p p p= − = − + − − +  

= 2900( 30) 90000p− − + ． 

由于利润函数是一个二次函数，容易求得：当价格 p=30 元时，利润 L=90000 元为最

大利润，在此价格下，可望销售量为 Q=−900×30+45000=18000（单位）． 
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【应用实例 1-3】建立酒店总利润与房间定价之间的函数关系 

【实例描述】 

新天地酒店有 200 间客房，如果每间客房定价不超过 180 元，则可以全部出租．若每

间定价高出 10 元，则会少出租 4 间．设房间出租后的服务费成本为 50 元/间，试建立酒店

总利润与房间定价之间的函数关系． 

【实例求解】 

设酒店每间客房定价为 x 元，酒店总利润为 y 元． 

① 若 x≤180 元，则可出租 200 间，每间利润为 x−50，酒店总利润为 200(x−50)元． 

② 若 x>180 元，则每高出 10 元，房间少出租 4 间，实际出租了
4( 180)

200
10

x − −  
间，

每间利润为 x−50，总利润为(x−50)
4( 180)

200
10

x − −  
． 

所以，酒店总利润与房间定价之间的函数关系为 

y=

200 50)   0 180

2( 180)
( 50) 200 180 680.

5

x x

x
x x

−


−  − − <   

（ ， ≤ ≤ ，

， ≤
 

【电类应用】 

【应用实例 1-4】使用函数描述电路中电流 I 与电阻 R 之间的关系 

【实例描述】 

对于如图 1-23 所示的简单照明电路，电压 U 保持不变，通常为 220V，使用函数关系

式描述电流 I 与电阻 R 之间的关系． 

 

图 1-23  简单照明电路示意图 

【实例求解】 

由电学中的欧姆定律可知，在同一电路中，导体中的电流跟导体两端的电压成正比，

跟导体的电阻成反比． 

根据欧姆定律可得描述电流 I 与电阻 R 之间关系的表达式为
U

I
R

= ． 
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公式中的 I 表示电流，其单位是安培（A），U 表示电压，单位是伏特（V），R 表示电

阻，单位是欧姆（Ω）． 

如果照明电路的电压为 220V，则电路中用电器的电阻 R 越大，电路的电流 I 越小． 

【机类应用】 

【应用实例 1-5】使用函数解析式描述曲柄连杆机构中滑块的运动规律 

【实例描述】 

油泵的曲柄连杆机构示意图如图 1-24 所示，图中 AB 为曲柄，BC 为连杆，曲柄为主动

轮，曲柄 AB 转动时，连杆 BC 带动滑块做往复直线运动，即将圆周运动转化为直线运动．设

曲柄长度为 r，其转动的角速度为ω ，连杆长度为 l，求滑块的运动规律，其中 r、ω 、l 均

为常数． 

【实例求解】 

图 1-24 所示的曲柄连杆机构示意图使用三角形表示如图 1-25 所示，从 B 点作垂直

线，该垂直线与边 AC 相交于 D 点，在该三角形中，AB=r，BC=l，由于曲柄角速度为ω ，

所以∠BAD= tω ． 

                     

图 1-24  曲柄连杆机构示意图                    图 1-25  曲柄连杆机构构成的三角形 

由此可计算出 AD=rcos tω ，BD=rsin tω ． 

在直角三角形 BDC 中，DC= 2 2 2sinl r tω−  

所以，滑块的运动规律描述如下： 

a. 一般情况下，AC=AD+DC==rcos tω + 2 2 2sinl r tω− ； 

b. 特殊情况下，当曲柄 AB 与连杆 BC 拉直重合时，AC=AB+BC=r+l，当曲柄 AB 与连

杆 BC 重叠重合时，AC=BC−AB=l−r． 

 应用拓展 

【应用实例 1-6】建立鱼缸制作总费用与其底面边长的函数关系式 

【应用实例 1-7】建立商品总费用与进货批量之间的函数关系式 

【应用实例 1-8】建立闭合电路中电功率与电阻之间的函数关系式 

【应用实例 1-9】建立导杆机构运动规律的函数关系式 

扫描二维码，浏览电子活页 1-1，完成本模块拓展应用题的求解． 

电子活页 1-1 

 

电子
工业
出版
社版
权所
有 

盗版
必究
 



高等数学实例教程 

·26· 

 

 模块小结 

1．基本知识 

（1）函数概念 

设有两个变量 x 和 y，当变量 x 在一个给定的非空数集 D 内任意取某一个数值时，按

照一定的对应法则 f，变量 y 总有唯一确定的数值与之对应，则称为变量 y 为变量 x 的函数，

记作 y=f (x)，x∈D． 

（2）函数的定义域 

使函数 y=f (x)有意义的自变量 x 的取值范围，即集合 D． 

（3）函数值 
与自变量 0x 对应的函数值 0y 称为函数 f(x)在点 0x 处的函数值，记作 0( )f x 或

0
|x xy = ． 

（4）函数的三要素 

指函数的定义域、对应法则、值域． 

（5）函数的基本性质 

单调性、奇偶性、周期性和有界性． 

（6）复合函数 

由两个或两个以上的函数通过中间变量复合而成的函数． 

（7）基本初等函数 

主要包括幂函数、指数函数、对数函数、三角函数和反三角函数． 

（8）初等函数 

由基本初等函数经过有限次的四则运算及有限次的复合而成的函数，一般用一个解析

式表示． 

（9）分段函数 

两个变量之间的函数关系要用两个或多于两个的数学式子来表示． 

（10）常用经济函数 

主要包括需求函数、供给函数、成本函数、收入函数、利润函数等． 

2．基本方法 

求函数定义域的基本方法如下． 

第 1 步：识别函数中的基本元素—自变量（通常表示为 x），其他数学元素，例如，

常数、指数、对数、三角函数等． 

第 2 步：分析函数中的限制条件． 

分析函数中的限制条件的思维导图如图 1-26 所示． 

① 一看是否有“分式”，如果有分式，根据“分式的分母不为零”的规则写出不等式． 

② 二看是否有“偶次根式”，如果有偶次根式，根据“偶次根式中被开方式大于或等

于零”的规则写出不等式． 

③ 三看是否有“对数函数”，如果有对数函数，根据“对数函数的真数大于零，底数

大于零且不等于 1”的规则写出不等式． 

④ 四看是否有“正切函数”，如果有正切函数，根据“正切符号下的式子不等于 k π + 
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π

2
（k∈Z）”的规则写出不等式． 

⑤ 五看是否有“余切函数”，如果有余切函数，根据“余切符号下的式子不等于 k π

（k∈Z）”的规则写出不等式． 

⑥ 六看是否有“反正弦函数”或“反余弦函数”，如果有“反正弦函数”或“反余

弦函数”，根据“反正弦、反余弦符号下的式子的绝对值小于或等于 1”的规则写出不

等式． 

对于复合函数，需要分析各部分的限制条件． 

 

图 1-26  分析函数中的限制条件的思维导图 

第 3 步：联立不等式并求解不等式或不等式组． 

根据相应的限制条件，列出不等式或不等式组；解这些不等式或不等式组，得到 x 的

取值范围． 

第 4 步：确定定义域． 

将解出的 x 的取值范围转化为定义域的形式． 

如果定义域是离散的，则须要明确列出所有可能的 x 值． 

如果定义域是连续的，则使用区间方式表示函数定义域． 

第 5 步：检查定义域． 

将定义域中的元素代入原函数，确保函数有意义．如果有必要，则可以使用图形进

行验证． 

注意，对于分段函数，需要分别求出每一段的定义域，然后取并集． 

【验证实例 1-6】求函数 f(x)=
1

1−x
的定义域． 

① 识别函数中的基本元素：自变量 x，常数 1，根式 1x − ． 

② 分析函数中的限制条件：由于是分母为根式的函数，须要满足两个条件：分母不为 

0（但这里显然不会为 0），被开方数为非负数． 

③ 解不等式：x−1＞0． 
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④ 确定定义域：解不等式得 x＞1，所以定义域为(1，+ ∞ )． 

⑤ 检查定义域：将 x＞1 代入原函数，函数有意义． 

 模块考核 

扫描二维码，浏览电子活页 1-2，完成本模块的在线考核． 

扫描二维码，浏览电子活页 1-3，查看本模块考核试题的答案． 

          
 

电子活页 1-2 

 

电子活页 1-3
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