
 
 
 

第 3 章 
 

变分自编码器 
 
 
 

在本章中，我们将介绍一种具有隐变量的生成模型——变分自编码器（Variational 

Autoencoder, VAE）。VAE 作为一种深度生成模型，其核心在于引入了隐变量的概念，使模型

能够学习并捕捉到数据背后的潜在表示。与传统自编码器（Autoencoder，AE）相比，VAE 不

仅致力于数据的重构，更侧重于通过编码过程将数据映射到低维隐空间，并通过解码过程重

构原始数据。VAE 的优化过程确保了隐空间表示的连续性和完整性，具有重要的理论和应用

价值。 

本章的结构安排如下：首先，我们将复习一些与 VAE 相关的概率统计及机器学习知识，

涵盖 MLE、隐变量模型、最大期望算法、AE 等内容。随后，我们将系统地阐述经典 VAE 的

组成架构及其训练算法。由于 VAE 的提出时间较早，相关文献已经非常丰富。因此，本章将

聚焦于经典 VAE 及一些著名的变体模型。最后，为了帮助读者更深入地理解 VAE 的实现步

骤，我们将提供一个训练 VAE 的实例。需要注意的是，在本章中，如无特别说明，随机变量/

向量均假设为连续型。 

3.1  预备知识 

3.1.1  AE 

在介绍 VAE 之前，我们先来回顾一下 AE。AE 是一种无监督学习的神经网络模型，它通

过编码器和解码器的组合，将原始数据映射到潜在空间表示，并尝试从该表示中重建原始数

据。AE 通过限制信息在编码器和解码器之间的流动，迫使模型学习到原始数据的有效压缩表

示（或称为编码特征）。这种表示通常具有比原始数据更低的维度或更稀疏的特性，但保留了

足够的信息以重建原始数据。 

如图 3-1 所示，AE 的结构分为编码器和解码器两部分。编码器负责将原始数据 Dx
映射到一个潜在空间的特征表示 Mz 。数学上，编码器可以表示为映射函数 : D Mf   ，

使 ( )fz x 。解码器负责将潜在空间的特征表示 Mz 映射回原始空间 ˆ Dx ，以重建原始

数据。数学上，解码器可以表示为映射函数 : M Dg   ，使 ˆ ( )gx z 。我们一般令M D ，
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或者对特征表示 Mz 加上稀疏性的限制，以使编码器能够学到有意义的原始数据的特征

表示。 

 

图 3-1  AE 结构示意图 

编码器和解码器可以用神经网络进行建模。假设编码器的可学习参数为φ，则编码器可

以记为 ( ; )f x φ 。类似地，假设解码器的可学习参数为θ ，则解码器可以记为 ( ; )g x θ 。AE 的

学习目标是最小化重构误差（Reconstruction Error）： 

 2
~ ( ) 2, ( ( ; );( )) p gE f   ‖ ‖X xφ θ X X φ θ  （3-1） 

式中，数据分布记为 ( )p x ；X 为服从 ( )p x 的随机样本。若从 ( )p x 中采样得到 X 的 N个观测

样本 1 2 , ,{ , }Nx x x ，则式（3-1）中的期望可以用样本均值来估计。 

我们使用 AE，旨在获取有效的数据表示。训练完成后，通常会去除解码器，仅保留编码

器，因为编码器的输出能够直接作为后续机器学习模型的输入。 

3.1.2  KL 散度 

KL 散度是衡量两个概率分布 ( )p x 和 ( )q x 差异的一种方法。在信息论中，KL 散度被用

来衡量使用基于 ( )q x 的编码，编码来自 ( )p x 的样本所需的额外比特数。在机器学习中，KL

散度常被用作损失函数，特别是在 VAE 等生成模型中。 

对于离散概率分布，KL 散度定义为 

 
( )

KL( ( ) || ( )
(

)) ( ln
)

p
p

q
p q 

x
x xx

x
x  （3-2） 

式中， ( )p x 和 ( )q x 为分布的概率质量函数。 

对于连续概率分布，KL 散度定义为 

 
( )

(KL( ( ) || ( )) d) ln
( )

p
pp

q
q  

xx
x

x x x  （3-3） 

式中， ( )p x 和 ( )q x 为分布的概率密度函数。 

KL 散度具有非负性和不对称性。 
（1）非负性：KL( ( ) || ( )) 0p qx x ≥ ，等号当且仅当 ( ) ( )p qx x 时成立。 

（2）不对称性：KL( ( ) || ( )) KL( ( ) || ( ))p q q px x x x ，即 KL 散度是不对称的。因此，KL

散度实际上并不是一个真正的度量或距离。 
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第 3 章  变分自编码器  27

3.1.3  MLE 

MLE 是统计学领域广泛应用的参数估计方法，其核心在于通过最大化观测数据在特定参

数条件下出现的可能性（似然函数），来估算模型中的未知参数。MLE 基于一个基本假设：

观测数据来自一个已知的概率分布，尽管该分布的具体参数尚未确定。其目标是确定一组参

数，使在这组参数下，观测数据出现的可能性达到最大。简而言之，就是寻找能够最佳解释

观测数据的参数。 
假设 1 2, , , NXX X 是采样自某个连续概率分布的 N 个独立同分布（Independent and 

Identically Distributed，IID）的随机样本，该分布的概率密度函数为 ( )pθ x ，其中θ 为未知的

待估参数。形式上，似然函数 1 2( , ,| , )Nθ X X X 是随机样本 1 2, , , NXX X 在给定参数θ 下的

联合概率密度函数，即 

 1 2
1

( , (, )| , )
N

N i
i

p


 θθ X X X X  （3-4） 

MLE 的目标是找到一组参数 θ̂ ，使 1 2( , ,| , )Nθ X X X 最大化，即 

 1 2( , , , )ˆ arg max | N θθ θ X X X  （3-5） 

由于直接对连乘形式的似然函数求最大化比较困难，因此通常会对似然函数取以 e为底

数的对数，得到对数似然函数，即 

 1 2 1 2
1

, , , ( , , , )( | ) ln | ln ( )
N

N N i
i

l p


   θθ X X X θ X X X X  （3-6） 

一般通过对数似然函数 1 2,( | , ), Nl θ X X X 求导，并令导数等于零，从而求解得到 θ̂ 。 

3.1.4  条件编码 

在条件生成模型中，输入的条件可以是离散的类别标签、一段文本，也可以是一张图像。

然而，这些原始条件往往无法直接输入生成模型，或者生成模型难以直接理解它们。为了使

生成模型能够根据这些条件生成相应的样本，必须对条件进行编码，即将原始条件转换为生

成模型能够理解和处理的表示形式。 

1．独热编码 

独热编码（One-Hot Encoding）是一种将类别标签转换为数值数据的编码方式，通常用于

机器学习和数据挖掘。其核心思想是将每个类别标签表示为一个独特的二进制向量。这个二

进制向量的长度等于类别标签可能取值的个数。而在这个向量中，只有一个位置为 1，其他位

置全部为 0，这就是“独热”名称的由来。 
假设有一个类别标签 y，它的可能取值为红色、绿色、蓝色，这三个颜色的独热编码

如下。 
 红色：[1,0,0]。 

 绿色：[0,1,0]。 

 蓝色：[0,0,1]。 

在这个例子中，每个颜色都被转换为一个长度为 3 的二进制向量。二进制向量的每个位
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 生成式视觉模型原理与实践 28 

置都对应一个颜色，只有代表当前颜色的位置为 1，其他位置全部为 0。 

独热编码在各种机器学习算法中得到了广泛应用，尤其是在需要数值输入的算法中，如

逻辑回归、支持向量机和神经网络。通过将分类数据转换为独热编码，算法能够更有效地处

理这些数据，因为每个类别标签都被表示为一个唯一的数值。然而，独热编码也存在一些局

限性。当类别标签数量较多时，它会导致特征空间变得非常稀疏，从而增加模型的复杂性和

计算成本。在这种情况下，可以考虑使用其他编码方式，如标签嵌入（Label Embedding）。 

2．标签嵌入 

标签嵌入是一种将离散标签（如类别标签）转换为连续向量的方法，广泛应用于自然语

言处理、推荐系统及多标签分类等任务。与独热编码不同，标签嵌入能够将标签映射到低维

的连续向量空间中，可以在处理复杂标签结构时捕捉到标签之间的潜在关系，并为生成模型

和分类模型提供更丰富的语义信息。 
假设标签 y的可能取值有 n个，且构成标签集合 1 2, , , ny y y 。标签嵌入需要学习一个映

射，能够将每个标签 iy 映射到一个 d维的嵌入向量 d
i e 中。这些嵌入向量构成了一个嵌入

矩阵 n dE ，即 

 

1

2

n

 
 
 
 
 
 



e
e

E

e

 （3-7） 

对于标签 iy ，其对应的嵌入向量 ie 为嵌入矩阵 E的第 i行，可记为 [ ,:]iE 。在后续任务中，

只需用嵌入向量 ie 来表示标签 iy 。 

通常，需要通过优化某种损失函数来学习嵌入矩阵 E。在多标签分类问题中，常见的做

法是最小化以下损失函数： 

 
( , )

( ) ( ( ; ), )
Dy

l f y


 
x

E x E  （3-8） 

式中，D为训练数据集； x为输入特征； y为 x的分类标签； ( ; )f x E 为通过模型（如神经网

络）预测类别标签； ,( )l   为某个损失函数（如交叉熵损失函数）。 

3．文本嵌入 

当条件是文本时，文本嵌入（Text Embedding）能够将离散的文本转换为一个实数向量，

从而使生成模型更容易理解和处理输入的条件。常见的文本嵌入主要包括词嵌入（Word 

Embedding）和句子嵌入（Sentence Embedding）两种。 

词嵌入将文本中的每个单词都映射为一个嵌入向量，通常通过词嵌入矩阵（如 Word2Vec、

GloVe 等）来实现。句子嵌入则将一整段文本（如一个句子或段落）整体映射为一个固定维度

的实数向量。常用的方法包括对词嵌入进行平均或加权平均、使用预训练语言模型（如 BERT）

生成句子的向量表示。 

4．图像嵌入 

当条件是图像时，可以利用图像嵌入（Image Embedding）将给定的图像转换为一个低维

向量表示，以便生成模型处理和理解。常用的方法是通过预训练的卷积神经网络（如 ResNet、
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第 3 章  变分自编码器  29

VGG 等）来提取图像的特征向量。 

假设 I 为给定的图像，可以将 I 输入一个预训练的卷积神经网络，经过多层卷积和池化

操作，得到一个特征向量 ( )f I ，即 

 ( ) CNN( )f I I  （3-9） 

特征向量 ( )f I 可以作为 I 的替代输入生成模型，用于指导生成过程。 

5．组合嵌入 

在许多情况下，条件可能不仅仅是一种数据，而是多种数据的组合（如文本+标签、图像+

文本）。在这种情况下，可以使用组合嵌入（Combined Embedding），将各个条件的嵌入向量

进行组合，常用的方法有向量拼接和线性变换。 

假设有两个输入条件，分别为标签和文本。标签可通过标签嵌入转换为嵌入向量 e，而

文本则可通过文本嵌入转换为嵌入向量 s。向量拼接就是将这两个嵌入向量直接拼接为一个

更大的向量作为条件，即 

 [ , ]c e s  （3-10） 

另一种方法是对每个嵌入向量都应用一个线性变换，再组合，即 

 1 2 c W e W s  （3-11） 

式中， 1W 和 2W 为两个线性变换矩阵。 

3.1.5  马尔可夫链 

马尔可夫链（Markov Chain）是一种数学模型，其描述了一个系统在不同状态之间的随

机转移过程。它的特点是系统的未来状态只依赖当前状态，而与历史状态无关，这种特性被

称为马尔可夫性质（Markov Property）。 
设 

0t t
X

≥
是一个离散时间随机过程， tX 表示 t时刻系统的状态。若对于任意时刻 t和任

意状态 10 1, , , tx x x  都满足以下条件： 

 1 1 11 0 0 1 1Pr( , , , ) Pr )| ( |t t tt t t t tt tx X x X x x xX X xX X           （3-12） 

则称这个随机过程具有马尔可夫性质，即系统的未来状态 1tX  只依赖当前状态 tX ，而与历史

状态无关。满足马尔可夫性质的随机过程又被称为马尔可夫链。 
对于状态空间中的任意两个状态 ,i j，定义从状态 i转移到状态 j的概率为 

 1Pr( )|ij t tP X j X i    （3-13） 

则 ijP 被称为状态转移概率。如果状态空间的大小 K是有限的，则马尔可夫链的状态转移概

率可以用一个矩阵 K KP 来表示，称为状态转移矩阵（Transition Matrix）。 
马尔可夫链的初始状态 0X 的随机性可由初始分布 0 描述，即 

 0 0( ) Pr( )i X i    （3-14） 

而在 t时刻，系统状态 tX 的随机性则由状态分布 t 描述。状态分布 t 是一个向量，每个元素

都表示该时刻各个状态的概率分布，即 

 ( ) Pr( )t tj X j    （3-15） 
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 生成式视觉模型原理与实践 30 

不同时刻的状态分布可以通过以下递推关系得到 

 1t t   P  （3-16） 

对于某些马尔可夫链，经过足够长的时间后，其状态分布可能会收敛到一个稳态分布

 ，即 

   P  （3-17） 

稳态分布表示在无限长时间后，系统的状态分布不再随时间变化而变化。 

3.1.6  重参数化技巧 

重参数化（Reparameterization）是处理具有如下形式目标函数的一种有效技巧： 

 ~ ( )( ) [ ( )]pL E h
α zZα Z  （3-18） 

式中， Z 为离散型或连续型随机向量； ( )pα z 为含有参数α的概率密度函数或概率质量函数。

若 Z 是连续型随机向量，则 ( )L α 可以写成如下积分形式： 

 ~ ( )( ) [ ( )] ( ) ( )dpL E h h p  αZ αzα Z z zz  （3-19） 

然而，在实际应用中，精确计算式（3-19）中的积分并得出显式表达式通常是不可行的。

因此，常见的做法是利用样本均值来估计该数学期望。首先，从分布 ( )pα z 中采样得到M 个

样本 1 2, , , Mz z z ，然后，基于这些样本计算 ( )h z 的均值，即
1

1
( )

M

j
j

h
M 
 z 。但是，直接从分布

( )pα z 中采样会使样本 jz 丧失参数α的信息（梯度），从而导致梯度下降法无法更新参数α。

重参数化技巧提供了一种变换，使我们可以间接地从分布 ( )pα z 中采样，同时保留参数 α的

梯度。 
具体而言，重参数化技巧假设分布 ( )pα z 中的采样过程可以分为以下两个步骤。 

（1）从一个与参数α无关的D维分布 ( )p ε 中采样，得到一个样本 ε 。 

（2）通过变换 ( )t αz ε 生成 z，其中 ( )t α 是与参数α相关的变换函数。 

那么， ( )L α 可以写成如下形式： 

 ( )~( ) [ ( )( ) ]pL E h t ε ε αα ε  （3-20） 

而对 ( )~ [ ( )( ])pE h tε ε α ε 的估计可以写为 

 ~
1

( )

1
( )( ) [ ( )] ( ( ))

M

p j
j

t h t
M

L E h


  ε ε α αα ε ε  （3-21） 

式中， 1 2, , , Mε ε ε 为从 ( )p ε 中随机采样得到的M 个观测样本。由式（3-21）可以看出，重参

数化技巧将参数α从分布 ( )pα z 转移到变换函数 ( )t α 上，使样本均值
1

1
( ( ))

M

j
j

h t
M 
 α ε 可以保留

参数α的梯度。 
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第 3 章  变分自编码器  31

 

3.2  数学符号 

考虑本章的数学推导内容略为繁复，且包含较多的数学符号，因此我们在表 3-1 中汇总

了后续推导所需的关键数学符号，以便读者能够更加顺畅地理解和掌握后续章节的内容。 

表 3-1  VAE 中的数学符号 

数学符号 含    义 数学符号 含    义 

X  连续随机向量，一般表示数据（如图像） )(p z  隐变量 Z服从的真实概率分布的密度函数 

  数据 X所存在的连续高维空间 ( )pθ z  
隐变量 Z先验分布的密度函数，一般假设

为标准高斯分布 

x  
X的观测样本，是确定的观测值，而不是随机

向量 
)( |pθ z x  隐变量 Z后验分布的密度函数 

x̂  VAE 生成的样本/数据 )( |qφ z x  
变分分布，其被假设为高斯分布，且具有

均值向量 ,φ xμ 与方差向量
2

,φ xσ  

Z  连续随机向量，一般表示隐变量 ln ( )pθ x  生成模型的对数边际似然函数 

  隐变量 Z所在的连续低维空间 ln ( , )pθ x z  生成模型的联合对数似然函数 

z  Z的观测样本，又称编码，是确定的观测值 ELBO( , ; , )q x θ φ 证据下界，它是 ln ( )pθ x 的一个下界 

( )p x  数据真实概率分布的密度函数 I ( ; )f x φ  推断网络，具有可学习参数 φ  

( | )p x z  数据真实条件概率分布的密度函数 G ( ; )f x θ  生成网络，具有可学习参数 θ  

( )pθ x  
生成样本的边际概率分布， θ 为模型的可学

习参数 
( , )φ θ  理论损失函数 

)( |pθ x z  
生成样本的条件概率分布，其被假设为高斯

分布，其中均值向量为 ,θ zμ ，方差向量为
2

,θ zσ  
( , | )φ θ   定义在数据集  上的经验损失函数 

3.3  总体思路 

在探讨图像的生成式建模任务时（具体参见 2.1.3 节），我们将图像抽象为一个定义在高

维空间 中的随机向量 X ，其服从一个未知的概率分布 ( )p x 。在这样的高维空间中，直接

构建一个参数为θ 的生成模型 ( )pθ x 以逼近真实的概率密度函数 ( )p x 通常是十分困难的。为

了简化这一复杂问题，我们引入了低维的隐变量 Z 。这一策略允许我们将对 ( )pθ x 的直接

建模分解为几个更为简单且易于处理的部分：首先是边际密度函数 ( )pθ z 的建模，其次是条件

密度函数 )( |pθ x z 的建模，以及条件密度函数 )( |pθ z x 的建模。在此框架中，隐变量 Z 相较于

可直接观测的显变量 X（Observable Variable，又称可观测变量），是无法直接被观测到的。此

外，除非另有说明，本章中我们默认 X 和 Z 均为连续向量，以便进行后续的理论分析与模型

构建。 
VAE 正是这种含有隐变量的生成模型，其假设随机向量 ~ ( )pX x 的观测值 x是经过以下

两个步骤得到的。 
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（1）获得隐变量 Z 的某个取值 z。 
（2）从真实条件分布 ( | )p x z 中采样得到观测值 x。 

若按照以上步骤生成观测值 x，则每个观测值 x都应对应隐变量 Z 的一个取值 z。 

那么，我们该如何建模，从而实现以上的样本生成步骤，并使生成样本服从真实概率分

布 ( )p x 呢？一种直观的想法是，在引入隐变量 Z 后，首先对 X 和 Z 的联合分布 ( , )pθ x z 进行

建模，随后以 ( , )pθ x z 为似然函数，希望通过 MLE 寻得最优的参数θ 。然而，问题在于，由

于 Z 是隐变量，我们无法直接获取它的实际观测样本。因此，直接采用 ( , )pθ x z 作为似然函数

进行 MLE，在实践中是行不通的。 
VAE 的建模思路首先涉及对联合分布 ( , )pθ x z 进行以下两种方式的分解： 

 ( , ( () ) )|p p pθ θ θx z x z z  （3-22） 

 ( , ( () ) )|p p pθ θ θx z z x x  （3-23） 

其中， ( )pθ z 为隐变量的边际分布（又称先验分布）； )( |pθ z x 为隐变量的条件分布（又称后

验分布）； ( | )pθ x z 为生成样本的条件分布； ( )pθ x 为生成样本的边际分布。为了简化计算，

VAE 一般假设先验分布 ( )pθ z 是标准高斯分布，即 

 ( ) ( ; , )p  0θ z z I  （3-24） 

同时，假设条件分布 ( | )pθ x z 也是高斯分布，并具有如下形式： 

 2
, ,( ;( | ) ,diag( ))p θ θ z θ zμ σxx z   （3-25） 

式中， ,θ zμ 为均值向量； 2
,diag( )θ zσ 为对角线元素是方差向量 2

,θ zσ 的对角化协方差矩阵。此处，

均值向量与方差向量均有下标θ 与 z，表示它们与参数θ 及条件 Z z有关。 
VAE 利用了一个包含可学习参数θ 的神经网络，以实现对条件分布 ( | )pθ x z 的参数化建

模，并且该网络被命名为生成网络（Generative Network）。生成网络能够根据输入 z，预测均

值向量 ,θ zμ 和方差向量 2
,θ zσ 。从条件分布 ( | )pθ x z 中采样，即可产生 VAE 的生成样本。另外，

VAE 还采用了一个可以参数化的条件分布 )( |qφ z x 来近似后验分布 )( |pθ z x 。在下文中，条

件分布 )( |qφ z x 被称为变分分布（Variational Distribution），一般被设定为具有如下形式的高斯

分布： 

 2
, ,( | ) ( ; ,diag( ))q φ φ x φ xμ σz x z  （3-26） 

式中，φ为可学习参数； ,φ xμ 为均值向量； 2
,diag( )φ xσ 为对角化协方差矩阵。类似地，VAE 用

一个包含可学习参数φ的神经网络来实现对变分分布 )( |qφ z x 的参数化建模。该网络被称为

推断网络（Inference Network），其能够根据观测值 x来预测变分分布 )( |qφ z x 的均值向量 ,φ xμ

和方差向量 2
,φ xσ 。通过变分分布 )( |qφ z x ，我们可以生成与观测值 x对应的隐变量取值 z。 

VAE 希望通过极大化对数边际似然函数 ln ( )pθ x 来训练生成网络和推断网络。但是，由

于 ( )pθ x 的具体形式未知，因此我们无法直接最大化 ln ( )pθ x 。幸运的是，根据联合分布

( , )pθ x z 的两种分解形式［式（3-22）与式（3-23）］，我们可以推导出 ln ( )pθ x 的一个下界。通

过最大化该下界，我们可以间接地实现 ln ( )pθ x 的最大化，进而求得最优的网络参数。 

接下来，我们将对以上思路进行详细的介绍。  

电子
工业
出版
社有
限公
司 

版权
所有
 

电子
工业
出版
社有
限公
司 

版权
所有
 



第 3 章  变分自编码器  33

 

3.4  理论分析 

3.4.1  证据下界 

为了使生成模型 ( )pθ x 近似真实概率密度 ( )p x ，我们通常采用 MLE（见 3.1.3 节）来估

计 ( )pθ x 的未知参数θ ，即最大化对数边际似然函数 ln ( )pθ x 。在进行 MLE 之前，我们先进

行一些预备推导与符号定义。首先，对式（3-23）等号两侧取对数，可得 

 ) lnln ), ( (ln )( |p p p θ θ θx z z x x  （3-27） 

移项可得 

 ln ) ) ln( ln ( , ( | )p p p θ θ θx x z z x  （3-28） 

此外，我们还需要引入一个隐变量 Z 的额外条件分布，该条件分布以 X x为条件，其

密度函数被标记为 )|(qφ z x ，其中φ是可学习的参数。这个额外的条件分布通常被称为变分分

布，能够帮助我们推导出对数边际似然函数 ln ( )pθ x 的分解表达式。如式（3-26）所示，我们

一般将 ( | )qφ z x 设定为具有对角化协方差矩阵的多元高斯分布 2
, ,,diag(; ))( φ x φ xz μ σ 。 

那么，基于以上公式和定义，对数边际似然函数 ln ( )pθ x 可被分解为以下形式： 

 

 
 

ln (

| ( |

| (

|

|

)

( ) d ln ) ( )d 1

( ) ln )d

( ) ln ( , ) ln ( | ) d

( ) ln ( , ) ln ( | ) | |

|
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x θ φ z z x
x

x

x
x x

x
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�

≥

 （3-29） 

式中， KL( ( ) ( )| | )q pφ θ z xxz 为变分分布 )|(qφ z x 和后验分布 ( | )pθ z x 的 KL 散度；

ELBO( , ; , )q x θ φ 具有如下形式： 

 ( )|~

( , ) ( , )
ELBO( , ; , ) ( ) ln d ln

( ) (
|

| | )q

p p
q q E

q q

   
          
 φ

θ θ
φ Z z

φ φ
xx x z x Zx θ φ z z

Zxz x
�  （3-30） 

由于KL( ( ) ( | ))| 0q pφ θ z xxz ≥ ，因此ELBO( , ; , )q x θ φ 是对数边际似然函数 ln ( )pθ x 的一

个下界，称为证据下界（Evidence Lower Bound，ELBO）。通过最大化ELBO( , ; , )q x θ φ ，我们
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可以间接地最大化对数边际似然函数 ln ( )pθ x 。 

当且仅当 ) )( | ( |pq φ θx zz x 时， ) ELBO( , , )ln ;( qp θ xx θ φ 。这也意味着，当变分分布

)|(qφ z x 越接近后验分布 ( | )pθ z x 时，ELBO( , ; , )q x θ φ 对 ln ( )pθ x 的替代性越强。 

另外，我们还可以借助琴生不等式（Jensen’s Inequality）来推导 ELBO，即 

 ~ ( )

~ ( )

|

|

ln ( ( ,

( , ( | )

) ln )d

)
ln d

)
ln

)
ln

ELBO( , ; ,

( | )

( ,

( |
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)

( ,

( | )

q

q

q
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q

E
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≥

 （3-31） 

但是，基于琴生不等式的下界推导无法展现证据下界与对数边际似然函数的理论差值是

什么，即忽略了KL( ( ) ( )| | )q pφ θ z xxz 。 

3.4.2  目标函数 

根据上述推导，最大化对数边际似然函数的问题被转化为最大化证据下界的问题。随后，

我们首先针对单一观测样本 x来定义 VAE 的理论目标函数（Theoretical Objective），即 

 

,

~ ( | )
,

max ELBO( , ; , )
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x θ φ

x Z
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�
 （3-32） 

根据式（3-22）中对联合分布的分解 ( , ( () ) )|p p pθ θ θx z x z z ，进一步推导可得 
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 （3-33） 

式中， ( )pθ z 为隐变量 Z 的先验分布，一般被假设为标准高斯分布［见式（3-24）］；条件分布

( | )pθ x z 则被假设为高斯分布 2
, ,,diag(; ))( θ z θ zx μ σ ［见式（3-25）］。 

式（3-33）所探讨的理论目标函数仅基于单一观测样本 x进行定义。若要将其扩展至所有

可能服从真实数据分布 ( )p x 的观测样本，则完整的理论目标函数将呈现为以下形式： 
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 

 
~ ( )

,

~ ( ) ~ ( | )
,

max ELBO( , ; , )

max ln ( | ) KL( ( | ) || ( ))

p

p q

E q

E E p q p   φ

X xφ θ

X x Z z X θ φ θφ θ

X θ φ

X Z z X z�
 （3-34） 

接下来，我们将分别对式（3-33）中的重构项（Reconstruction Term）与先验匹配项（Prior 

Matching Term）进行分析。 
（1）重构项：数学期望  ~ ( | ) ln ( | )qE p

φZ z x θ x Z 一般可以用样本均值进行估计。假设对于每

个样本 x，从变分分布 ( | )qφ z x 中采样得到M 个样本，即 1 2, , , Mz z z ，则重构项的估计可以写为 

  ( |~
1

)

1
ln ( | ) ln ( | )q j

M

j

E
M

p p


 φZ x θz θ Z xx z  （3-35） 

请注意，数学期望  ~ ( | ) ln ( | )qE p
φZ z x θ x Z 是推断参数φ的函数（将在 3.5.1 节中详细介绍）。

但是，重构项的样本均值
1

ln
1

( | )
M

j
j

p
M 
 θ x z 不再包含参数φ。那么，

1

ln
1

( | )
M

j
j

p
M 
 θ x z 关于参

数φ的梯度将为 0，无法进行梯度的反向传播。在这种情况下，梯度下降法对式（3-33）所代

表的优化问题不再适用。这个问题的出现主要是由于样本 jz 是从 ( | )qφ z x 中随机采样得到的，

即 jz 与φ之间的关系是不确定的，无法用固定的、可导的函数表示。然而，这个问题能够通

过重参数化技巧解决（见 3.1.6 节）。 
具体来说，我们可以令 3.1.6 节中的 ( )p ε 为D维的标准高斯分布 ( ),0 I 。同时，将变换

函数 ( )tφ ε 定义为如下形式： 

 ( )t   φ φ,x φ,xμ σz ε ε  （3-36） 

式中， ~ ,( )0ε I ；表示对应元素相乘； φ,xμ 和 φ,xσ 由推断网络 I ( ; )f x φ 根据 x输出（将在

3.5 节中详细介绍），因此它们均可以看作参数φ的函数。经过如上变换， z不再是直接从变

分分布 ( | )qφ z x 中采样得到的，而是通过均值向量 φ,xμ 、方差向量 φ,xσ 及高斯白噪声 ε 的线性

组合得到的。这意味着，z和φ之间的关系从不确定的“采样关系”变成了确定性的“函数关

系”，从而可以求解 z关于φ的梯度。 

若使用重参数化技巧生成 z后，再次用样本均值来估计重构项中的数学期望，则样本均

值
1

ln
1

( | )
M

j
j

p
M 
 θ x z 中的 jz 不再单纯是 Z 的观测值，还是参数φ的函数。样本均值关于参数φ

的梯度将不再是 0，从而可以根据梯度反向传播来更新参数φ。 

（2）先验匹配项：根据式（3-26）， ( | )qφ z x 被假设为高斯分布 2
, ,,diag(; ))( φ x φ xz μ σ 。对于

隐变量的先验分布 ( )pθ z ，我们一般假设其为标准高斯分布 ( ),;0z I 。在这种情况下， 

( | )KL( || ( ))pqφ θz zx 具有显式表达式。 

根据 KL 散度的定义，在D维空间中的两个高斯分布 1 1( ),μ Σ 和 2 2( ),μ Σ 的 KL 散度

具有显式表达式，即 

 
1 1

1 1
2 1

2 2

T 2
2 1 22 1

1

, ,

| |1
tr( ) ( ) ( ) l

KL( ( ) ||

n
2

))

||

(

D
 

    
 

 - -

μ Σ μ Σ

ΣΣ Σ μ μ Σ μ μ
Σ

 

 （3-37） 

式中， tr( ) 表示矩阵的迹； | | 表示矩阵的行列式。 
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由式（3-37）可得，若 2
, ,( | ) ( ; ,diag( ))q φ φ x φ xμ σz x z 和 ( ;( )) ,p  0θ zz I ，则先验匹配项

的显式表达式为 

  2 T 2
, , , ,

1
KL( || ( )) tr(diag( ))( | ) ln(| diag( ) |)

2
q p D   φ θ φ x φ φ φ xx xz z σ μ μ σx  （3-38） 

式中，D为隐变量 z的维度，是一个超参数。 

3.5  模型结构 

在 3.3 节和 3.4 节中，我们介绍了 VAE 需要用两个神经网络分别对变分分布 )( |qφ z x 和

条件分布 )( |pθ x z 进行建模。如图 3-2 所示，这两个网络分别被称为推断网络和生成网络，它

们构成了 VAE 的主体结构。本节将深入剖析这两个神经网络的具体细节。 

 

图 3-2  VAE 的主体结构 

3.5.1  推断网络 

推断网络记为 I ( ; )f x φ ，其定义了一个从数据空间到分布空间的映射。具体来说，推断网

络将原始数据 x映射到定义在隐空间中的某个变分分布 ( | )qφ z x 上。推断网络可以是以网

络参数为φ的全连接神经网络或卷积神经网络。在这种情况下，推断网络的输入为 x，输出

为变分分布 ( | )qφ z x 的分布参数。 

为了简化计算，在式（3-26）中，我们将变分分布 ( | )qφ z x 设定为具有对角化协方差的多

元高斯分布，即 2
, ,( | ) ( ; ,diag( ))q φ φ x φ xμ σz x z 。因为高斯分布由其均值和方差唯一决定，所

以，推断网络只需将原始数据 x映射为变分分布 ( | )qφ z x 的均值向量 ,φ xμ 和方差向量 2
,φ xσ ，即 

 ,
2 I

,

( ; )f
 

 
 

φ x

φ xσ
x

μ
φ  （3-39） 

但请注意，出于训练的稳定性等考虑，在实际训练中， I ( ; )f x φ 并不直接输出 2
,φ xσ ，而是

输出 ,ln( )φ xσ 。 

给定一个原始数据 x，我们可以通过推断网络得到一组均值向量 ,φ xμ 和方差向量 2
,φ xσ ，两

者唯一决定了一个高斯分布 2
, ,,diag(; ))( φ x φ xz μ σ 。从该高斯分布中随机采样得到一个编码 z
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作为后续生成网络的输入。请注意，不同的 x可能对应不同的高斯分布。因此， ,φ xμ 和 2
,φ xσ 的

下标均包含 x，表示它们与原始数据 x有关。另外， ,φ xμ 和 2
,φ xσ 的下标均包含φ，表示它们是

参数φ的函数。 

3.5.2  生成网络 

生成网络记为 G ( ; )f x θ ，其定义了一个从隐空间到分布空间的映射。具体来说，假设从变

分分布 ( | )qφ z x 中采样得到一个编码 z ，生成网络可将编码 z 映射为数据的条件分布

( | )pθ x z 。类似地，生成网络可以是以网络参数为θ 的全连接神经网络或卷积神经网络。在这

种情况下，生成网络的输入为编码 z，输出为条件分布 ( | )pθ x z 的分布参数。 

为了简化计算，在式（3-25）中，我们假设条件分布 ( | )pθ x z 是多元高斯分布
2

, ,,diag(; ))( θ z θ zx μ σ 。那么，生成网络的任务就是根据编码 z，输出 ( | )pθ x z 的均值向量 ,θ zμ

和方差向量 2
,θ zσ ，即 

 ,
2 G

,

( ; )f
 

 
 

θ z

θ zσ
z

μ
θ  （3-40） 

类似地，在实际训练中， G ( ; )f z θ 并不直接输出 2
,θ zσ ，而是输出 ,ln( )θ zσ 。 

在下文中，为了进一步简化计算，我们假设 ( | )pθ x z 的协方差矩阵为单位矩阵，即 

 ,(( )| ) ,;p θ θ zxx z μ I  （3-41） 

在这种情况下，生成网络只需输出均值向量 ,θ zμ ，即 

 , G
ˆ ( ; )f θ zμ zx θ  （3-42） 

在该设定下，我们一般直接把均值向量 ,θ zμ 作为 VAE 的生成数据，并记为 x̂，而不再需

要从 ,(( )| ) ,;p θ θ zxx z μ I 中进行采样。 

3.5.3  VAE 与 AE 的对比 

VAE 的名称一半来自“变分分布”，另一半则来自“AE”。比较图 3-1 和图 3-2 可知，VAE

的结构和 AE 的结构类似，也具有类似“编码器-解码器”的结构。我们可以把推断网络看作

编码器，而把生成网络看作解码器。但是 AE 和 VAE 所定义的映射却完全不同。AE 的编码

器先将原始数据 x映射到编码 z，再由解码器将编码 z映射到重构数据 x̂。但是，VAE 的推

断网络则先将原始数据 x映射为隐变量的变分分布 ( | )qφ z x ，再由生成网络将隐变量的取值 z

映射为生成数据的条件分布 ( | )pθ x z 。并且，AE 是依赖重构误差进行训练的，其核心在于最

小化原始数据与重构数据之间的差异；而 VAE 的训练，本质上则是基于 MLE 的原理，旨在

最大化对数边际似然函数的 ELBO。因此，AE 与 VAE 在基本原理上存在根本性的不同。 
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3.6  训练算法 

在式（3-34）中，我们定义了 VAE 的理论目标函数。对该目标函数取负，可得到理论损

失函数（Theoretical Loss Function），即 

  ~ ( ) ~ ( | )( , ) ln ( | ) KL( ( | ) || ( ))p qE E p q p    φX x Z z X θ φ θφ θ X Z z X z  （3-43） 

给定样本量为 N的训练集 1 2{ , , , }N x x x ，对于每个训练样本 ix ，随机采样M 个高斯

噪声 , ,( )~i j 0ε I ，1 j M≤ ≤ ，并根据式（3-36）计算 ,i jz 。那么，VAE 在训练集上的经

验损失函数（Empirical Loss Function）被定义为 

  2
, , ,

1 1

( , | )

1 1
ln ( | ) KL ( dia, || ( ,) )g( )

i i

MN

i i j
i j

p
N M 

 
   

 
  0θ φ x φ x

φ θ

x z μ σ I







 （3-44） 

经验损失函数 ( , | )φ θ  可以看作理论损失函数 ( , )φ θ 的一种估计。 

在上文中，我们已经假设 ,(( )| ) ,;p θ θ zxx z μ I 。那么， ( , | )θ  可进一步简化为 

  
,

,

2 2
, 2 , ,

1 1

2 2
, 2 , ,

1 1 1

( , | )

1 1
KL ,diag( ) || ( , )

2

1 1
KL( ,diag( ) || ( , ))

2

( )

( )

i j i i

i j i i

MN

i
i j

N M N

i
i j i

N M

NM N

 

  

 
   

 

  

 

 

0

0

‖ ‖

‖ ‖

θ z φ x φ x

θ z φ x φ x

φ θ

x μ μ σ I

x μ μ σ I

 









 （3-45） 

其中，两个高斯分布之间的 KL 散度可以根据式（3-37）来计算。 

对于式（3-45），我们一般还会在 KL 散度之前加上一个超参数 0  ，即 

 
,

r c KLe

2 2
, 2 , ,

1 1 1

KL

( , | )

1 1
KL( ,diag( ) |( ) | ( , ))

2 i j i i

N M N

i
i j iNM N


  

     0


损失重构损失

‖ ‖θ z φ x φ x

φ θ

x Iμ μ σ I



 

   （3-46） 

其中，第一项是重构损失 rec ；第二项是 KL 损失

KL 。KL 损失可以看作一个正则化项，便是正

则化系数。若 1  ，则表示原始 VAE。若 1  ，

则表示后文介绍的 Beta-VAE（见 3.8.2 节）。 

VAE 的总体训练过程可以用图 3-3 和算法 3-1

概括。 

 

 

图 3-3  变分自编码器的训练过程 
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算法 3-1：VAE 的训练算法 

输入：数据集、隐空间维度D、学习率 、训练轮次（Epoch）T 、批（Batch）大小 B  

输出：完成训练的推断网络 I ( ; )f x φ 和生成网络 G ( ; )f z θ  

1: 初始化推断网络和生成网络的参数φ和θ ； 

2:  for 1t   to T  do 
3:      for 每批  （大小为 B）do 

4:          for 每个样本 x   do 

5:              通过推断网络计算 , I
T, ln ( ;[ ] )fφ,x φ x xμ σ φ ； 

6:              采样 ~ ,( )0ε I ； 

7:              计算隐变量   φ,x φ,xμ σz ε （重参数化技巧）； 

8:              通过解码器重构原始数据 , G
ˆ ( ; )f θ zμ zx θ ； 

9:              计算重构损失 2
rec 2

ˆ0.5 || || x x ; 

10:             计算 KL 损失 ,KL
2

,KL( ,diag( )( ) || ( , )) 0φ x φ xμ σ I  ； 

11:             计算总损失 rec KL    （其中 0  是超参数）； 

12:          end for 

13:          使用反向传播算法和优化器更新φ和θ 以最小化
1

B 

x 
； 

14:      end for 

15: end for 

3.7  采样算法 

由于编码 z既可以从变分分布 ( | )qφ z x 中采样获得，又可以从先验分布 ( )pθ z 中采样获得，

并且变分分布 ( | )qφ z x 被要求近似后验分布 )( |pθ z x 。因此，从预训练的生成网络中采样可以

分为后验采样和先验采样两种方式。 

3.7.1  后验采样 

后验采样需要基于训练集中的样本和预训练的推断网络完成（见图 3-4）。具体来说，

首先将训练集中的某个样本 x输入已完成训练的推断网络 I ( ; )f x φ ，得到变分分布 ( | )qφ z x 的

均值向量 ,φ xμ 和方差向量 2
,φ xσ 。然后基于 ,φ xμ 、 2

,φ xσ 及高斯白噪声 ε ，根据重参数化技巧［见

式（3-36）］得到隐变量的取值 z。最后将 z输入已完成训练的生成网络 G ( ; )f z θ ，得到条件分

布 ,(( )| ) ,;p θ θ zxx z μ I 的均值 ,θ zμ ，并将 ,θ zμ 作为生成样本 x̂。 

后验采样能够生成较为真实的样本，但其多样性相对较低，即输出数据与输入数据具有

较高的相似性。我们在 MNIST 数据集上训练了一个 VAE，并采用后验采样，结合图 3-5（a）

中的输入图像来生成样本。从图 3-5（b）中可以看出，输出图像与输入图像较为相似。 
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图 3-4  后验采样 

 
（a）输入图像 

 
（b）输出图像 

图 3-5  后验采样示例 

3.7.2  先验采样 

与后验采样不同，先验采样只需生成网络，而不需要输入样本及推断网络，并且流程也更

加简单（见图 3-6）。具体而言，从隐变量的先验分布 ( ;( )) ,p  0θ zz I 中随机生成一个高斯噪

声 z，直接输入生成网络 G ( ; )f z θ 即可生成样本 x̂。使用先验采样并不总是生成较为真实的数

据，但其具有很高的多样性。如图 3-7 所示，在 MNIST 数据集上训练的 VAE 通过先验采样

可能生成视觉质量较差的数据，但是可以生成多样性更高的样本。 

    

  图 3-6  先验采样                               图 3-7  先验采样示例 
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3.8  变体模型 

以上所介绍的是经典 VAE 的主要架构、损失函数、训练过程及采样方法。自 VAE 被提

出以来，涌现出大量变体模型。在本节中，我们仅对其中几个著名的变体模型进行介绍。 

3.8.1  CVAE 

上文所介绍的 VAE 是无监督模型，其训练目的是对数据的边际分布 ( )p x 进行估计，因

此它无法对生成样本的某些特定属性 y进行有效控制。这些属性可以是类别标签、文字描述、

图像等额外信息。 

条件变分自编码器（Conditional Variational Autoencoder，CVAE）是 VAE 的变体模型，它

可以对条件分布 ( | ) ( | )p p x y x Y y 进行估计，并根据给定条件 y进行图像生成。将条件 y
输入 VAE 的方式有多种，此处我们介绍基于线性投影（Linear Projection）的方法。如图 3-8
所示，从数据集中抽取一张图像 x及其条件 y，我们假设 y是经过编码后的条件。例如，

在具有 5 个类别的分类任务中，类别标签 1y  （第一类），可以被独热编码为向量
T[1,0,0,0,0]y 。条件 y被输入一个全连接网络 MLP，该网络的输出维度与隐变量 Z 一致，

即 MLP( )v y 。该全连接网络的输出 v将会按元素加在隐变量的取值 z之后，即 

 , ,   φ x φ xz v μ σ ε v  （3-47） 

求和之后得到 z v再输入生成网络。基于式（3-47），我们可以对 CVAE 进行训练。在采

样阶段，无论是采用先验采样还是后验采样，均可以通过控制条件 y来控制生成图像的某些

属性。 

 

图 3-8  基于线性投影的方法 
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3.8.2  Beta-VAE 

Beta-VAE 是一种基于 VAE 的深度学习模型，它在传统 VAE 的基础上进行了改进，以增

强模型在潜在空间中的解耦（Disentanglement）能力。Beta-VAE 通过引入一个可调的 Beta 系

数［见式（3-46）中的］来平衡重构误差和潜在空间的解耦合性，从而学习数据的低维表

示，实现数据压缩、重构和生成等功能。 

在通常情况下，Beta 系数是一个大于或等于 1 的正值，其大小取决于任务的性质及所需

的潜在空间的表达能力。Beta-VAE 通过调整 Beta 系数来增强模型在潜在空间中的解耦能力，

使潜在空间中的不同维度能够表示数据中相互独立的信息。若 Beta 系数等于 1［见式（3-46）

中的 1  ］，则 Beta-VAE 退化为传统 VAE。 

3.8.3  MHVAE 

层级变分自编码器（Hierarchical Variational Autoencoder，HVAE）是 VAE 的一种扩展形

式，旨在通过引入层级结构来更好地捕捉数据的潜在表示。在这种结构下，隐变量本身被解

释为由其他更高层次、更抽象的隐变量生成。 

在一般的具有T个层级结构的 HVAE 中，每个隐变量都被允许依赖其之前的所有隐变量。

然而，我们关注一种特殊情况，将其命名为马尔可夫层级变分自编码器（Markovian HVAE，

MHVAE）。在马尔可夫中，生成过程构成了一个马尔可夫链（见 3.1.5 节），换句话说，层级

结构中的每步转移都遵循马尔可夫性质，即解码每个隐变量 tz 时，它仅依赖其前一个隐变量

1tz 。马尔可夫性质及马尔可夫链请参见 3.1.5 节。从直观和视觉的角度来看，这可以简单地

理解为将多个 VAE 依次堆叠在一起，如图 3-9 所示。描述这种模型的另一个恰当的术语是递

归变分自编码器（Recursive VAE）。 

 

图 3-9  具有 T层隐变量的 MHVAE 

数学上，我们可以将 MHVAE 的联合分布和变分分布写为 

 1 1 1
2

:( , ) ( ) ( | |) ( )
T

T t
t

T tp p p p 


 θ θ θ θx z z x zz z  （3-48） 

 
2

1: 1 1|( | ) )|( ) (
T

t
T t tq q q


 φ φ φx zz x z z  （3-49） 

其中， 1:Tz 为 1 2, , , Tz z z 的缩写； 1:( , )Tpθ x z 为可观测变量 X 和所有隐变量的联合分布；

1:( | )Tqφ z x 为变分分布。 

MHVAE 的关键步骤是推导对数边际似然函数的 ELBO。类似 VAE，有 
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 （3-50） 

为了简化式（3-50），我们将
1 1:, , ~ ( | )T TqE  φ zZ xZ 中的随机向量 iZ 省略，简写为

1:( | )TqE  z x ，并将

大写 1:TZ 改写为小写 1:Tz 。将式（3-48）和式（3-49）代入式（3-50）可得 
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 （3-51） 

式（3-51）将在后文介绍 DM 时被用到。 

3.8.4  VQ-VAE 

向量量化变分自编码器（Vector Quantized Variational Autoencoder，VQ-VAE）是一种结合

了 VAE 和向量量化（Vector Quantization）技术的生成模型。它通过引入向量量化步骤，对潜

在空间进行离散化，从而生成高质量的样本。VQ-VAE 结合了 VAE 的生成能力和向量量化的

数据压缩优势，广泛应用于图像、音频生成及数据压缩等领域。 

VQ-VAE 主要由编码器、向量量化器（Vector Quantizer）和解码器三部分组成。如图 3-10
所示，编码器将原始数据 x映射到潜在空间中的连续向量 ( )ez x 上。向量量化器将编码器输出

的连续向量 ( )ez x 映射到离散编码 ( )qz x 上，这通常是通过查找最接近的码本（Code Book）向

量 ke 完成的，其中 k是码本向量的索引。离散编码 ( )qz x 和索引 k需要根据如下向量量化公式

获得： 

 2
2arg min |

(

| ||

)

( )

q k

e j
j

k 





z

z

x e

x e  （3-52） 

式中， je 为码本中的第 j个向量； ( )ez x 为编码器输出的连续向量； ( )qz x 为量化后的离散编

码，通过查找与 ( )ez x 最接近的码本向量 ke 得到。最后，解码器根据离散编码 ( )qz x 生成重构

数据 x̂。 

VQ-VAE 的损失函数通常包括重构损失、量化损失（也称为码本损失）和承诺损失。重

构损失（Reconstruction Loss）Lrecon 用于评估解码器生成的重构数据 x̂与原始数据 x之间的差

异，通常使用均方误差（Mean Square Error，MSE）或其他距离度量来表示。量化损失

（Quantization Loss）Lvq 用于推动编码器输出的连续向量 ( )ez x 接近码本中的离散编码 ( )qz x 。

由于量化过程是不可微的，通常使用直通估计器（Straight-Through Estimator）技巧来处理梯
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度传播问题。量化损失可以表示为 

 2
vq 2|| sg[ ( )] ( ) ||e qL  z x z x  （3-53） 

式中， sg[ ] 表示停止梯度运算，即在该部分不计算梯度。 

 

图 3-10  VQ-VAE 的结构示意图 

承诺损失（Commitment Loss）Lc用于防止编码器输出的向量在量化过程中发生过大变化，

从而保持潜在编码的稳定性。承诺损失可以表示为 

 2
c 2|| ( ) sg[ ( )] ||e qL   z x z x  （3-54） 

式中， 为超参数，用于平衡量化损失和承诺损失。于是，VQ-VAE 的总损失函数可以表示为 

 recon vq cL L L L    （3-55） 

在训练过程中，VQ-VAE 通过最小化总损失函数来优化编码器、解码器和码本。由于量

化过程是不可微的，因此需要使用直通估计器或其他技巧来处理梯度传播问题。具体来说，

在反向传播过程中，量化损失的梯度会直接传递给编码器输出的连续向量 ( )ez x ，而承诺损失

的梯度则会通过停止梯度运算传递给码本向量。 

VQ-VAE 在图像生成、音频生成、数据压缩等领域具有广泛的应用前景。其优势在于通

过引入向量量化步骤对潜在空间进行离散化，从而生成高质量且多样化的样本。此外，VQ-

VAE 还可以与其他生成模型（如 GAN 等）结合使用，以进一步提升生成效果。 

3.9  代码实践：VAE 

在本节中，我们将在 Fashion MNIST 数据集上利用 PyTorch 深度学习框架训练 VAE。为

此，我们将提供一系列必要的代码模块，涵盖数据预处理、推断网络与生成网络的构建、训

练算法的实现，以及评价指标的计算。我们衷心希望，通过本节提供的代码，读者能够更深

入地理解 VAE 背后的数学原理与机制。 
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3.9.1  数据载入与实验设置 

Fashion MNIST 是一个广泛使用的图像分类数据集，由德国在线时尚零售商 Zalando 的

研究部门创建。该数据集旨在成为经典 MNIST 数据集的替代品，为机器学习算法在图像分类

任务上提供更具挑战性的测试平台。Fashion MNIST 数据集包含 70000 张灰度图像，这些图

像被划分为 60000 个训练样本和 10000 个测试样本，每张图像均为 28 像素×28 像素的分辨

率。这些图像覆盖了 10 个类别的服饰物品，包括上衣、裤子、套衫、连衣裙、外套、凉鞋、

衬衫、运动鞋、包和踝靴。图 3-11 中展示了部分

样本示例。 

Fashion MNIST 数据集之所以受欢迎，是因

为它不仅继承了 MNIST 数据集易于获取和使用

的优点，还在分类难度上有所提升。与手写数字

相比，服饰物品的分类涉及更多的视觉特征，如

形状、颜色、纹理等，这对机器学习算法提出了更

高的要求。此外，Fashion MNIST 数据集的大小适

中，既不会让训练过程过于漫长，又能充分展现

算法的性能差异，因此非常适合作为入门级数据

集供初学者实践和学习。 

如代码清单 3-1 所示，为了在 Fashion MNIST

数据集上训练 VAE，我们先载入必要的包。 

 

代码清单 3-1  载入必要的包 

1. ## 载入必要的包   
2. import torch     
3. import torch.utils.data     
4. from torch import nn, optim     
5. from torchvision import datasets, transforms     
6. from torch.nn import functional as F   
7. from torchvision.utils import save_image   
8. import numpy as np   
9. import matplotlib.pyplot as plt   

 

之后，如代码清单 3-2 所示，进行必要参数的设置，以及数据的载入。需要注意的是，

在该实验中，我们将隐变量 Z 的维度设置为 64，并将图像的像素值归一化至[ 1,1] 。 

代码清单 3-2  参数设置及数据载入 

1. ## 超参数设定   
2. BATCH_SIZE=256  #批大小 
3. LATENT_DIM=64  #隐变量 Z的维度 
4. IMG_SIZE=28  #图像维度 
5. LR=1e-4  #学习率 
6. WEIGHT_DECAY=1e-4  #权重衰减参数，参见 4.4.3节 

 

图 3-11  Fashion MNIST 数据集 
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7. ALPHA=1e-4  #式（3-46）中 lambda的值 
8. EPOCHS=400  #训练轮数，与循环次数成正比 
9.    
10. ## 设定设备，若有 GPU，则用 GPU计算，否则用 CPU计算     
11. device = torch.device("cuda" if torch.cuda.is_available() else "cpu")    
12.    
13. # 数据载入与预处理     
14. transform = transforms.Compose([     
15.     transforms.ToTensor()  #将像素值从[0,255]归一化为[0,1] 
16.     transforms.Normalize((0.5,), (0.5,)) #将像素值从[0,1]归一化为[-1,1] 
17. ])     
18. train_dataset = datasets.FashionMNIST(root='./data', train=True, download=True, 

transform=transform)    
19. train_loader = torch.utils.data.DataLoader(train_dataset, batch_size=BATCH_SIZE, 

shuffle=True)    

3.9.2  推断网络和生成网络 

接下来，我们将定义一个 VAE 的 Python 类，如代码清单 3-3 所示。这个 Python 类将实

现包括推断网络（又称编码器）和生成网络（又称解码器）在内的神经网络结构，同时涵盖

编码过程、解码过程及重参数化技巧。此外，我们还将定义模型训练完成后生成样本的过程。 

推断网络的主体架构是一个卷积神经网络，其中每个卷积块依次包含一个步长卷积层、

一个批处理层及一个 LeakyReLU 激活函数。每个步长卷积层都会将输入特征图的维度减半，

同时将通道数翻倍（除了首个卷积层）。在卷积模块之后，我们利用两个全连接层，将卷积模

块输出的特征图转换为 ( | )qφ z x 的均值和标准差对数的预测值。 

生成网络的主体架构包含一个全连接层和一个转置卷积模块。全连接层的输入是一个隐

变量 z，输出是一个 512维的向量。这个向量随后被重塑成一个 512 1 1  的数组。接着该数

组被输入转置卷积模块，经过一系列升维操作，最终输出一张具有 28 28 维度的图像。值得

注意的是，转置卷积模块的最后一个卷积层采用了步长卷积。并且，网络的最后使用了 Tanh()

激活函数，以确保输出的图像值域范围为[-1,1]。 

代码清单 3-3  定义 VAE 的 Python 类 

1. class VAE(nn.Module):   
2.     def __init__(self, img_size, latent_dim):    
3.         super(VAE, self).__init__()     
4.         # 输入图像的通道数、高度、宽度   
5.         self.in_channel, self.img_h, self.img_w = img_size    
6.         # 隐藏编码 Z的维度   
7.         self.latent_dim = latent_dim     
8.            
9.         ## 开始构建推断网络 
10.         # 卷积模块   
11.         self.encoder = nn.Sequential(   
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12.             ## 输入维度 (n,1,28,28)   
13.             nn.Conv2d(in_channels=self.in_channel, out_channels=32, kernel_size= 

3, stride=2, padding=1),#h=h//2   
14.             nn.BatchNorm2d(32),    
15.             nn.LeakyReLU(),   
16.             ## 特征图维度 (n,32,14,14)   
17.             nn.Conv2d(32, 64, 3, 2, 1),#h=h//2   
18.             nn.BatchNorm2d(64),    
19.             nn.LeakyReLU(),   
20.             ## 特征图维度 (n,64,7,7)   
21.             nn.Conv2d(64, 128, 4, 1, 0),#h=h-3  
22.             nn.BatchNorm2d(128),    
23.             nn.LeakyReLU(),   
24.             ## 特征图维度 (n,128,4,4)   
25.             nn.Conv2d(128, 256, 3, 2, 1),#h=h//2   
26.             nn.BatchNorm2d(256),    
27.             nn.LeakyReLU(),   
28.             ## 特征图维度 (n,256,2,2)   
29.             nn.Conv2d(256, 512, 1, 1, 0),#h=h   
30.             nn.BatchNorm2d(512),    
31.             nn.LeakyReLU(),   
32.             ## 特征图维度 (n,512,2,2)   
33.         )   
34.         # 全连接层：将特征向量转化为分布均值 mu   
35.         self.fc_mu = nn.Linear(512*4, self.latent_dim) #   
36.         # 全连接层：将特征向量转化为分布方差的对数 ln(var)   
37.         self.fc_var = nn.Linear(512*4, self.latent_dim)    
38.            
39.         ## 开始构建生成网络 
40.         # 全连接层   
41.         self.decoder_input = nn.Linear(self.latent_dim, 512*4)     
42.         # 转置卷积模块   
43.         self.decoder = nn.Sequential(   
44.             ## 输入维度 (n,512,2,2)   
45.             nn.ConvTranspose2d(in_channels=512, out_channels=256, kernel_size=3,  

stride=2, padding=1, output_padding=1),#h=2h   
46.             nn.BatchNorm2d(256),   
47.             nn.LeakyReLU(),   
48.             ## 特征图维度 (n,256,4,4)   
49.             nn.ConvTranspose2d(256, 128, 4, 1, 0, 0),#h=h+3   
50.             nn.BatchNorm2d(128),   
51.             nn.LeakyReLU(),   
52.             ## 特征图维度 (n,128,7,7)   
53.             nn.ConvTranspose2d(128, 64, 3, 2, 1, 1),#h=2h   
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54.             nn.BatchNorm2d(64),   
55.             nn.LeakyReLU(),   
56.             ## 特征图维度 (n,64,14,14)   
57.             nn.ConvTranspose2d(64, 32, 3, 2, 1, 1),#h=2h   
58.             nn.BatchNorm2d(32),   
59.             nn.LeakyReLU(),   
60.             ## 特征图维度 (n,32,28,28)   
61.             nn.ConvTranspose2d(32, 32, 1, 1, 0, 0),#h=h   
62.             nn.BatchNorm2d(32),   
63.             nn.LeakyReLU(),   
64.             ## 特征图维度 (n,32,28,28)   
65.             nn.Conv2d(in_channels=32, out_channels=self.in_channel, kernel_size= 

1, stride=1, padding=0), #h=h   
66.             nn.Tanh()   
67.             ## 输出图像维度 (n,1,28,28)   
68.         )   
69.     
70.     # 定义编码过程   
71.     def encode(self, x):     
72.         result = self.encoder(x)  # encoder结构,(n,1,28,28)-->(n,512,2,2)   
73.         result = torch.flatten(result, 1)  # 将特征层转化为特征向量,(n,512,2,2)--> 

(n,512*4)   
74.         mu = self.fc_mu(result)  # 计算分布均值 mu, (n,512*4)-->(n,128)   
75.         ln_var = self.fc_var(result)  # 计算分布方差的对数 ln(var), (n,512*4)--> 

(n,128) 
76.         return [mu, ln_var]    
77.     
78.     # 定义解码过程   
79.     def decode(self, z):     
80.         x_hat = self.decoder_input(z).view(-1, 512, 2, 2)  # 将采样变量 Z先转化为

特征向量，再转化为特征层,(n,128)-->(n,512*4)-->(n,512,2,2)   
81.         x_hat = self.decoder(x_hat)  # decoder结构,(n,512,2,2)-->(n,1,28, 28)   
82.         return x_hat  # 返回生成样本   
83.     
84.     # 重参数化技巧 
85.     def reparameterize(self, mu, ln_var):    
86.         std = torch.exp(0.5 * ln_var)  # 分布标准差 std   
87.         eps = torch.randn_like(std)  # 从标准正态分布中采样,(n,128)   
88.         return mu + eps * std  # 返回对应正态分布中的采样值   
89.     
90.     # 前传函数   
91.     def forward(self, x):     
92.         mu, ln_var = self.encode(x)  # 经过编码过程，得到分布的均值和方差对数 
93.         z = self.reparameterize(mu, ln_var)  # 经过重参数化技巧，得到隐变量 Z   
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94.         x_hat = self.decode(z)  # 经过解码过程，得到生成样本 x_hat   
95.         return [x_hat, x, mu, ln_var]   
96.     
97.     # 定义生成过程   
98.     def sample(self, n, device):     
99.         z = torch.randn(n, self.latent_dim).to(device)  # 从标准正态分布中采样得到

n个隐变量 Z，长度为 latent_dim   
100.        images = self.decode(z)  # 经过解码过程，得到生成样本 Y   
101.        return images   

3.9.3  模型训练 

在代码清单 3-4 中，我们将代码清单 3-3 中定义的 VAE 的 Python 类实例化，并定义优化

器。实例化的参数如 image_size 和 latent_dim，以及优化器的参数 lr 和 weight_decay 可由代

码清单 3-2 确定。 

代码清单 3-4  VAE 的 Python 类实例化及优化器的定义 

1. # 实例化模型   
2. model=VAE(img_size=[1,IMG_SIZE,IMG_SIZE], latent_dim=LATENT_DIM).to(device) 
3. # 定义优化器   
4. optimizer=optim.Adam(model.parameters(), lr=LR, weight_decay=WEIGHT_DECAY)  

 

损失函数与训练函数可由代码清单 3-5 定义。 

代码清单 3-5  定义损失函数与训练函数 

1. # 定义损失函数；参照式（3-46） 
2. def loss_function(x, x_hat, mean, ln_var, alpha=ALPHA):   
3.     reproduction_loss = F.mse_loss(x_hat, x)   
4.     term1 = 0.5*torch.mean(torch.sum(torch.pow(ln_var.exp(), 2), dim=1))   
5.     term2 = 0.5*torch.mean(torch.sum(torch.pow(mean, 2), dim=1))   
6.     term3 = -0.5*torch.mean(2*torch.sum(ln_var,dim=1))   
7.     # 式（3-38）中的 D为常数，不影响优化，因此可以忽略 
8.     KLD = term1 + term2 + term3   
9.     return reproduction_loss + alpha * KLD   
10.    
11. # 定义训练函数     
12. def train(model, optimizer, epochs, device):   
13.  
14.     for epoch in range(epochs):   
15.         model.train()   
16.         overall_loss = 0   
17.         for batch_idx, (x, _) in enumerate(train_loader):   
18.             x = x.to(device)   
19.             batch_size = x.size(0)   
20.             optimizer.zero_grad()   
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21.             x_hat, _, mean, ln_var = model(x)   
22.             loss = loss_function(x, x_hat, mean, ln_var)   
23.             overall_loss += loss.item()   
24.             loss.backward()   
25.             optimizer.step()   
26.    
27.         print("\tEpoch", epoch+1, "\tAverage Loss: ", overall_loss/(batch_idx* 

batch_size)) 
28.    
29.         # 每 10个 epoch生成 100个样本用于可视化   
30.         if (epoch+1)%10==0:   
31.             model.eval()   
32.             with torch.no_grad():   
33.                 sample_images = model.sample(100, device)  #生成 100个样本   
34.                 sample_images = sample_images.detach().cpu()   
35.                 save_file = "./output/{}.png".format(epoch+1)   
36.                 os.makedirs(os.path.dirname(save_file), exist_ok=True)   
37.                 save_image(sample_images.data, save_file, nrow=10, normalize=True) 
38.       
39.     return  

 

通过运行代码清单 3-6，我们可以执行训练过程。 

代码清单 3-6  执行训练过程 

1. train(model, optimizer, epochs=EPOCHS, device=device)   
 

图 3-12 展示了 VAE 在训练过程中，损失函数随训练轮次变化的趋势图。从图中可以观

察到，VAE 逐渐趋于收敛。 

 

图 3-12  VAE 的损失函数随训练轮次变化的趋势图 

3.9.4  采样与可视化 

训练完成后，我们依据 3.7.2 节所述的先验采样，从已训练好的生成网络中随机抽取 25 张
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图像，并进行可视化处理，如代码清单 3-7 所示。如图 3-13 所示，这些生成的样本与图 3-11

中的真实样本相似。这一结果也间接验证了 VAE 在 Fashion MNIST 数据集上的有效性。 

代码清单 3-7  采样与可视化 

1. # 采样与可视化   
2. model.eval()  # 将 VAE设置为推理模式 
3. sample_images = model.sample(25, device) # 随机采样 25张图像 
4. sample_images = sample_images.detach().cpu()   
5.  
6. sample_images = [image[0][i,0] for i in range(len(sample_images))]    
7. fig = plt.figure(figsize=(5, 5))   
8. grid = ImageGrid(fig, 111, nrows_ncols=(5, 5), axes_pad=0.1)   
9.  
10. for ax, im in zip(grid, sample_images):   
11.     ax.imshow(im, cmap='gray')   
12.     ax.axis('off')   
13. plt.savefig("./fake_imgs.png", dpi=500,bbox_inches="tight")  

 

图 3-13  VAE 生成样本示例（先验采样） 

3.10  习 题 

1．AE 和 VAE 的主要区别是什么？AE 是生成模型吗？ 

2．如何用样本均值去近似 AE 损失函数的数学期望［见式（3-1）］？ 
3．在重参数化技巧中，式（3-18）中的 ( )h  和 ( )pα z 分别对应式（3-33）的重构项中的哪

些部分？ 

4．将式（3-36）中的 ε 看作随机向量，求 z的期望和方差。 

5．利用马尔可夫性质推导式（3-48）和式（3-49）。  
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