
第三章

拓展阅读

１８ 世纪： 微积分

的蓬勃发展
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一元函数积分学

一元函数积分学由不定积分和定积分两部分组成 􀆰 不定积分和定积分虽然由不同的问

题引出， 实际含义也各不相同， 但却有着十分密切的联系 􀆰

第一节　 不 定 积 分

第二章讨论了函数的导数 􀆰 例如， 通过路程函数求瞬时速度， 本质上就是求导数的问

题 􀆰 现在讨论其逆问题： 已知速度函数， 如何求路程函数？ 更一般地， 已知导函数 ｆ ′（ｘ）
求 ｆ（ｘ）， 即求导数的逆问题， 这正是本节要讨论的函数的不定积分 􀆰

一、 不定积分的概念与性质

１􀆰 原函数与不定积分的定义

定义 ３－１　 如果在区间 Ｉ 上， 可导函数 Ｆ（ｘ） 的导函数为 ｆ（ｘ）， 即对该区间内的任意

ｘ， 都有

Ｆ′（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）

或

ｄＦ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）ｄｘ，

则称函数 Ｆ（ｘ） 为函数 ｆ（ｘ） 在区间 Ｉ 上的原函数 （ｐｒｉｍｉｔｉｖｅ ｆｕｎｃｔｉｏｎ）􀆰
例如， 因为 （ｘ２） ′ ＝ ２ｘ， 所以 ｘ２ 是 ２ｘ 的一个原函数 􀆰 又因为 （ｓｉｎ ｘ） ′ ＝ ｃｏｓ ｘ， 所以

ｓｉｎ ｘ 是 ｃｏｓ ｘ 的一个原函数 􀆰
关于函数 ｆ（ｘ） 的原函数， 要解决以下 ３ 个问题：
（１） 什么样的函数 ｆ（ｘ） 存在原函数；
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（２） 如果 ｆ（ｘ） 的原函数存在， 是否具有唯一性；
（３） 如何求出 ｆ（ｘ） 的原函数 􀆰
下面不加证明地给出原函数的存在定理 􀆰
定理 ３－１　 若函数 ｆ（ｘ） 在某区间 Ｉ 上连续， 则 ｆ（ｘ） 在该区间上必存在原函数 􀆰
如果函数 Ｆ（ｘ） 是函数 ｆ（ｘ） 的一个原函数， 即满足 Ｆ′（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）， 那么显然有

（Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ） ′ ＝ ｆ（ｘ）　 （Ｃ 为任意常数），

即 Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ 也是 ｆ（ｘ） 的原函数 􀆰 因此， 如果 ｆ（ｘ） 存在原函数， 则必然存在无穷多个

原函数 􀆰
更进一步， 如果 Φ（ｘ） 和 Ｆ（ｘ） 都是 ｆ（ｘ） 的原函数， 则有

（Φ（ｘ） － Ｆ（ｘ）） ′ ＝ Φ′（ｘ） － Ｆ′（ｘ） ＝ ｆ（ｘ） － ｆ（ｘ） ＝ ０􀆰

由于导数恒为零的函数必为常数， 因此

Φ（ｘ） － Ｆ（ｘ） ＝ Ｃ　 （Ｃ 为某个常数），

即 Φ（ｘ） ＝ Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ􀆰

由此可得出以下结论：
定理 ３－２　 如果函数 ｆ（ｘ） 在某个区间内存在原函数 Ｆ（ｘ）， 那么 ｆ（ｘ） 有无穷多个原

函数， 且 ｆ（ｘ） 的全部原函数可记为 Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ 的形式， 其中 Ｃ 为任意常数 􀆰
定义 ３－２　 在区间 Ｉ 上， 函数 ｆ（ｘ） 的所有原函数 （含任意常数项） 称为 ｆ（ｘ） 的不定

积分 （ｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ）， 记作

∫ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰
其中， ∫称为积分号 （ｓｉｇｎ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）， ｆ（ｘ） 称为被积函数 （ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ）， ｆ（ｘ）ｄｘ 称为被

积表达式 （ｉｎｔｅｇｒａｎｄ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ）， ｘ 称为积分变量 （ｖａｒｉａｂｌｅ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）􀆰
根据定义， 如果 Ｆ（ｘ） 是 ｆ（ｘ） 的一个原函数， 那么 Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ 就是 ｆ（ｘ） 的不定积

分， 即

∫ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ􀆰 （３－１）

其中， 任意常数 Ｃ 称为积分常数 （ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｏｎｓｔａｎｔ）􀆰
由不定积分的定义可知， 要求函数 ｆ（ｘ） 的不定积分， 只需先求出 ｆ（ｘ） 的一个原函数

Ｆ（ｘ）， 再加上任意常数 Ｃ 即可 􀆰
例 ３－１　 求不定积分：

（１） ∫２ｘｄｘ ＝ ｘ２ ＋ Ｃ；

（２） ∫ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

不定积分的几何意义：
函数 ｆ（ｘ） 的原函数 Ｆ（ｘ） 的图形称为 ｆ（ｘ） 的积分曲线 （ｉｎｔｅｇｒａｌ ｃｕｒｖｅ）􀆰 由于 Ｆ′（ｘ） ＝

ｆ（ｘ）， 积分曲线上横坐标为 ｘ 的点处的切线斜率等于 ｆ（ｘ）， 因此， 把积分曲线沿 ｙ 轴平

移 Ｃ个单位， 即可得到另一条积分曲线 􀆰 当 Ｃ取遍全体实数时， 便得到一曲线族 􀆰 曲线族

中所有曲线在横坐标相同的点处的切线相互平行 （见图 ３－１）􀆰
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图 ３－１

２􀆰 不定积分的性质和基本积分公式

由不定积分的定义可得到下列性质：

性质 １　 ｄ
ｄｘ ∫ｆ（ｘ）ｄｘ[ ] ＝ ｆ（ｘ） 或 ｄ ∫ｆ（ｘ）ｄｘ[ ] ＝ ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

性质 ２　 ∫Ｆ′（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ 或 ∫ｄＦ（ｘ） ＝ Ｆ（ｘ） ＋ Ｃ􀆰

性质 ３　 ∫ｋｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｋ∫ｆ（ｘ）ｄｘ （ｋ 是常数， ｋ ≠ ０）􀆰

性质 ４　 ∫［ ｆ（ｘ） ＋ ｇ（ｘ）］ｄｘ ＝ ∫ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ｇ（ｘ）ｄｘ􀆰
由性质 １ 和性质 ２ 可知， 在不考虑积分常数 Ｃ 的情况下， 积分号 “ ∫ ” 与导数符号

“ ｄ
ｄｘ

” （或微分号 “ ｄ ”） 一起使用恰好互相抵消 􀆰 这反映了求导和求不定积分两种运算

的互逆关系， 就像加法和减法运算、 乘法和除法运算的互逆关系一样 􀆰 因此， 可从导数的

基本公式推导出下列相应的基本积分公式：

（１） ∫ｋｄｘ ＝ ｋｘ ＋ Ｃ （ｋ 是常数）􀆰

特别地， ∫０ｄｘ ＝ Ｃ， ∫ｄｘ ＝ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（２） ∫ｘ μｄｘ ＝ １
μ ＋ １

ｘ μ ＋１ ＋ Ｃ （常数 μ ≠－ １）􀆰

特别地， ∫ｘｄｘ ＝ １
２

ｘ２ ＋ Ｃ， ∫ １
ｘ２ ｄｘ ＝ － １

ｘ
＋ Ｃ， ∫ １

　 ｘ
ｄｘ ＝ ２ 　 ｘ ＋ Ｃ􀆰

（３） ∫ １
ｘ

ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（４） ∫ｅｘｄｘ ＝ ｅｘ ＋ Ｃ􀆰

（５） ∫ａｘｄｘ ＝ ａｘ

ｌｎ ａ
＋ Ｃ （ａ ＞ ０，ａ ≠ １）􀆰

（６） ∫ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（７） ∫ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ － ｃｏｓ ｘ ＋ Ｃ􀆰
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（８） ∫ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ ｔａｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（９） ∫ｃｓｃ２ｘｄｘ ＝ － ｃｏｔ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１０） ∫ １
　
１ － ｘ２

ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１１） ∫ １
１ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ ａｒｃｔａｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１２） ∫ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘｄｘ ＝ ｓｅｃ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１３） ∫ｃｓｃ ｘｃｏｔ ｘｄｘ ＝ － ｃｓｃ ｘ ＋ Ｃ􀆰

对公式 （３） 说明如下： 当 ｘ ＞ ０时， 有 （ｌｎ ｘ）′ ＝ １
ｘ
， 故 ∫ １

ｘ
ｄｘ ＝ ｌｎ ｘ ＋ Ｃ； 当ｘ ＜ ０时，

有 ［ｌｎ（－ ｘ）］′ ＝ １
ｘ
， 故 ∫ １

ｘ
ｄｘ ＝ ｌｎ（－ ｘ） ＋ Ｃ􀆰 因此， 不论 ｘ ＞ ０还是 ｘ ＜ ０， 都有 ∫ １

ｘ
ｄｘ ＝

ｌｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰
以上 １３ 个基本积分公式是求不定积分的基础， 必须牢记 􀆰
下面利用不定积分的性质和基本积分公式， 通过对被积函数进行代数恒等变换或三

角恒等变换后， 直接用基本积分公式来求不定积分 􀆰 这种求不定积分的方法称为直接积分

法 （ｉｍｍｅｄｉａｔｅ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）􀆰

例 ３－２　 求 ∫ １
ｘ３ ｄｘ􀆰

解　 被积函数为幂函数， 直接利用基本积分公式可得

∫ １
ｘ３ ｄｘ ＝ ∫ｘ －３ｄｘ ＝ １

－ ３ ＋ １
ｘ －３＋１ ＋ Ｃ

＝ － １
２ｘ２

＋ Ｃ􀆰

例 ３－３　 求 ∫ 　 ｘ （ｘ２ － ５）ｄｘ􀆰

解　 ∫ 　 ｘ （ｘ２ － ５）ｄｘ ＝ ∫（ｘ ５
２ － ５ｘ

１
２ ）ｄｘ ＝ ∫ｘ ５

２ ｄｘ － ５∫ｘ １
２ ｄｘ

＝ ２
７

ｘ
７
２ － １０

３
ｘ

３
２ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－４　 求 ∫ （ｘ － １） ２

ｘ３ ｄｘ􀆰

解　 ∫ （ｘ － １） ２

ｘ３ ｄｘ ＝ ∫ ｘ
２ － ２ｘ ＋ １

ｘ３ ｄｘ ＝ ∫ １
ｘ

－ ２
ｘ２

＋ １
ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ

＝ ｌｎ ｘ ＋ ２
ｘ

－ １
２ｘ２

＋ Ｃ􀆰

例 ３－５　 求 ∫ｃｏｓ２ ｘ
２

ｄｘ􀆰
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解　 ∫ｃｏｓ２ ｘ２ ｄｘ ＝ ∫ １ ＋ ｃｏｓ ｘ
２

ｄｘ ＝ １
２ ∫（１ ＋ ｃｏｓ ｘ）ｄｘ

＝ １
２
（ｘ ＋ ｓｉｎ ｘ） ＋ Ｃ􀆰

例 ３－６　 求 ∫ｔａｎ２ｘｄｘ􀆰

解　 ∫ｔａｎ２ｘｄｘ ＝ ∫（ｓｅｃ２ｘ － １）ｄｘ ＝ ∫ｓｅｃ２ｘｄｘ － ∫ｄｘ ＝ ｔａｎ ｘ － ｘ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－７　 求 ∫ ４ｘ

９ｘ ｄｘ􀆰

解　 ∫ ４ｘ

９ｘ ｄｘ ＝ ∫ ４
９

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

ｄｘ ＝ １

２ｌｎ ２
３

４
９

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｘ

＋ Ｃ􀆰

例 ３－８　 求 ∫（２ｘｅｘ － ｃｏｓ ｘ）ｄｘ􀆰

解　 ∫（２ｘｅｘ － ｃｏｓ ｘ）ｄｘ ＝ ∫（２ｅ） ｘｄｘ － ∫ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ （２ｅ） ｘ

１ ＋ ｌｎ ２
－ ｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

二、 换元积分法

由于被积函数的复杂性， 仅利用直接积分法所能计算的不定积分是非常有限的 􀆰 本节

将复合函数的微分法逆向运用于求不定积分， 利用中间变量代换得到复合函数的积分法，
称为换元积分法 （ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｂｙ ｓｕｂｓｔｉｔｕｔｉｏｎ）， 简称换元法 􀆰 换元法又分为第一类换元法和

第二类换元法 􀆰

１􀆰 第一类换元法

定理 ３－３　 设 Ｆ（ｕ） 是 ｆ（ｕ） 的一个原函数， ｕ ＝ φ（ｘ） 可导， 则有换元公式：

∫ｆ ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ［φ（ｘ）］ ＋ Ｃ􀆰 （３－２）

证　 因为 Ｆ′（ｕ） ＝ ｆ（ｕ）， 由复合函数微分法得

ｄＦ［φ（ｘ）］
ｄｘ

＝ Ｆ′（ｕ）φ′（ｘ） ＝ ｆ ［φ（ｘ）］φ′（ｘ），

即 Ｆ［φ（ｘ）］ 是 ｆ ［φ（ｘ）］φ′（ｘ） 的一个原函数 􀆰

根据定理 ３－３， 在求积分 ∫ｇ（ｘ）ｄｘ 时， 若函数 ｇ（ｘ） 可转化为 ｇ（ｘ） ＝ ｆ ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）

的形式， 则求积分 ∫ｇ（ｘ）ｄｘ 的过程如下：

∫ｇ（ｘ）ｄｘ＝ ∫ｆ ［φ（ｘ）］φ′（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｆ ［φ（ｘ）］ｄφ（ｘ）
＝ ∫ｆ（ｕ）ｄｕ ＝ Ｆ（ｕ） ＋ Ｃ ＝ Ｆ［φ（ｘ）］ ＋ Ｃ　 （其中 ｕ ＝ φ（ｘ））􀆰

第一类换元法通过引入中间变量 ｕ ＝ φ（ｘ）， 将被积表达式凑成某一函数的微分形式，
再应用基本积分公式求解， 因此也称为凑微分法 􀆰
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例 ３－９　 求 ∫ １
３ － ２ｘ

ｄｘ􀆰

解　 令 ｕ ＝ ３ － ２ｘ，

∫ １
３ － ２ｘ

ｄｘ＝ － １
２ ∫

１
３ － ２ｘ

（３ － ２ｘ） ′ｄｘ ＝ － １
２ ∫

１
３ － ２ｘ

ｄ（３ － ２ｘ）

＝ － １
２ ∫

１
ｕ

ｄｕ ＝ － １
２

ｌｎ ｕ ＋ Ｃ ＝ － １
２

ｌｎ ３ － ２ｘ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－１０　 求 ∫ｃｏｓ（２ｘ ＋ １）ｄｘ􀆰

解　 令 ｕ ＝ ２ｘ ＋ １，

∫ｃｏｓ（２ｘ ＋ １）ｄｘ＝ １
２ ∫ｃｏｓ（２ｘ ＋ １）（２ｘ ＋ １） ′ｄｘ ＝ １

２ ∫ｃｏｓ（２ｘ ＋ １）ｄ（２ｘ ＋ １）

＝ １
２ ∫ｃｏｓ ｕｄｕ ＝ １

２
ｓｉｎ ｕ ＋ Ｃ ＝ １

２
ｓｉｎ（２ｘ ＋ １） ＋ Ｃ􀆰

例 ３－１１　 求 ∫ｘ 　
１ － ｘ２ ｄｘ􀆰

解　 令 ｕ ＝ １ － ｘ２，

∫ｘ 　
１ － ｘ２ ｄｘ＝ １

２ ∫
　
１ － ｘ２ （ｘ２） ′ｄｘ ＝ １

２ ∫
　
１ － ｘ２ ｄｘ２

＝ － １
２ ∫

　
１ － ｘ２ ｄ（１ － ｘ２） ＝ － １

２ ∫ｕ
１
２ ｄｕ

＝ － １
３
ｕ

３
２ ＋ Ｃ ＝ － １

３
（１ － ｘ２）

３
２ ＋ Ｃ􀆰

熟练掌握后， 可不必写出中间变量 ｕ􀆰

例 ３－１２　 求 ∫ｔａｎ ｘｄｘ􀆰

解　 ∫ｔａｎ ｘｄｘ ＝ ∫ ｓｉｎ ｘ
ｃｏｓ ｘ

ｄｘ ＝ － ∫ １
ｃｏｓ ｘ

ｄｃｏｓ ｘ

＝ － ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋ Ｃ􀆰

即 ∫ｔａｎ ｘｄｘ ＝ － ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋ Ｃ􀆰

类似地可以得到 ∫ｃｏｔ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

由于观察角度不同， 所得积分结果可能不同 （仅相差一个常数）， 如例 ３－１３􀆰

例 ３－１３　 求 ∫ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘｄｘ􀆰

解 １　 ∫ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ｓｉｎ ｘｄ（ｓｉｎ ｘ） ＝ ｓｉｎ２ｘ
２

＋ Ｃ􀆰

解 ２　 ∫ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ － ∫ｃｏｓ ｘｄ（ｃｏｓ ｘ） ＝ － ｃｏｓ２ｘ
２

＋ Ｃ􀆰

解 ３　 ∫ｓｉｎ ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ １
４ ∫ｓｉｎ ２ｘｄ（２ｘ） ＝ － ｃｏｓ ２ｘ

４
＋ Ｃ􀆰
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例 ３－１４　 求 ∫ １
ａ２ ＋ ｘ２ ｄｘ􀆰

解 ∫ １
ａ２ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ １

ａ２∫ １

１ ＋ ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄｘ

＝ １
ａ ∫

１

１ ＋ ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２ ｄ ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ １
ａ
ａｒｃｔａｎ ｘ

ａ
＋ Ｃ􀆰

即 ∫ １
ａ２ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ １

ａ
ａｒｃｔａｎ ｘ

ａ
＋ Ｃ􀆰

例 ３－１５　 求 ∫ １
ｘ２ ＋ ４ｘ ＋ １３

ｄｘ􀆰

解 ∫ １
ｘ２ ＋ ４ｘ ＋ １３

ｄｘ ＝ ∫ １
（ｘ ＋ ２） ２ ＋ ９

ｄｘ ＝ ∫ １
（ｘ ＋ ２） ２ ＋ ３２ ｄ（ｘ ＋ ２）

＝ １
３
ａｒｃｔａｎ ｘ ＋ ２

３
＋ Ｃ􀆰

例 ３－１６　 求 ∫ １
　
ａ２ － ｘ２

ｄｘ（ａ ＞ ０）􀆰

解 ∫ １
　
ａ２ － ｘ２

ｄｘ ＝ １
ａ ∫

１
　

１ － ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ｄｘ ＝ ∫ １

　

１ － ｘ
ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
ｄ ｘ

ａ
æ

è
ç

ö

ø
÷

＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ
ａ

＋ Ｃ􀆰

即 ∫ １
　
ａ２ － ｘ２

ｄｘ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ
ａ

＋ Ｃ􀆰

例 ３－１７　 求 ∫ １
　
２ｘ － ｘ２

ｄｘ􀆰

解 ∫ １
　
２ｘ － ｘ２

ｄｘ ＝ ∫ １
　
１ － （ｘ － １） ２

ｄ（ｘ － １） ＝ ａｒｃｓｉｎ（ｘ － １） ＋ Ｃ􀆰

例 ３－１８　 求 ∫ １
ｘ２ － ａ２ ｄｘ􀆰

解 ∫ １
ｘ２ － ａ２ ｄｘ ＝ １

２ａ∫
１

ｘ － ａ
－ １
ｘ ＋ ａ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ ＝ １

２ａ ∫
１

ｘ － ａ
ｄｘ － ∫ １

ｘ ＋ ａ
ｄｘé

ë
êê

ù

û
úú

＝ １
２ａ ∫

１
ｘ － ａ

ｄ（ｘ － ａ） － ∫ １
ｘ ＋ ａ

ｄ（ｘ ＋ ａ）é

ë
êê

ù

û
úú

＝ １
２ａ

［ｌｎ ｘ － ａ － ｌｎ ｘ ＋ ａ ］ ＋ Ｃ ＝ １
２ａ

ｌｎ ｘ － ａ
ｘ ＋ ａ

＋ Ｃ􀆰

·８６· 医用高等数学

电子
工业
出版
社有
限公
司 

版权
所有
 



即 ∫ １
ｘ２ － ａ２ ｄｘ ＝ １

２ａ
ｌｎ ｘ － ａ

ｘ ＋ ａ
＋ Ｃ􀆰

例 ３－１９　 求 ∫ｃｏｓ ３ｘｃｏｓ ２ｘｄｘ􀆰

解 ∫ｃｏｓ ３ｘｃｏｓ ２ｘｄｘ ＝ １
２ ∫（ｃｏｓ ｘ ＋ ｃｏｓ ５ｘ）ｄｘ

＝ １
２

ｓｉｎ ｘ ＋ １
１０

ｓｉｎ ５ｘ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２０　 求 ∫ｃｏｓ２ｘｄｘ􀆰
解 ∫ｃｏｓ２ｘｄｘ ＝ ∫ １ ＋ ｃｏｓ ２ｘ

２
ｄｘ ＝ １

２ ∫ｄｘ ＋ ∫ｃｏｓ ２ｘｄｘ( )

＝ １
２ ∫ｄｘ ＋ １

４ ∫ｃｏｓ２ｘｄ（２ｘ）
＝ １

２
ｘ ＋ １

４
ｓｉｎ ２ｘ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２１　 求 ∫ｃｏｓ３ｘｄｘ􀆰
解 ∫ｃｏｓ３ｘｄｘ ＝ ∫ｃｏｓ２ｘ·ｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫（１ － ｓｉｎ２ｘ）ｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝ ∫ｄ（ｓｉｎ ｘ） － ∫ｓｉｎ２ｘｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝ ｓｉｎ ｘ － １
３

ｓｉｎ３ｘ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２２　 求 ∫ ｌｎｘ
ｘ

ｄｘ􀆰

解 ∫ ｌｎ ｘ
ｘ

ｄｘ ＝ ∫ｌｎ ｘｄ（ｌｎ ｘ） ＝ １
２
（ｌｎ ｘ） ２ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２３　 求 ∫ １
ｘ２ ｓｉｎ １

ｘ
ｄｘ􀆰

解 ∫ １
ｘ２ ｓｉｎ １

ｘ
ｄｘ ＝ － ∫ｓｉｎ １

ｘ
ｄ １

ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ｃｏｓ １

ｘ
＋ Ｃ􀆰

２􀆰 第二类换元法

第一类换元法通过凑微分， 将复杂积分 ∫ｆ ［ φ（ ｘ） ］ φ′（ ｘ） ｄｘ 转化为易于积分的

∫ｆ（ ｕ） ｄｕ 形式 􀆰 如果 ∫ｆ（ ｘ） ｄｘ 不易直接计算， 且被积函数不能分解为两部分的乘积

形式， 则还可以通过适当的变量代换 ｘ ＝ ψ（ ｔ） ， 将积分 ∫ｆ（ ｘ） ｄｘ 转化为易于积分的

∫ｆ ［ψ（ ｔ）］ψ′（ ｔ）ｄｔ 形式进行计算 􀆰 这种方法称为第二类换元法 􀆰

定理 ３－４　 设 ｘ ＝ ψ（ ｔ） 是单调的、 可导的函数， 且 ψ′（ ｔ） ≠ ０􀆰 若

∫ｆ ［ψ（ ｔ）］ψ′（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｇ（ ｔ） ＋ Ｃ，
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则

∫ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｆ ［ψ（ ｔ）］ψ′（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｇ［ψ －１（ｘ）］ ＋ Ｃ􀆰 （３－３）

其中， ｔ ＝ ψ －１（ｘ） 是 ｘ ＝ ψ（ ｔ） 的反函数 􀆰
证　 令 ｔ ＝ ψ －１（ｘ）， 因为

｛Ｇ［ψ －１（ｘ）］｝ ′ ＝ Ｇ′（ ｔ） ｄｔ
ｄｘ

＝ ｆ ［ψ（ ｔ）］ψ′（ ｔ） １
ψ′（ ｔ）

＝ ｆ ［ψ（ ｔ）］ ＝ ｆ（ｘ）􀆰

所以， Ｇ［ψ －１（ｘ）］ 是 ｆ（ｘ） 的一个原函数， 即

∫ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｆ ［ψ（ ｔ）］ψ′（ ｔ）ｄｔ ＝ Ｇ［ψ －１（ｘ）］ ＋ Ｃ􀆰

下面举例说明第二类换元法的应用 􀆰

例 ３－２４　 求 ∫ １
１ ＋ 　 ｘ

ｄｘ􀆰

解　 令 ｔ ＝ 　 ｘ ， 则 ｘ ＝ ｔ２， ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ， 于是

∫ １
１ ＋ 　 ｘ

ｄｘ ＝ ∫ １
１ ＋ ｔ

·２ｔｄｔ ＝ ２∫ ｔ
１ ＋ ｔ

ｄｔ ＝ ２∫ １ － １
１ ＋ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ

＝ ２ｔ － ２ｌｎ（１ ＋ ｔ） ＋ Ｃ ＝ ２ 　 ｘ － ２ｌｎ（１ ＋ 　 ｘ ） ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２５　 求 ∫ １
１ ＋ ３ ｘ ＋ ２

ｄｘ􀆰

解　 令 ｔ ＝ ３ ｘ ＋ ２ ， 则 ｘ ＝ ｔ３ － ２， ｄｘ ＝ ３ｔ２ｄｔ， 于是

∫ １
１ ＋ ３ ｘ ＋ ２

ｄｘ ＝ ∫ ３ｔ２

１ ＋ ｔ
ｄｔ ＝ ３∫ ｔ

２ － １ ＋ １
１ ＋ ｔ

ｄｔ ＝ ３∫ ｔ － １ ＋ １
１ ＋ ｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ

＝ ３
２

ｔ２ － ３ｔ ＋ ３ｌｎ ｔ ＋ １ ＋ Ｃ

＝ ３
２

３
（ｘ ＋ ２） ２ － ３ ３ ｘ ＋ ２ ＋ ３ｌｎ ３ ｘ ＋ ２ ＋ １ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２６　 求 ∫ 　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ（ａ ＞ ０）􀆰

解　 为了去掉被积函数中的根式
　
ａ２ － ｘ２ ， 令 ｘ ＝ ａｓｉｎ ｔ － π

２
＜ ｔ ＜ π

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 于是

　
ａ２ － ｘ２ ＝ 　

ａ２ － ａ２ｓｉｎ２ ｔ ＝ ａｃｏｓ ｔ，　 ｄｘ ＝ ａｃｏｓ ｔｄｔ，

∫ 　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ ＝ ∫ａｃｏｓ ｔ·ａｃｏｓ ｔｄｔ ＝ ａ２∫ｃｏｓ２ ｔｄｔ

＝ ａ２ １
２

ｔ ＋ １
４

ｓｉｎ ２ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ􀆰

因为 ｔ ＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ
ａ
， ｓｉｎ ２ｔ ＝ ２ｓｉｎ ｔｃｏｓ ｔ ＝ ２ ｘ

ａ
·

　
ａ２ － ｘ２

ａ
， 所以

∫ 　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ ＝ ａ２ １

２
ｔ ＋ １

４
ｓｉｎ ２ｔæ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｃ ＝ ａ２

２
ａｒｃｓｉｎ ｘ

ａ
＋ １

２
ｘ

　
ａ２ － ｘ２ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－２７　 求 ∫ ｄｘ
（ｘ２ ＋ ａ２） ３ ／ ２ （ａ ＞ ０）􀆰

·０７· 医用高等数学

电子
工业
出版
社有
限公
司 

版权
所有
 



解　 设 ｘ ＝ ａｔａｎ ｔ － π
２

＜ ｔ ＜ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 则 ｄｘ ＝ ａｓｅｃ２ ｔｄｔ， 于是

∫ ｄｘ
（ｘ２ ＋ ａ２） ３ ／ ２

＝ ∫ ａｓｅｃ２ ｔ
ａ３ｓｅｃ３ ｔ

ｄｔ ＝ １
ａ２∫ｃｏｓ ｔｄｔ

＝ １
ａ２ ｓｉｎ ｔ ＋ Ｃ􀆰

为了把 ｓｉｎ ｔ 转换为 ｘ 的函数， 根据 ｔａｎ ｔ ＝ ｘ
ａ

作辅助直角三角形 （见图 ３－２）， 得到

ｓｉｎ ｔ ＝ ｘ
　
ｘ２ ＋ ａ２

，

图 ３－２

因此，

∫ ｄｘ
（ｘ２ ＋ ａ２） ３ ／ ２

＝ ｘ

ａ２ 　
ｘ２ ＋ ａ２

＋ Ｃ􀆰

例 ３－２８　 求 ∫
　
ｘ２ － ａ２

ｘ
ｄｘ（ａ ＞ ０）􀆰

解　 当 ｘ ＞ ａ 时， 设 ｘ ＝ ａｓｅｃ ｔ ０ ＜ ｔ ＜ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 则 ｄｘ ＝ ａｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔ， 于是

∫
　
ｘ２ － ａ２

ｘ
ｄｘ ＝ ∫ ａｔａｎ ｔ

ａｓｅｃ ｔ
·ａｓｅｃ ｔｔａｎ ｔｄｔ ＝ ａ∫ｔａｎ２ ｔｄｔ

＝ ａ∫（ｓｅｃ２ ｔ － １）ｄｔ ＝ ａｔａｎ ｔ － ａｔ ＋ Ｃ􀆰

利用图 ３－３ 所示的辅助直角三角形， 可得

图 ３－３

ｔａｎ ｔ ＝
　
ｘ２ － ａ２

ａ
，

因此，

∫
　
ｘ２ － ａ２

ｘ
ｄｘ ＝ 　

ｘ２ － ａ２ － ａａｒｃｔａｎ
　
ｘ２ － ａ２

ａ
＋ Ｃ􀆰

当 ｘ ＜ － ａ 时， 设 ｘ ＝ － ａｓｅｃ ｔ ０ ＜ ｔ ＜ π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ， 结果相同 􀆰

从例 ３－２６ 至例 ３－２８ 可以看出： 当被积函数含有
　
ａ２ － ｘ２ ，

　
ａ２ ＋ ｘ２ ，

　
ｘ２ － ａ２

时， 可利用三角函数的平方关系进行三角代换 􀆰 还有一些被积函数含有二次根式且分母次

数高于分子的不定积分， 这时可以利用倒变换 ｘ ＝ １
ｔ

将积分化简 􀆰

例 ３－２９　 求 ∫ ｄｘ

ｘ
　
ｘ２ － ａ２

（ａ ＞ ０，ｘ ＞ ０）􀆰

解　 设 ｘ ＝ １
ｔ
， 则 ｄｘ ＝ － ｄｔ

ｔ２
， 因此，

∫ ｄｘ

ｘ
　
ｘ２ － ａ２

＝ － ∫ ｄｔ
　
１ － （ａｔ） ２

＝ － １
ａ ∫

ｄ（ａｔ）
　
１ － （ａｔ） ２

＝ － １
ａ

ａｒｃｓｉｎ ａｔ ＋ Ｃ ＝ － １
ａ

ａｒｃｓｉｎ ａ
ｘ

＋ Ｃ􀆰
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在本节的例题中， 有几个积分结果是经常会遇到的， 它们通常也被当作公式使用 􀆰 因

此， 除了 １３ 个基本积分公式， 再补充以下几个常用积分公式 （其中常数 ａ ＞ ０）：

（１４） ∫ｔａｎ ｘｄｘ ＝ － ｌｎ ｃｏｓ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１５） ∫ｃｏｔ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｓｉｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１６） ∫ｓｅｃ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｓｅｃ ｘ ＋ ｔａｎ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１７） ∫ｃｓｃ ｘｄｘ ＝ ｌｎ ｃｓｃ ｘ － ｃｏｔ ｘ ＋ Ｃ􀆰

（１８） ∫ ｄｘ
ａ２ ＋ ｘ２

＝ １
ａ
ａｒｃｔａｎ ｘ

ａ
＋ Ｃ􀆰

（１９） ∫ ｄｘ
ｘ２ － ａ２

＝ １
２ａ

ｌｎ ｘ － ａ
ｘ ＋ ａ

＋ Ｃ􀆰

（２０） ∫ ｄｘ
　
ａ２ － ｘ２

＝ ａｒｃｓｉｎ ｘ
ａ

＋ Ｃ􀆰

（２１） ∫ ｄｘ
　
ｘ２ ＋ ａ２

＝ ｌｎ（ｘ ＋ 　
ｘ２ ＋ ａ２ ） ＋ Ｃ􀆰

（２２） ∫ ｄｘ
　
ｘ２ － ａ２

＝ ｌｎ ｘ ＋ 　
ｘ２ － ａ２ ＋ Ｃ􀆰

三、 分部积分法

前面在复合函数求导法则的基础上得到了换元积分法 􀆰 下面将利用两个函数乘积的求

导公式推导出另一种求积分的基本方法———分部积分法 （ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｂｙ ｐａｒｔｓ）􀆰
设函数 ｕ ＝ ｕ（ｘ） 和 ｖ ＝ ｖ（ｘ） 具有连续导数 􀆰 那么， 两个函数乘积的导数公式为

（ｕｖ） ′ ＝ ｕ′ｖ ＋ ｕｖ′，

移项得

ｕｖ′ ＝ （ｕｖ） ′ － ｕ′ｖ􀆰

对上式两边求不定积分， 得

∫ｕｖ′ｄｘ ＝ ｕｖ － ∫ｕ′ｖｄｘ， （３－４）

或

∫ｕｄｖ ＝ ｕｖ － ∫ｖｄｕ􀆰 （３－５）

式 （３－４） 和式 （３－５） 称为分部积分公式 􀆰

例 ３－３０　 求 ∫ｘｃｏｓ ｘｄｘ􀆰
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解　 该积分用换元法不易求解， 现试用分部积分法 􀆰 应如何选取 ｕ 和 ｄｖ 呢？ 如果

设 ｕ ＝ ｘ， ｄｖ ＝ ｃｏｓ ｘｄｘ， 则 ｄｕ ＝ ｄｘ， ｖ ＝ ｓｉｎ ｘ， 代入分部积分公式 （３－５）， 得

∫ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ｘｄｓｉｎ ｘ ＝ ｘｓｉｎ ｘ － ∫ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｘｓｉｎ ｘ ＋ ｃｏｓ ｘ ＋ Ｃ􀆰

如果设 ｕ ＝ ｃｏｓ ｘ， ｄｖ ＝ ｘｄｘ， 则 ｄｕ ＝ － ｓｉｎ ｘｄｘ， ｖ ＝ ｘ２

２
， 得

∫ｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ∫ｃｏｓ ｘｄ ｘ２

２
＝ ｘ２

２
ｃｏｓ ｘ － ∫ ｘ２

２
ｓｉｎ ｘｄｘ􀆰

这时会发现积分变得更加复杂， 更不容易求解， 因此不可取 􀆰
由此可见， 使用分部积分公式时， 关键在于恰当地选取 ｕ 和 ｄｖ， 一般应遵循下列

原则：
（１） ｖ 要容易求得；

（２） ∫ｖｄｕ 要比 ∫ｕｄｖ 更容易计算 􀆰

例 ３－３１　 求 ∫ｘｅｘｄｘ􀆰

解 ∫ｘｅｘｄｘ ＝ ∫ｘｄｅｘ ＝ ｘｅｘ － ∫ｅｘｄｘ

＝ ｘｅｘ － ｅｘ ＋ Ｃ􀆰
从上述两个例子可以看出， 如果被积函数是幂函数与指数函数的乘积， 或幂函数与

余 （正） 弦函数的乘积， 则可以用分部积分法求积分 􀆰 一般将幂函数看作 ｕ， 对指数函

数或余 （正） 弦函数用凑微分的方法得到 ｖ􀆰 每使用一次分部积分公式便可使幂函数的次

数降低一次， 从而得到一个较简单的积分 􀆰

例 ３－３２　 求 ∫ｘ２ｅｘｄｘ􀆰

解 ∫ｘ２ｅｘｄｘ ＝ ∫ｘ２ｄｅｘ ＝ ｘ２ｅｘ － ∫ｅｘｄｘ２ ＝ ｘ２ｅｘ － ２∫ｘｅｘｄｘ􀆰

经过一次分部积分后， 幂函数的次数降低一次， 得到的积分 ∫ｘｅｘｄｘ 较原积分更简单 􀆰 再

使用一次分部积分公式可得

∫ｘ２ｅｘｄｘ ＝ ｘ２ｅｘ － ２ｘｅｘ ＋ ２∫ｅｘｄｘ

＝ ｘ２ｅｘ － ２ｘｅｘ ＋ ２ｅｘ ＋ Ｃ
＝ ｅｘ（ｘ２ － ２ｘ ＋ ２） ＋ Ｃ􀆰

例 ３－３３　 求 ∫ｘａｒｃｔａｎ ｘｄｘ􀆰

解 ∫ｘａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝ １
２ ∫ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ２，

设 ｕ ＝ ａｒｃｔａｎ ｘ， ｄｘ２ ＝ ｄｖ， 即 ｖ ＝ ｘ２， 则

∫ｘａｒｃｔａｎ ｘｄｘ ＝ １
２

ｘ２ａｒｃｔａｎ ｘ － １
２ ∫ｘ２· １

１ ＋ ｘ２ ｄｘ

＝ １
２

ｘ２ａｒｃｔａｎ ｘ － １
２ ∫ １ － １

１ ＋ ｘ２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ
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＝ １
２

ｘ２ａｒｃｔａｎ ｘ － ｘ
２

＋ １
２
ａｒｃｔａｎ ｘ ＋ Ｃ

＝ ｘ２ ＋ １
２

ａｒｃｔａｎ ｘ － ｘ
２

＋ Ｃ􀆰

熟练掌握后， 可不用写出 ｕ 和 ｖ 的表达式 􀆰

例 ３－３４　 求 ∫ａｒｃｓｉｎ ｘｄｘ􀆰

解 ∫ａｒｃｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ － ∫ｘ· １
　
１ － ｘ２

ｄｘ

＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ ＋ １
２ ∫

１
　
１ － ｘ２

ｄ（１ － ｘ２）

＝ ｘａｒｃｓｉｎ ｘ ＋ 　
１ － ｘ２ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－３５　 求 ∫ｘ２ ｌｎ ｘｄｘ􀆰

解 ∫ｘ２ ｌｎ ｘｄｘ ＝ １
３ ∫ｌｎ ｘｄｘ３ ＝ １

３
ｘ３ ｌｎ ｘ － １

３ ∫ｘ３· １
ｘ

ｄｘ

＝ １
３

ｘ３ ｌｎ ｘ － １
３ ∫ｘ２ｄｘ ＝ １

３
ｘ３ ｌｎ ｘ － １

９
ｘ３ ＋ Ｃ􀆰

可以看出， 如果被积函数是幂函数和对数函数的乘积， 或幂函数和反三角函数的乘

积， 则可以考虑用分部积分法求积分 􀆰 一般将对数函数或反三角函数看作 ｕ， 而将幂函数

用凑微分的方法得到 ｄｖ􀆰

例 ３－３６　 求 ∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ􀆰

解　 ∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ∫ｓｉｎ ｘｄｅｘ ＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ∫ｅｘｄ（ｓｉｎ ｘ）

＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ∫ｅｘｃｏｓ ｘｄｘ ＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ∫ｃｏｓ ｘｄｅｘ

＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ｅｘｃｏｓ ｘ ＋ ∫ｅｘｄ（ｃｏｓ ｘ）

＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ｅｘｃｏｓ ｘ － ∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ，

即 ∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ｅｘｓｉｎ ｘ － ｅｘｃｏｓ ｘ － ∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ，

移项得

∫ｅｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ １
２

ｅｘ（ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ） ＋ Ｃ􀆰

此例也是应用分部积分法的典型例子， 被积函数是指数函数和余 （正） 弦函数的乘

积时， 两次使用分部积分公式可出现循环， 再通过解方程的方法得到积分结果 􀆰

例 ３－３７　 求 ∫ｓｅｃ３ｘｄｘ􀆰

解 ∫ｓｅｃ３ｘｄｘ ＝ ∫ｓｅｃ ｘ·ｓｅｃ２ｘｄｘ ＝ ∫ｓｅｃ ｘｄ（ｔａｎ ｘ）　 　
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＝ ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘ － ∫ｓｅｃ ｘｔａｎ２ｘｄｘ

＝ ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘ － ∫ｓｅｃ ｘ（ｓｅｃ２ｘ － １）ｄｘ

＝ ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘ － ∫ｓｅｃ３ｘｄｘ ＋ ∫ｓｅｃ ｘｄｘ

＝ ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘ ＋ ｌｎ ｓｅｃ ｘ ＋ ｔａｎ ｘ － ∫ｓｅｃ３ｘｄｘ，

所以 ∫ｓｅｃ３ｘｄｘ ＝ １
２
（ｓｅｃ ｘｔａｎ ｘ ＋ ｌｎ ｓｅｃ ｘ ＋ ｔａｎ ｘ ） ＋ Ｃ􀆰

在求不定积分的过程中， 有时必须联合使用换元法与分部积分法才能得出结果 􀆰

例 ３－３８　 求 ∫ｅ 　 ｘ ｄｘ􀆰

解　 当被积函数含有无理根式时， 先用第二类换元法化去根式， 再用分部积分法求解 􀆰
令 ｘ ＝ ｔ２， 则 ｄｘ ＝ ２ｔｄｔ􀆰 于是

∫ｅ 　 ｘ ｄｘ ＝ ２∫ｔｅｔｄｔ ＝ ２∫ｔｄｅｔ ＝ ２ｔｅｔ － ２∫ｅｔｄｔ

＝ ２ｅｔ（ ｔ － １） ＋ Ｃ ＝ ２ｅ 　 ｘ（ 　 ｘ － １） ＋ Ｃ􀆰

四、 有理函数的积分

有理函数是指由两个多项式 Ｐ（ｘ） 和 Ｑ（ｘ） 的商所构成的函数， 又称为有理分式， 即

Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）

＝
ａ０ｘｎ ＋ ａ１ｘｎ－１ ＋ … ＋ ａｎ－１ｘ ＋ ａｎ

ｂ０ｘｍ ＋ ｂ１ｘｍ－１ ＋ … ＋ ｂｍ－１ｘ ＋ ｂｍ

􀆰

其中， ｍ 和 ｎ 均为非负整数； ａ０，ａ１，ａ２，…，ａｎ 及 ｂ０，ｂ１，ｂ２，…，ｂｍ 均为实数， 且 ａ０ ≠ ０，
ｂ０ ≠ ０􀆰 当 ｎ ＜ ｍ 时， 称有理函数为真分式； 当 ｎ ≥ ｍ 时， 称有理函数为假分式 􀆰

我们知道， 利用多项式除法总可以将一个假分式化成一个多项式与一个真分式之和

的形式 􀆰 例如

３ｘ３ － ２ｘ２ ＋ ７ｘ － １
ｘ２ － ｘ ＋ ２

＝ ３ｘ ＋ １ ＋ ２ｘ － ３
ｘ２ － ｘ ＋ ２

􀆰

而多项式的积分可直接套用基本公式即可求出， 因此要解决有理分式的积分问题， 主要

是解决真分式的积分问题 􀆰
在求真分式的不定积分时， 分母可分解为一次因式和二次质因式的乘积形式， 即

Ｑ（ｘ） ＝ ｂ０（ｘ － ａ） α…（ｘ － ｂ） β（ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ） λ…（ｘ２ ＋ ｒｘ ＋ ｓ） μ，
其中， ｐ２ － ４ｑ ＜ ０，…，ｒ２ － ４ｓ ＜ ０􀆰 那么真分式可以分解为下列部分分式之和：

Ｐ（ｘ）
Ｑ（ｘ）

＝
Ａ１

（ｘ － ａ） ａ
＋

Ａ２

（ｘ － ａ） ａ－１
＋ … ＋

Ａａ

（ｘ － ａ）
＋ … ＋

Ｂ１

（ｘ － ｂ） β
＋

Ｂ２

（ｘ － ｂ） β －１
＋ … ＋

Ｂβ

（ｘ － ｂ）
＋ … ＋

Ｋ１ｘ ＋ Ｌ１

（ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ） λ
＋

Ｋ２ｘ ＋ Ｌ２

（ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ） λ－１
＋ … ＋

Ｋλｘ ＋ Ｌλ

ｘ２ ＋ ｐｘ ＋ ｑ
＋ … ＋

·５７·第三章　 一元函数积分学

电子
工业
出版
社有
限公
司 

版权
所有
 



Ｍ１ｘ ＋ Ｎ１

（ｘ２ ＋ ｒｘ ＋ ｓ） μ
＋

Ｍ２ｘ ＋ Ｎ２

（ｘ２ ＋ ｒｘ ＋ ｓ） μ －１
＋ … ＋

Ｍμｘ ＋ Ｎμ

ｘ２ ＋ ｒｘ ＋ ｓ
，

其中， Ａｉ，Ｂ ｉ，Ｋ ｉ，Ｌｉ，Ｍｉ，Ｎｉ 均为待定常数， 可以利用待定系数法确定 􀆰 因此， 求真分式的不

定积分可分为两步： 先将真分式分解为部分分式之和， 再求其积分 􀆰 下面通过举例说明 􀆰

例 ３－３９　 求 ∫ ｘ ＋ ３
ｘ２ － ５ｘ ＋ ６

ｄｘ􀆰

解　 因为
ｘ ＋ ３

ｘ２ － ５ｘ ＋ ６
＝ ｘ ＋ ３
（ｘ － ３）（ｘ － ２）

是真分式， 所以必须将其分解为部分分式之

和 􀆰 令
ｘ ＋ ３

（ｘ － ２）（ｘ － ３）
＝ Ａ
ｘ － ３

＋ Ｂ
ｘ － ２

， 其中 Ａ，Ｂ 为待定系数 􀆰 等式两边同乘以 ｘ２ －

５ｘ ＋ ６， 得

ｘ ＋ ３ ＝ （Ａ ＋ Ｂ）ｘ ＋ （ － ２Ａ － ３Ｂ）􀆰
上式为恒等式， 比较恒等式两边同幂项的系数， 得

Ａ ＋ Ｂ ＝ １，
－ ２Ａ － ３Ｂ ＝ ３，{

解得

Ａ ＝ ６，
Ｂ ＝ － ５􀆰{

于是

∫ ｘ ＋ ３
ｘ２ － ５ｘ ＋ ６

ｄｘ ＝ ∫ ６
ｘ － ３

－ ５
ｘ － ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ　 　 　 　

＝ ∫ ６
ｘ － ３

ｄｘ － ∫ ５
ｘ － ２

ｄｘ

＝ ６ｌｎ ｘ － ３ － ５ｌｎ ｘ － ２ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－４０　 求 ∫ １
ｘ２（ｘ － １）

ｄｘ􀆰

解　 令
１

ｘ２（ｘ － １）
＝ Ａ

ｘ
＋ Ｂ
ｘ２

＋ Ｃ
ｘ － １

， 等式两边消去分母， 得

１ ＝ Ａｘ（ｘ － １） ＋ Ｂ（ｘ － １） ＋ Ｃｘ２，
即

１ ＝ （Ａ ＋ Ｃ）ｘ２ ＋ （ － Ａ ＋ Ｂ）ｘ － Ｂ􀆰
比较恒等式两边同幂项的系数， 得

Ａ ＋ Ｃ ＝ ０，
－ Ａ ＋ Ｂ ＝ ０，
－ Ｂ ＝ １，

ì

î

í

ïï

ïï

解得

Ａ ＝ － １，
Ｂ ＝ － １，
Ｃ ＝ １􀆰

ì

î

í

ïï

ïï

于是
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∫ １
ｘ２（ｘ － １）

ｄｘ ＝ － ∫ １
ｘ

ｄｘ － ∫ １
ｘ２ ｄｘ ＋ ∫ １

ｘ － １
ｄｘ

＝ － ｌｎ ｘ ＋ １
ｘ

＋ ｌｎ ｘ － １ ＋ Ｃ􀆰

例 ３－４１　 求 ∫ ｘ
３ ＋ ｘ２ ＋ ２
（ｘ２ ＋ ２） ２ ｄｘ􀆰

解　 令
ｘ３ ＋ ｘ２ ＋ ２
（ｘ２ ＋ ２） ２

＝ Ａｘ ＋ Ｂ
ｘ２ ＋ ２

＋ Ｃｘ ＋ Ｄ
（ｘ２ ＋ ２） ２， 等式两边消去分母， 得

ｘ３ ＋ ｘ２ ＋ ２ ＝ （Ａｘ ＋ Ｂ）（ｘ２ ＋ ２） ＋ Ｃｘ ＋ Ｄ，
即

ｘ３ ＋ ｘ２ ＋ ２ ＝ Ａｘ３ ＋ Ｂｘ２ ＋ （２Ａ ＋ Ｃ）ｘ ＋ ２Ｂ ＋ Ｄ􀆰
比较恒等式两边同幂项的系数， 得

Ａ ＝ １，　 Ｂ ＝ １，　 Ｃ ＝ － ２，　 Ｄ ＝ ０􀆰
于是

∫ ｘ
３ ＋ ｘ２ ＋ ２
（ｘ２ ＋ ２） ２ ｄｘ ＝ ∫ ｘ ＋ １

ｘ２ ＋ ２
ｄｘ － ∫ ２ｘ

（ｘ２ ＋ ２） ２ ｄｘ　 　 　 　 　 　

＝ １
２ ∫

ｄ（ｘ２ ＋ ２）
ｘ２ ＋ ２

＋ ∫ ｄｘ
ｘ２ ＋ ２

－ ∫ ｄ（ｘ２ ＋ ２）
（ｘ２ ＋ ２） ２

＝ １
２

ｌｎ（ｘ２ ＋ ２） ＋
　 ２
２

ａｒｃｔａｎ
　 ２
２

ｘ ＋ １
ｘ２ ＋ ２

＋ Ｃ􀆰

一切有理函数的原函数均可表示为初等函数 􀆰 但对于一般的初等函数而言， 虽然在其

定义区间内原函数一定存在， 但其原函数却未必能用初等函数表示 􀆰 例如， ∫ｅｘ２ｄｘ， ∫ ｄｘ
ｌｎ ｘ

，

∫ ｓｉｎ ｘ
ｘ

ｄｘ， ∫ｓｉｎ ｘ２ｄｘ， ∫ ｄｘ
　
ｘ４ ＋ １

等这类积分被称为 “积不出” 的积分 􀆰

第二节　 定　 积　 分

定积分是积分学中的另一个基本概念 􀆰 在医药学领域具有广泛的应用 􀆰 本节将从两个

实例出发， 引入定积分的概念， 研究定积分的性质和计算方法， 并应用定积分解决一些

实际问题 􀆰

一、 定积分的概念与性质

在给出定积分的概念之前， 先看两个典型问题 􀆰

１􀆰 曲边梯形的面积

如图３－４ 所示， 设函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上非负、 连续 􀆰 由直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ， ｘ轴
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及曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 所围成的图形称为曲边梯形， 其中曲线弧称为曲边 􀆰 如何计算这个曲边梯

形的面积？
在初等数学中， 计算圆的面积所用的方法是用圆的内接正多边形的面积作为圆的面

积的近似值， 再无限逼近求出圆的面积 􀆰 现在也用同样的思想来讨论曲边梯形的面积 􀆰 由

于曲边梯形有一条曲边， 其 “高度” 是变化的， 所以不能像矩形那样简单地用底乘以高

来求面积 􀆰 然而， 由于曲边梯形的 “高” 在闭区间 ［ａ，ｂ］ 上是连续变化的， 因此可以把

闭区间 ［ａ，ｂ］ 分为多个小区间， 相应地得到多个小曲边梯形 􀆰 那么， 小曲边梯形的 “高”
在每个小区间上变化很小， 可以近似看作不变 􀆰 这样， 每个小曲边梯形的面积就可以用小

矩形的面积替代， 将这些小矩形的面积相加即可得到整个曲边梯形面积的近似值 （见
图 ３－５）􀆰 区间分割越细， 所得面积的误差就越小 􀆰 因此， 可将小矩形的面积和的极限作

为曲边梯形的面积 􀆰

图 ３－４

　 　 　 　 　 　 　 　

图 ３－５

按上述分析， 求曲边梯形的面积可归结为下列步骤 􀆰
（１） 分割： 将曲边梯形分割成多个小曲边梯形 􀆰
在区间 ［ａ，ｂ］ 中任意插入若干分点

ａ ＝ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜ ｘｎ－１ ＜ ｘｎ ＝ ｂ，
把 ［ａ，ｂ］ 分成 ｎ 个小区间 ［ｘ０，ｘ１］，［ｘ１，ｘ２］，［ｘ２，ｘ３］，…，［ｘｎ－１，ｘｎ］， 它们的长度依次为

Δｘ１ ＝ｘ１ － ｘ０，Δｘ２ ＝ ｘ２ － ｘ１，…，Δｘｎ ＝ ｘｎ － ｘｎ－１􀆰 经过每一个分点作平行于 ｙ 轴的直线， 把曲

边梯形分成 ｎ 个小曲边梯形， 其面积记为 ΔＡｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）􀆰
（２） 近似替代： 用小矩形面积近似替代小曲边梯形的面积 􀆰
在每个小区间 ［ｘｉ －１，ｘｉ］ 上任取一点 ξ ｉ， 用以 ［ｘｉ －１，ｘｉ］ 为底、 ｆ（ξ ｉ） 为高的小矩形面

积 ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ 近似替代小曲边梯形的面积 ΔＡｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）􀆰
（３） 求和： 求所有小矩形面积之和 􀆰
把 ｎ 个小矩形面积之和作为所求曲边梯形面积 Ａ 的近似值， 即

Ａ ≈ 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ􀆰

（４） 取极限： 求上述和式的极限 􀆰
记 λ ＝ ｍａｘ｛Δｘｉ｝， 当 λ → ０ 时 􀆰 求上述和式的极限， 则曲边梯形的面积为

Ａ ＝ ｌｉｍ
λ→０

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ􀆰

２􀆰 变速直线运动的路程

设有一质点做变速直线运动 􀆰 已知速度 ｖ ＝ ｖ（ ｔ） 为时间间隔 ［Ｔ１，Ｔ２］ 上 ｔ 的连续函数，
且 ｖ（ ｔ） ≥ ０， 计算在这段时间内该质点所经过的路程 ｓ􀆰
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由于质点做变速直线运动， 即速度随时间而变化， 所以不能用匀速直线运动的路程

公式来计算， 即

路程 ＝ 速度 × 时间

但因为速度函数是连续的， 在很短的一段时间内速度变化很小， 可近似为匀速 􀆰 因此， 也

可仿照上一问题的思路， 即用先求路程的近似值， 再取极限的方法来求出路程的准确值 􀆰
具体步骤如下 􀆰

（１） 分割： 在时间间隔 ［Ｔ１，Ｔ２］ 内任意插入若干分点

Ｔ１ ＝ ｔ０ ＜ ｔ１ ＜ ｔ２ ＜ … ＜ ｔｎ－１ ＜ ｔｎ ＝ Ｔ２，
把 ［Ｔ１，Ｔ２］ 分成 ｎ 个小段 ［ ｔ０，ｔ１］，［ ｔ１，ｔ２］，…，［ ｔｎ－１，ｔｎ］， 各小段时间的长度依次为 Δｔ１ ＝
ｔ１ － ｔ０，Δｔ２ ＝ ｔ２ － ｔ１，…，Δｔｎ ＝ ｔｎ － ｔｎ－１， 相应地， 在各小段时间内物体经过的路程依次为

Δｓ１，Δｓ２，…，Δｓｎ􀆰
（２） 近似代替： 在时间间隔 ［ ｔｉ －１，ｔｉ］ 上任取一个时刻 τ ｉ（ ｔｉ －１ ≤ τ ｉ ≤ ｔｉ）， 以 τ ｉ 时刻的

速度 ｖ（τ ｉ） 来替代 ［ ｔｉ －１，ｔｉ］ 上各个时刻的速度， 得到部分路程 Δｓｉ 的近似值， 即

Δｓｉ ≈ ｖ（τ ｉ）Δｔｉ 　 （ ｉ ＝ １，２，…，ｎ）􀆰
（３） 求和： ｎ 个小段部分路程的近似值之和即为所求变速直线运动路程 ｓ 的近似

值， 即

ｓ ≈ 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｖ（τ ｉ）Δｔｉ􀆰

（４） 取极限： 记 λ ＝ ｍａｘ｛Δｔｉ｝， 当 λ → ０ 时， 取上述和式的极限， 可得变速直线运

动的路程， 即

ｓ ＝ ｌｉｍ
λ→０

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｖ（τ ｉ）Δｔｉ􀆰

３􀆰 定积分的定义

上述两个问题分别是几何和物理问题， 其意义不同， 但解决问题的方法和步骤完全

一致， 均采用分割、 近似替代、 求和、 取极限的步骤 􀆰 若不考虑问题的具体意义， 而对其

在数量关系上共同的本质与特性加以概括， 便得到定积分的定义 􀆰
定义 ３－３　 设函数 ｆ（ｘ） 在闭区间 ［ａ，ｂ］ 上有界， 在 ［ａ，ｂ］ 中任意插入若干分点

ａ ＝ ｘ０ ＜ ｘ１ ＜ ｘ２ ＜ … ＜ ｘｎ－１ ＜ ｘｎ ＝ ｂ，
把 ［ａ，ｂ］ 分成 ｎ 个小区间

［ｘ０，ｘ１］，［ｘ１，ｘ２］，…，［ｘｎ－１，ｘｎ］，
各小区间的长度依次为

Δｘ１ ＝ ｘ１ － ｘ０，　 Δｘ２ ＝ ｘ２ － ｘ１，…，Δｘｎ ＝ ｘｎ － ｘｎ－１􀆰
在每个小区间 ［ｘｉ －１，ｘｉ］ 上任取一点 ξ ｉ（ｘｉ －１ ≤ ξ ｉ ≤ ｘｉ）， 对函数值 ｆ（ξ ｉ） 与小区间长度 Δｘｉ

的乘积 ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 求和， 即

ｓ ＝ 􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ􀆰

令 λ ＝ ｍａｘ｛Δｘｉ｝， 如果不论对 ［ａ，ｂ］ 如何分割， 也不论在小区间 ［ｘｉ －１，ｘｉ］ 上如何选取点

ξ ｉ， 只要当 λ→０ 时， ｓ总趋于确定的极限 Ｉ， 我们称极限 Ｉ为函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的

定积分 （ｄｅｆｉｎｉｔｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ）， 记作 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ， 即
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∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

λ→０
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ􀆰 （３－６）

其中， ｆ（ｘ） 称为被积函数 （ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ）， ｆ（ｘ）ｄｘ 称为被积表达式 （ ｉｎｔｅｇｒａｎｄ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ）， ｘ
称为积分变量 （ｖａｒｉａｂｌｅ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）， ａ 称为积分下限 （ ｌｏｗｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）， ｂ 称为

积分上限 （ｕｐｐｅｒ ｌｉｍｉｔ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）， ［ａ，ｂ］ 称为积分区间 （ｉｎｔｅｒｖａｌ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ）􀆰
根据定积分的定义， 本节最初讨论的两个具体问题都可以用定积分来表示 􀆰
（１） 曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 及直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ 和 ｘ 轴所围成的曲边梯形的面积 Ａ 为函数 ｆ（ｘ）

在区间 ［ａ，ｂ］ 上的定积分， 即 Ａ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

（２） 变速直线运动的物体从时刻 Ｔ１ 到时刻 Ｔ２ 这段时间内所经过的路程 ｓ 为其速度函

数 ｖ（ｘ） 在区间 ［Ｔ１，Ｔ２］ 上的定积分， 即 ｓ ＝ ∫Ｔ２
Ｔ１
ｖ（ ｔ）ｄｔ􀆰

由定积分的定义可知， 定积分表示一个数， 它的大小仅与被积函数和积分区间有关，
而与积分变量的记号无关， 即

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ􀆰

如果函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的定积分存在， 则称函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上可积 􀆰
那么函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上满足什么条件时， 才称得上在区间 ［ａ，ｂ］ 上可积？ 下面仅

给出两个充分条件， 证明从略 􀆰
定理 ３－５　 设 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 则 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上可积 􀆰
定理 ３－６　 设 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上有界， 且只有有限个间断点， 则 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］

上可积 􀆰
在定积分的定义中， 假设 ａ ＜ ｂ， 为了应用方便， 还规定：

（１） 当 ａ ＝ ｂ 时， ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０；

（２） 当 ａ ＞ ｂ 时， ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ － ∫ａ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

４􀆰 定积分的几何意义

当 ｆ（ｘ） ≥０ 时， 定积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 表示由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 和直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ 与 ｘ 轴所围

成的曲边梯形的面积 Ａ， 如图 ３－６ （ａ） 所示 􀆰

图 ３－６
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当 ｆ（ｘ） ≤０ 时， 定积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 表示由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 和直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ 与 ｘ 轴所围

成的曲边梯形面积 Ａ 的负值， 如图 ３－６ （ｂ） 所示 􀆰
当 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上既取得正值又取得负值时， 其图形的某些部分位于 ｘ 轴上方，

而其他部分位于 ｘ 轴下方 􀆰 此时， 定积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 表示介于 ｘ 轴、 曲线 ｆ（ｘ） 及两条直线

ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ 之间的各部分面积的代数和， 如图 ３－６ （ｃ） 所示 􀆰

５􀆰 定积分的性质

下面讨论定积分的一些基本性质， 它们对定积分的计算和应用非常重要 􀆰 在下列性质

中， 假定函数的定积分均存在 􀆰
性质 １　 被积函数的常数因子 ｋ 可以提到积分号外面， 即

∫ｂ
ａ
ｋｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｋ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

∫ｂ
ａ
ｋｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

λ→０
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｋｆ（ξ ｉ）Δｘｉ ＝ ｋｌｉｍ

λ→０
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ ＝ ｋ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

性质 ２　 两个 （或有限个） 函数的代数和的定积分等于它们的定积分的代数和， 即

∫ｂ
ａ
［ ｆ（ｘ） ± ｇ（ｘ）］ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ± ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ􀆰

∫ｂ
ａ
［ ｆ（ｘ） ± ｇ（ｘ）］ｄｘ ＝ ｌｉｍ

λ→０
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
［ ｆ（ξ ｉ） ± ｇ（ξ ｉ）］Δｘｉ

＝ ｌｉｍ
λ→０

􀰐
ｎ

ｉ ＝ １
ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ ± ｌｉｍ

λ→０
􀰐

ｎ

ｉ ＝ １
ｇ（ξ ｉ）Δｘｉ

＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ± ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ􀆰

性质 ３　 如果在区间 ［ａ，ｂ］ 上 ｆ（ｘ） ≡ １， 则

∫ｂ
ａ
１ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
ｄｘ ＝ ｂ － ａ􀆰

性质 ４　 若把区间 ［ａ，ｂ］ 分为 ［ａ，ｃ］ 和 ［ｃ，ｂ］ 两部分， 则

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

该性质表明定积分对于积分区间具有可加性 􀆰 事实上， 对任意实数 ａ， ｂ， ｃ， 总有

等式

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ

成立 􀆰 例如， 当 ａ ＜ ｂ ＜ ｃ 时， 由于

∫ｃ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ｃ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

所以

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ － ∫ｃ

ｂ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｃ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ｂ

ｃ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

性质 ５　 如果在区间 ［ａ，ｂ］ 上 ｆ（ｘ） ≥ ０， 则

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≥ ０　 （ａ ＜ ｂ）􀆰
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推论 １　 如果在区间 ［ａ，ｂ］ 上 ｆ（ｘ） ≤ ｇ（ｘ）， 则

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ　 （ａ ＜ ｂ）􀆰

这是因为 ｇ（ｘ） － ｆ（ｘ） ≥ ０， 从而

∫ｂ
ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ － ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ｂ

ａ
［ｇ（ｘ） － ｆ（ｘ）］ｄｘ ≥ ０，

所以

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｇ（ｘ）ｄｘ􀆰

推论 ２　 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ） ｄｘ（ａ ＜ ｂ）􀆰

这是因为

－ ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ） ≤ ｆ（ｘ） ，
所以

－ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ） ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ） ｄｘ，

即

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ） ｄｘ􀆰

性质 ６　 设 Ｍ 及 ｍ 分别是函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的最大值及最小值， 则有

ｍ（ｂ － ａ） ≤ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ Ｍ（ｂ － ａ）　 （ａ ＜ ｂ）􀆰

这是因为 ｍ ≤ ｆ（ｘ） ≤ Ｍ， 由性质 ５ 的推论 １ 可得

∫ｂ
ａ
ｍｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ ∫ｂ

ａ
Ｍｄｘ􀆰

再由性质 ３ 得

ｍ（ｂ － ａ） ≤ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ Ｍ（ｂ － ａ）􀆰

性质 ７ （积分中值定理） 　 如果函数 ｆ（ｘ） 在闭区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 则在积分区间

［ａ，ｂ］ 上至少存在一点 ξ， 使下式成立：

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）（ｂ － ａ）􀆰 （３－７）

该式称为积分中值公式， 又可写作

ｆ（ξ） ＝ １
（ｂ － ａ）∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－８）

设 Ｍ 及 ｍ 分别是函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的最大值及最小值， 由性质 ６ 可得

ｍ（ｂ － ａ） ≤ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ Ｍ（ｂ － ａ），

各部分除以 （ｂ － ａ）， 得

ｍ ≤ １
ｂ － ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ≤ Ｍ􀆰

这表明
１

ｂ － ａ∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 介于最大值 Ｍ 与最小值 ｍ 之间， 根据闭区间上连续函数的介值定

理， 在区间 ［ａ，ｂ］ 上至少存在一点 ξ， 使得
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ｆ（ξ） ＝ １
ｂ － ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

等式两边乘以 （ｂ － ａ）， 得

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｆ（ξ）（ｂ － ａ）􀆰

积分中值公式 （３－７） 的几何意义： 在区间 ［ａ，ｂ］ 上总能找到一点 ξ， 使得以曲线

ｙ ＝ ｆ（ｘ） 为曲边的曲边梯形的面积等于同一底边、 高为 ｆ（ξ） 的矩形的面积 （见图 ３－７）􀆰

由于 ｆ（ξ）＝ １
（ｂ － ａ）∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ， 因此也称 ｆ（ξ） 为函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的平均值 􀆰

如图 ３－７ 所示， 把 ｆ（ξ） 看作图中曲边梯形的平均高度 􀆰
对于以速度 ｖ ＝ ｖ（ ｔ） 做变速直线运动的物体， 有

ｖ（ξ） ＝ １
Ｔ２ － Ｔ１

∫Ｔ２
Ｔ１
ｖ（ ｔ）ｄｔ，

ｖ（ξ） 即为物体在 ［Ｔ１，Ｔ２］ 时间段内的平均速度 􀆰

图 ３－７

二、 微积分基本公式

１􀆰 积分上限函数

如果函数 ｆ（ ｔ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 那么定积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ 一定存在， 且其值仅与被

积函数 ｆ（ ｔ） 和积分区间 ［ａ，ｂ］ 有关 􀆰 设 ｘ 为 ［ａ，ｂ］ 上的任意一点， 由于 ｆ（ ｔ） 在区间

［ａ，ｘ］ 上仍然连续， 因此定积分 ∫ｘ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ 也一定存在 􀆰 此时， ｘ 既是定积分的上限， 也是

一个变量， 所以该定积分是积分上限 ｘ 的函数， 记作

Φ（ｘ） ＝ ∫ｘ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ　 （ａ ≤ ｘ ≤ ｂ），

该函数称为积分上限函数 （ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｕｐｐｅｒ ｌｉｍｉｔ）， 其定义域为区间 ［ａ，ｂ］􀆰 该函

数具有以下重要性质 􀆰

定理 ３－７　 设函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 则函数 Φ（ｘ） ＝ ∫ｘ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 在 ［ａ，ｂ］ 上可

导， 且
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Φ′（ｘ） ＝ ｄ
ｄｘ∫

ｘ

ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ ｆ（ｘ）　 （ａ ≤ ｘ ≤ ｂ）􀆰 （３－９）

证　 对 ｘ ∈ ［ａ，ｂ］， 取增量 Δｘ 使 ｘ ＋ Δｘ ∈ ［ａ，ｂ］， 则有

ΔΦ ＝ Φ（ｘ ＋ Δｘ） － Φ（ｘ） ＝ ∫ｘ＋Δｘ
ａ

ｆ（ ｔ）ｄｔ － ∫ｘ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ

＝ ∫ｘ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ ＋ ∫ｘ＋Δｘ

ｘ
ｆ（ ｔ）ｄｔ － ∫ｘ

ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ

＝ ∫ｘ＋Δｘ
ｘ

ｆ（ ｔ）ｄｔ􀆰

由积分中值定理得

ΔΦ ＝ ｆ（ξ）Δｘ　 （ξ 介于 ｘ 与 ｘ ＋ Δｘ 之间）􀆰
当 Δｘ → ０ 时， ξ → ｘ􀆰 因为 ｆ（ｘ） 为连续函数， 所以

Φ′（ｘ） ＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ΔΦ
Δｘ

＝ ｌｉｍ
Δｘ→０

ｆ（ξ） ＝ ｌｉｍ
ξ→ｘ

ｆ（ξ） ＝ ｆ（ｘ）􀆰

该定理表明， 区间 ［ａ，ｂ］ 上的连续函数 ｆ（ｘ） 的原函数一定存在， 且积分上限函数

Φ（ｘ） 就是被积函数 ｆ（ｘ） 的一个原函数 􀆰 这揭示了定积分和不定积分的内在联系 􀆰

例 ３－４２　 求 ∫ｘ
１

　
１ ＋ ｔ２ ｄｔ 的导数 􀆰

解　 由式 （３－９） 得

ｄ
ｄｘ∫

ｘ

１

　
１ ＋ ｔ２ ｄｔ ＝

　
１ ＋ ｘ２ 􀆰

例 ３－４３　 求 ∫２ｘ
１
ｔｅ －ｔ２ｄｔ 的导数 􀆰

解　 设 Φ（ｘ） ＝ ∫ｘ
１
ｔｅ －ｔ２ｄｔ， 则 Φ（２ｘ） ＝ ∫２ｘ

１
ｔｅ －ｔ２ｄｔ􀆰 根据式 （３－９） 和复合函数的求导法

则， 有

ｄ
ｄｘ∫

２ｘ

１
ｔｅ －ｔ２ｄｔ ＝ ｄ

ｄｘ
Φ（２ｘ） ＝ ｄ

ｄｕ
Φ（ｕ）·ｄｕ

ｄｘ
＝ ｕｅ －ｕ２·２ ＝ ４ｘ·ｅ －４ｘ２􀆰

其中， ｕ ＝ ２ｘ􀆰

例 ３－４４　 求 ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０
ｓｉｎ３ ｔｄｔ

ｘ４ 􀆰

解　 此题属 “ ０
０

” 型不定式的极限， 由洛必达法则得

ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０
ｓｉｎ３ ｔｄｔ

ｘ４
＝ ｌｉｍ

ｘ→０

ｓｉｎ３ｘ
４ｘ３

＝ １
４
􀆰

２􀆰 牛顿－莱布尼茨公式

定理 ３－８　 如果函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 且函数 Ｆ（ｘ） 是函数 ｆ（ｘ） 在区间

［ａ，ｂ］ 上的一个原函数， 则

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ（ｘ） ｂ

ａ ＝ Ｆ（ｂ） － Ｆ（ａ）􀆰 （３－１０）
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证　 已知函数 Ｆ（ｘ） 是连续函数 ｆ（ｘ） 的一个原函数， 根据定理 ３－７， 积分上限函数

Φ（ｘ） ＝ ∫ｘ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ

也是 ｆ（ｘ） 的一个原函数 􀆰 因此存在常数 Ｃ， 使得

Ｆ（ｘ） － Φ（ｘ） ＝ Ｃ　 （ａ ≤ ｘ ≤ ｂ）􀆰

当 ｘ ＝ ａ 时， Ｆ（ａ） － Φ（ａ） ＝ Ｃ， 而 Φ（ａ） ＝ ∫ａ
ａ
ｆ（ ｔ）ｄｔ ＝ ０， 所以 Ｃ ＝ Ｆ（ａ）；

当 ｘ ＝ ｂ 时， Ｆ（ｂ） － Φ（ｂ） ＝ Ｃ ＝ Ｆ（ａ）， 所以 Φ（ｂ） ＝ Ｆ（ｂ） － Ｆ（ａ）， 即

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ Ｆ（ｂ） － Ｆ（ａ）􀆰

此公式称为牛顿－莱布尼茨公式 （Ｎｅｗｔｏｎ－Ｌｅｉｂｎｉｚ ｆｏｒｍｕｌａ）， 也称为微积分基本公式 􀆰
它进一步揭示了定积分与被积函数的原函数或不定积分之间的联系 􀆰

例 ３－４５　 计算 ∫２
０
ｘｄｘ􀆰

解 ∫２
０
ｘｄｘ ＝ １

２
ｘ２

２

０
＝ １

２
× ２２ － １

２
× ０２ ＝ ２􀆰

例 ３－４６　 计算 ∫１
－１
ｅｘｄｘ􀆰

解 ∫１
－１
ｅｘｄｘ ＝ ｅｘ

１

－１
＝ ｅ － ｅ －１􀆰

例 ３－４７　 计算 ∫１
０

１
ｘ ＋ ２

ｄｘ􀆰

解 ∫１
０

１
ｘ ＋ ２

ｄｘ ＝ ｌｎ（ｘ ＋ ２）
１

０
＝ ｌｎ ３

２
􀆰

三、 定积分的换元积分法和分部积分法

由牛顿－莱布尼茨公式可知， 求定积分的关键是求出被积函数的原函数 􀆰 因此， 与不

定积分类似， 求定积分的方法也有换元积分法和分部积分法两种 􀆰

１􀆰 换元积分法

定理 ３－９　 设函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上连续， 函数 ｘ ＝ φ（ ｔ） 在 ［α，β］ （或 ［β，α］ ）
上单调且具有连续导数， 其中 φ（α） ＝ ａ， φ（β） ＝ ｂ􀆰 当 ｔ 在 ［α，β］ （或 ［β，α］ ） 上变化

时， φ（ ｔ） 的值不超出 ［ａ，ｂ］， 则有

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫β

ａ
ｆ ［φ（ ｔ）］φ′（ ｔ）ｄｔ􀆰 （３－１１）

式 （３－１１） 称为定积分的换元积分公式 􀆰
注意： 用换元法求定积分时， 换元过程与不定积分的第二类换元法相同， 但换元时

必须同时换积分限； 另外， 求出新被积函数的原函数后， 无须回代变量， 直接用新变量

的积分限计算即可 􀆰

例 ３－４８　 计算 ∫ａ
０

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ（ａ ＞ ０）􀆰
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解　 设 ｘ ＝ ａｓｉｎ ｔ， 则 ｄｘ ＝ ａｃｏｓ ｔｄｔ􀆰 当 ｘ ＝ ０ 时， ｔ ＝ ０； 当 ｘ ＝ ａ 时， ｔ ＝ π
２
􀆰 于是有

∫ａ
０

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ ＝ ∫

π
２

０
ａｃｏｓ ｔ·ａｃｏｓ ｔｄｔ　 　 　 　

＝ ａ２∫
π
２

０
ｃｏｓ２ ｔｄｔ ＝ ａ２

２ ∫
π
２

０
（１ ＋ ｃｏｓ ２ｔ）ｄｔ

＝ ａ２

２
ｔ ＋ １

２
ｓｉｎ ２ｔé

ë
êê

ù

û
úú

π
２

０
＝ １

４
πａ２􀆰

注意到， 定积分 ∫ａ
０

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ 的几何意义是以坐标原点为圆心、 以 ａ 为半径的圆落

在第一象限部分的面积， 因此， 该积分值也可以根据定积分的几何意义直接求得 􀆰

例 ３－４９　 计算 ∫４
０

ｘ ＋ ２
　 ２ｘ ＋ １

ｄｘ􀆰

解　 设
　 ２ｘ ＋ １ ＝ ｔ， 则 ｘ ＝ ｔ２ － １

２
， ｄｘ ＝ ｔｄｔ􀆰 当 ｘ ＝ ０ 时， ｔ ＝ １； 当 ｘ ＝ ４ 时， ｔ ＝ ３􀆰 于

是有

∫４
０

ｘ ＋ ２
　 ２ｘ ＋ １

ｄｘ ＝ ∫３
１

ｔ２ － １
２

＋ ２

ｔ
·ｔｄｔ ＝ １

２ ∫
３

１
（ ｔ２ ＋ ３）ｄｔ　 　 　 　

＝ １
２

１
３

ｔ３ ＋ ３ｔé

ë
êê

ù

û
úú

３

１
＝ １

２
２７
３

＋ ９æ

è
ç

ö

ø
÷ － １

３
＋ ３æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

＝ ２２
３
􀆰

例 ３－５０　 计算 ∫
π
２

０
ｃｏｓ５ｘｓｉｎ ｘｄｘ􀆰

解　 先用凑微分法求得原函数， 再用牛顿－莱布尼茨公式计算定积分， 得到

∫
π
２

０
ｃｏｓ５ｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ － ∫

π
２

０
ｃｏｓ５ｘｄ（ｃｏｓ ｘ） ＝ － １

６
ｃｏｓ６ｘé

ë
êê

ù

û
úú

π
２

０

＝ － １
６
ｃｏｓ６ π

２
＋ １

６
ｃｏｓ６０ ＝ １

６
􀆰

也可使用换元积分公式 （３－１１）， 设 ｔ ＝ ｃｏｓ ｘ， 则 ｄｔ ＝ － ｓｉｎ ｘｄｘ􀆰 当 ｘ ＝ ０ 时， ｔ ＝ １； 当 ｘ ＝
π
２

时， ｔ ＝ ０􀆰 于是有

∫
π
２

０
ｃｏｓ５ｘｓｉｎ ｘｄｘ ＝ － ∫０

１
ｔ５ｄｔ ＝ － ｔ６

６

０

１
＝ １

６
􀆰

此例中， 前一种解法直接求得 ｃｏｓ５ｘｓｉｎ ｘ 的原函数， 定积分的积分变量始终为 ｘ， 所

以积分限不变； 而后一种解法使用定积分的变量代换法， 积分变量由 ｘ 变为 ｔ， 所以积分

限也要相应地变化 􀆰
例 ３－５１　 证明： 若 ｆ（ｘ） 在 ［ － ａ，ａ］ 上连续， 则

（１） 当 ｆ（ｘ） 为奇函数时， ∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０；
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（２） 当 ｆ（ｘ） 为偶函数时， ∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２∫ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

证　 因为 ∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫０

－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ，

而

∫０
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

ｘ ＝ － ｔ
􀪅􀪅􀪅􀪅－ ∫０

ａ
ｆ（ － ｔ）ｄｔ ＝ ∫ａ

０
ｆ（ － ｔ）ｄｔ ＝ ∫ａ

０
ｆ（ － ｘ）ｄｘ，

所以

∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ａ

０
ｆ（ － ｘ）ｄｘ ＋ ∫ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ∫ａ
０
［ ｆ（ － ｘ） ＋ ｆ（ｘ）］ｄｘ􀆰

当 ｆ（ｘ） 为奇函数时， 有 ｆ（ － ｘ） ＝ － ｆ（ｘ）， 所以 ∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ０；

当 ｆ（ｘ） 为偶函数时， 有 ｆ（ － ｘ） ＝ ｆ（ｘ）， 所以 ∫ａ
－ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ２∫ａ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

例 ３－５２　 若 ｆ（ｘ） 是以 Ｔ 为周期的连续函数， 试证明： ∫ａ＋Ｔ
ａ

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫Ｔ
０
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

证 ∫ａ＋Ｔ
ａ

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫０
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫Ｔ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫ａ＋Ｔ

Ｔ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

对积分 ∫ａ＋Ｔ
Ｔ

ｆ（ｘ）ｄｘ， 设 ｘ ＝ ｕ ＋ Ｔ， 则

∫ａ＋Ｔ
Ｔ

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫ａ
０
ｆ（ｕ ＋ Ｔ）ｄｕ ＝ ∫ａ

０
ｆ（ｕ）ｄｕ ＝ － ∫０

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

从而

∫ａ＋Ｔ
ａ

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫０
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫Ｔ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ － ∫０

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ∫Ｔ
０
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

２􀆰 分部积分法

与不定积分的分部积分法类似， 设函数 ｕ（ｘ）， ｖ（ｘ） 分别在区间 ［ａ，ｂ］ 上具有连续的

导数 ｕ′（ｘ）， ｖ′（ｘ）， 对等式

（ｕｖ） ′ ＝ ｕ′ｖ ＋ ｕｖ′
两边在区间 ［ａ，ｂ］ 上积分， 得

ｕｖ ｂ
ａ ＝ ∫ｂ

ａ
ｕｖ′ｄｘ ＋ ∫ｂ

ａ
ｕ′ｖｄｘ，

即

∫ｂ
ａ
ｕｖ′ｄｘ ＝ ｕｖ ｂ

ａ － ∫ｂ
ａ
ｕ′ｖｄｘ， （３－１２）

或

∫ｂ
ａ
ｕｄｖ ＝ ｕｖ ｂ

ａ － ∫ｂ
ａ
ｖｄｕ􀆰 （３－１３）

以上两式就是定积分的分部积分公式， 其运用原则与不定积分的分部积分法相同 􀆰
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例 ３－５３　 计算 ∫ｅ
１
ｌｎ ｘｄｘ􀆰

解 ∫ｅ
１
ｌｎ ｘｄｘ ＝ ｘｌｎ ｘ

ｅ

１
－ ∫ｅ

１
ｘｄ（ｌｎ ｘ）

＝ ｅ － ∫ｅ
１
ｄｘ ＝ １􀆰

例 ３－５４　 计算 ∫０
－１
ｘｅ －ｘｄｘ􀆰

解　 ∫０
－１
ｘｅ －ｘｄｘ ＝ － ∫０

－１
ｘｄｅ －ｘ ＝ － ｘｅ －ｘ

０

－１
＋ ∫０

－１
ｅ －ｘｄｘ

＝ － ｘｅ －ｘ ０
－１ － ｅ －ｘ ０

－１ ＝ － １􀆰
例 ３－５５　 在药物动力学中， 药物从患者尿液中排出速率的数学模型为 ｒ（ ｔ） ＝ ｔｅ －ｋｔ，

其中， ｔ 为时间变量， ｋ 为常数 􀆰 求在时间间隔 ［０，Ｔ］ 内排出的药量 􀆰
解　 在时间间隔 ［０，Ｔ］ 内排出的药量为

∫Ｔ
０
ｒ（ ｔ）ｄｔ ＝ ∫Ｔ

０
ｔｅ －ｋｔｄｔ ＝ － １

ｋ ∫
Ｔ

０
ｔｄｅ －ｋｔ ＝ － １

ｋ
ｔｅ －ｋｔ

Ｔ

０
＋ １

ｋ ∫
Ｔ

０
ｅ －ｋｔｄｔ

＝ － １
ｋ
Ｔｅ －ｋＴ － １

ｋ２ ｅ －ｋｔ
Ｔ

０

＝ １
ｋ２

－ ｅ －ｋＴ Ｔ
ｋ

＋ １
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷ 􀆰

四、 反常积分

定积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 要求满足两个基本条件： ①积分区间 ［ａ，ｂ］ 有限； ②被积函数 ｆ（ｘ）

在 ［ａ，ｂ］ 上有界 􀆰 但在实际问题中， 还会遇到不满足上述两个条件的情形， 因此， 有必要

将定积分的概念推广到积分区间无限和被积函数无界这两种情形， 此时的定积分称为反

常积分 （ｉｍｐｒｏｐｅｒ ｉｎｔｅｇｒａｌ） 或广义积分 􀆰

１􀆰 无穷区间的反常积分

定义 ３－４　 设函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ， ＋ ∞） 上连续， 任取 ｂ ＞ ａ􀆰 如果极限

ｌｉｍ
ｂ→＋∞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ （３－１４）

存在， 则称此极限为函数 ｆ（ｘ） 在无穷区间 ［ａ， ＋ ∞） 上的反常积分， 记作 ∫＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 同

时， 称反常积分 ∫＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 存在或收敛 􀆰 如果上述极限不存在， 则函数 ｆ（ｘ） 在无穷区间

［ａ， ＋ ∞） 上的反常积分 ∫＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 无意义， 习惯上称反常积分 ∫＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 发散 􀆰 此时

∫＋∞

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 不再表示数值 􀆰

类似地， 定义函数 ｆ（ｘ） 在区间 （ － ∞，ｂ］ 上的反常积分为

∫ｂ
－∞

ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ａ→－∞∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－１５）

函数 ｆ（ｘ） 在区间 （ － ∞， ＋ ∞） 上的反常积分为
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∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ∫０

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ∫＋∞

０
ｆ（ｘ）ｄｘ

＝ ｌｉｍ
ａ→－∞∫

０

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

０
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－１６）

如果式 （３－１６） 右边的两个反常积分都存在， 则称反常积分 ∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ 存在； 如果

其中有一个反常积分发散， 则称反常积分 ∫＋∞

－∞
ｆ（ｘ）ｄｘ 发散 􀆰

上述反常积分统称为无穷区间的反常积分 􀆰

例 ３－５６　 计算反常积分 ∫＋∞

０
ｘｅ －ｘ２ｄｘ􀆰

解　 ∫＋∞

０
ｘｅ －ｘ２ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

０
ｘｅ －ｘ２ｄｘ ＝ － １

２
ｌｉｍ
ｂ→＋∞

ｅ －ｘ２
ｂ

０

＝ － １
２

ｌｉｍ
ｂ→＋∞

（ｅ －ｂ２ － １） ＝ １
２
􀆰

例 ３－５７　 计算反常积分 ∫＋∞

－∞

１
１ ＋ ｘ２ ｄｘ􀆰

解　 ∫＋∞

－∞

１
１ ＋ ｘ２ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ａ→－∞∫
０

ａ

１
１ ＋ ｘ２ ｄｘ ＋ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

０

１
１ ＋ ｘ２ ｄｘ

＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

ａｒｃｔａｎｂ － ｌｉｍ
ａ→－∞

ａｒｃｔａｎａ

＝ π
２

－ － π
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ π􀆰

例 ３－５８　 讨论反常积分 ∫＋∞

ａ

１
ｘｐ ｄｘ（ａ ＞ ０） 的敛散性 􀆰

解　 当 ｐ ＝ １ 时，

∫＋∞

ａ

１
ｘｐ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ａ

１
ｘ

ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

ｌｎ ｘ
ｂ

ａ

＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

（ｌｎ ｂ － ｌｎ ａ） ＝ ＋ ∞；

当 ｐ ＜ １ 时，

∫＋∞

ａ

１
ｘｐ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ａ

１
ｘｐ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞

１
１ － ｐ

ｘ１－ｐ
ｂ

ａ

＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

１
１ － ｐ

ｂ１－ｐ － １
１ － ｐ

ａ１－ｐæ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

ａ

＝ ＋ ∞；
当 ｐ ＞ １ 时，

∫＋∞

ａ

１
ｘｐ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞∫
ｂ

ａ

１
ｘｐ ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ｂ→＋∞

１
１ － ｐ

ｘ１－ｐ
ｂ

ａ

＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

１
１ － ｐ

ｂ１－ｐ － １
１ － ｐ

ａ１－ｐæ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

ａ

＝ ａ１－ｐ

ｐ － １
􀆰
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因此， 当 ｐ ＞ １ 时， 此反常积分收敛， 其值为
ａ１－ｐ

ｐ － １
； 当 ｐ≤１ 时， 此反常积分发散 􀆰

例 ３－５９　 在例 ３－５５ 中， 求患者的排药总量， 即求 ｒ（ ｔ） 在区间 ［０， ＋ ∞ ） 上的反常

积分 􀆰

解　 ∫＋∞

０
ｒ（ ｔ）ｄｔ ＝ ｌｉｍ

Ｔ→＋∞∫
Ｔ

０
ｔｅ －ｋｔｄｔ ＝ ｌｉｍ

Ｔ→＋∞

１
ｋ２

－ ｅ －ｋＴ Ｔ
ｋ

＋ １
ｋ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
＝ １
ｋ２ 􀆰

２􀆰 无界函数的反常积分

若 ｌｉｍ
ｘ→ａ

ｆ（ｘ） ＝ ∞， 则称 ｘ ＝ ａ 为 ｆ（ｘ） 的无穷间断点或瑕点 􀆰

定义 ３－５　 设函数 ｆ（ｘ） 在区间 （ａ，ｂ］ 上连续， ｘ ＝ ａ 为 ｆ（ｘ） 的瑕点 􀆰 如果极限

ｌｉｍ
ε→０ ＋∫

ｂ

ａ＋ε
ｆ（ｘ）ｄｘ （３－１７）

存在， 则称此极限为无界函数 ｆ（ｘ） 在 （ａ，ｂ］ 上的反常积分， 记作 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ， 即

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ε→０ ＋∫
ｂ

ａ＋ε
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

此时也称反常积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 收敛； 否则， 称反常积分 ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 发散 􀆰

类似地， 设函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ） 上连续， ｘ ＝ ｂ 为 ｆ（ｘ） 的瑕点， 定义无界函数 ｆ（ｘ）
在 ［ａ，ｂ） 上的反常积分为

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ε→０ ＋∫
ｂ－ε

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－１８）

设函数 ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上除点 ｃ（ａ ＜ ｃ ＜ ｂ） 外连续， ｘ ＝ ｃ 为 ｆ（ｘ） 的瑕点， 定义无

界函数 ｆ（ｘ） 在 ［ａ，ｂ］ 上的反常积分为

∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＝ ｌｉｍ

ε１→０ ＋∫
ｃ－ε１

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ ＋ ｌｉｍ

ε２→０ ＋∫
ｂ

ｃ＋ε２
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－１９）

如果式 （３－１９） 右边的两个反常积分都存在， 则称反常积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 收敛； 否则，

称反常积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 发散 􀆰

无界函数的反常积分也称为瑕积分 􀆰

例 ３－６０　 计算反常积分 ∫１
０

１
　
１ － ｘ２

ｄｘ􀆰

解　 因为 ｌｉｍ
ｘ→１

１
　
１ － ｘ２

＝ ＋ ∞， 所以 ｘ ＝ １ 为瑕点， 于是

∫１
０

１
　
１ － ｘ２

ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ε→０ ＋∫

１－ε

０

１
　
１ － ｘ２

ｄｘ􀆰 　 　 　 　

＝ ｌｉｍ
ε→０ ＋

［ａｒｃｓｉｎ（１ － ε） － ０］

＝ π
２
􀆰

例 ３－６１　 计算 ∫８
－１

１
３ｘ

ｄｘ 的收敛性 􀆰
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解　 函数
１
３ｘ

在区间 ［ － １，８］ 上除 ｘ ＝ ０ 外连续， 且 ｌｉｍ
ｘ→０

１
３ｘ

＝ ∞􀆰 所以

∫８
－１

１
３ｘ

ｄｘ ＝ ｌｉｍ
ε１→０ ＋∫

０－ε１

－１

１
３ｘ

ｄｘ ＋ ｌｉｍ
ε２→０ ＋∫

８

０＋ε２

１
３ｘ

ｄｘ􀆰

＝ ｌｉｍ
ε１→０ ＋

３
２

ｘ
２
３

é

ë
êê

ù

û
úú

－ε１

－１
＋ ｌｉｍ

ε２→０ ＋

３
２

ｘ
２
３

é

ë
êê

ù

û
úú

８

ε２

＝ ９
２
􀆰

可以看出， 无界函数的反常积分的符号与定积分无区别， 很容易混淆 􀆰 例如， 对于积

分 ∫π
０
ｔａｎ ｘｄｘ， 被积函数 ｙ ＝ ｔａｎ ｘ 在 ｘ ＝ π

２
处无界， 应按反常积分来计算， 如果按普通定积

分来计算， 则会得出错误的结果 􀆰 所以， 计算积分 ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ 时， 应先检查被积函数在积

分区间上是否有界， 判断是普通定积分还是反常积分， 再进行计算 􀆰

第三节　 定积分的应用

定积分理论源于实践， 又在实践中具有广泛的应用 􀆰 本节从定积分解决实际问题的微

元法入手， 介绍定积分在几何学、 物理学和医学中的应用 􀆰

一、 微元法

在定积分定义中， 将所求的量 Ｆ （如曲边梯形的面积、 变速直线运动的路程等） 分解

为局部量 ΔＦ ｉ， 用相应的小区间 ［ｘｉ －１，ｘｉ］ 上某点 ξ ｉ 的函数值 ｆ（ξ ｉ） 与区间长度 Δｘｉ 的乘积

ｆ（ξ ｉ）Δｘｉ 近似替代 ΔＦ ｉ， 再通过求和与取极限， 将所求的量 Ｆ 表示为函数 ｆ（ｘ） 在 ［ａ，ｂ］
上的积分， 即

Ｆ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

在实际应用中， 通常将上述 ４ 个步骤简化为以下 ２ 个步骤 􀆰
（１） 求微元 （分割和近似替代）： 求出所求量 Ｆ 的微元 􀆰
在 ［ａ，ｂ］ 内的任意一个小区间 ［ｘ，ｘ ＋ ｄｘ］ 上， 求出 Ｆ 的局部量 ΔＦ 的近似值 ΔＦ ≈

ｆ（ｘ）ｄｘ， 称 ｆ（ｘ）ｄｘ 为所求量 Ｆ 的微元 （微分）， 记作 ｄＦ（ｘ） ＝ ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰
（２） 求积分 （求和与求极限）： 将 Ｆ 的微元从 ａ 无限累加到 ｂ， 便得到所求量 Ｆ， 即

Ｆ ＝ ∫ｂ
ａ
ｄＦ（ｘ） ＝ ∫ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

这种方法称为微元法， 又称元素法 􀆰 下面用微元法来讨论平面图形面积和旋转体体积

的计算问题 􀆰
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二、 平面图形的面积

求由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ）， ｙ ＝ ｇ（ｘ）（ ｆ（ｘ） ≥ ｇ（ｘ）） 及直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ（ａ ＜ ｂ） 所围成的平面

图形的面积 Ａ （见图 ３－８）􀆰

当 ｇ（ｘ） ＝ ０ 时， Ａ 为曲边梯形的面积， 即 Ａ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

对于一般的 ｇ（ｘ）， 我们用微元法求 Ａ􀆰 首先在 ［ａ，ｂ］ 内任取一小区间 ［ｘ，ｘ ＋ ｄｘ］，
对应的小曲边梯形面积近似等于高为 ［ ｆ（ｘ） － ｇ（ｘ）］、 底为 ｄｘ 的小矩形面积， 所以面积

微元为 ｄＡ ＝ ［ ｆ（ｘ） － ｇ（ｘ）］ｄｘ， 故平面图形的面积为

Ａ ＝ ∫ｂ
ａ
［ ｆ（ｘ） － ｇ（ｘ）］ｄｘ􀆰 （３－２０）

类似地， 对由左右曲线 ｘ ＝ φ（ｙ）， ｘ ＝ ψ（ｙ）（φ（ｙ）≥ψ（ｙ）） 及直线 ｙ ＝ ｃ， ｙ ＝ ｄ（ｃ ＜ ｄ）
所围成的平面图形的面积 Ａ （见图 ３－９）， 有

Ａ ＝ ∫ｄ
ｃ
［φ（ｙ） － ψ（ｙ）］ｄｙ􀆰 （３－２１）

图 ３－８

　 　 　 　 　 　

图 ３－９

例 ３－６２　 求由抛物线 ｙ ＝ ４ － ｘ２ 和直线 ｙ ＝ ３ｘ 所围成的图形的面积 􀆰
解　 画出草图 （见图 ３－１０）􀆰 为便于计算， 需要合理地选择积分变量 􀆰 由图形可知，

选 ｘ 为积分变量较为合适 􀆰
为了确定积分限， 先求出抛物线 ｙ ＝ ４ － ｘ２ 与直线 ｙ ＝ ３ｘ 的交点， 即解方程组

ｙ ＝ ４ － ｘ２，
ｙ ＝ ３ｘ，{ 得到交点为 Ａ（ － ４， － １２）， Ｂ（１，３）􀆰 因此， ｘ 的积分上、 下限分别为 １ 和

－ ４􀆰 面积微元为 ｄＡ ＝ ［（４ － ｘ２） － ３ｘ］ｄｘ， 于是所求图形的面积为

Ａ ＝ ∫１
－４
［（４ － ｘ２） － ３ｘ］ｄｘ ＝ ４ｘ － １

３
ｘ３ － ３

２
ｘ２æ

è
ç

ö

ø
÷

１

－４
＝ １２５

６
􀆰

例 ３－６３　 求由抛物线 ｙ２ ＝ ２ｘ 和直线 ｙ ＝ ｘ － ４ 所围成的图形的面积 􀆰

解　 画出草图 （见图 ３－１１）􀆰 选 ｙ 为积分变量， 解方程组
ｙ２ ＝ ２ｘ，
ｙ ＝ ｘ － ４，{ 得到交点 Ａ（２， － ２），

Ｂ（８，４）􀆰 于是所求面积为

Ａ ＝ ∫４
－２

ｙ ＋ ４ － １
２
ｙ２æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｙ ＝ １

２
ｙ２ ＋ ４ｙ － １

６
ｙ３æ

è
ç

ö

ø
÷

４

－２
＝ １８􀆰
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图 ３－１０

　 　 　 　
图 ３－１１

例 ３－６４　 求由椭圆
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １ 所围成的图形的面积 􀆰

解　 如图 ３－１２ 所示， 由椭圆的对称性可知， 整个椭圆的面积等于其在第一象限部分

面积的 ４ 倍， 于是

图 ３－１２

Ｓ ＝ ４∫ａ
０
ｙｄｘ ＝ ４∫ａ

０

ｂ
ａ

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ

ｘ ＝ ａｓｉｎ ｔ
􀪅􀪅􀪅􀪅􀪅 ４∫

π
２

０
ａｂ ｃｏｓ２ ｔｄｔ

＝ ２ａｂ∫
π
２

０
（１ ＋ ｃｏｓ ２ｔ）ｄｔ

＝ ２ａｂ·π
２

＝ ａｂπ􀆰

当 ａ ＝ ｂ 时， 上式即为圆的面积公式 􀆰

三、 旋转体体积

旋转体是由一平面图形绕该平面内的一条直线 （称为旋转轴） 旋转一周而成的立体

图形 􀆰 例如， 圆柱、 圆锥、 圆台、 球体都是旋转体 􀆰 在医学实验中， 许多容器的形状都属

于旋转体 􀆰
下面讨论由曲线 ｙ ＝ ｆ（ｘ）， 直线 ｘ ＝ ａ， ｘ ＝ ｂ（ａ ＜ ｂ） 及 ｘ 轴所围成的曲边梯形绕 ｘ 轴

旋转一周而成的旋转体的体积 Ｖ （见图 ３－１３）􀆰
运用微元法， 在 ［ａ，ｂ］ 内任取一小区间 ［ｘ，ｘ ＋ ｄｘ］， 对应的小薄片 （旋转体） 的体

积 ΔＶ近似等于以 ｆ（ｘ）为底半径、 ｄｘ为高的圆柱体体积， 所以体积微元为 ｄＶ ＝πｆ ２（ｘ）ｄｘ，
故旋转体的体积为

Ｖ ＝ π∫ｂ
ａ
ｆ ２（ｘ）ｄｘ􀆰 （３－２２）

类似地， 对于由曲线 ｘ ＝ φ（ｙ）， 直线 ｙ ＝ ｃ， ｙ ＝ ｄ（ｃ ＜ ｄ） 及 ｙ 轴所围成的曲边梯形绕

ｙ 轴旋转一周而成的旋转体的体积， 有
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Ｖ ＝ π∫ｄ
ｃ
φ２（ｙ）ｄｙ􀆰 （３－２３）

例 ３－６５　 求由椭圆
ｘ２

ａ２
＋ ｙ２

ｂ２
＝ １ 所围成的图形绕 ｘ 轴旋转而成的旋转体的体积 􀆰

解　 该旋转体可以看作由半个椭圆

ｙ ＝ ｂ
ａ

　
ａ２ － ｘ２

及 ｘ 轴围成的图形绕 ｘ 轴旋转而成的椭球体 （见图 ３－１４）􀆰

图 ３－１３

　 　 　 　 　 　 　 　

图 ３－１４

由式 （３－２２） 可知， 所求旋转椭球体的体积为

Ｖ ＝ π∫ａ
－ａ
ｙ２ｄｘ ＝ π∫ａ

－ａ

ｂ２

ａ２（ａ
２ － ｘ２）ｄｘ ＝ ２π∫ａ

０

ｂ２

ａ２（ａ
２ － ｘ２）ｄｘ

＝ ２π ｂ２

ａ２ ａ２ｘ － １
３

ｘ３æ

è
ç

ö

ø
÷

ａ

０
＝ ４

３
πａｂ２􀆰

当 ａ ＝ ｂ ＝ Ｒ 时， 上式即为半径为 Ｒ 的球体的体积 Ｖ ＝ ４
３
πＲ３􀆰

例 ３－６６　 求由曲线 ｘ２ ＋ （ｙ － ｂ） ２ ＝ ａ２（０ ＜ ａ ≤ ｂ） 所围成的图形绕 ｘ 轴旋转所成的

旋转体的体积 􀆰

图 ３－１５

解　 如图 ３－１５ 所示， 旋转体的体积等于由上半圆和下半圆

分别与直线 ｘ ＝ － ａ， ｘ ＝ ａ 及 ｘ 轴所围成的曲边梯形绕 ｘ 轴旋转

一周而成的两个旋转体体积之差 􀆰 由式 （３－２２） 得

Ｖ ＝ π∫ａ
－ａ
（ｂ ＋ 　

ａ２ － ｘ２ ） ２ｄｘ － π∫ａ
－ａ

（ｂ － 　
ａ２ － ｘ２ ）

２
ｄｘ

＝ π∫ａ
－ａ
４ｂ

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ

＝ ８πｂ∫ａ
０

　
ａ２ － ｘ２ ｄｘ

＝ ２π２ａ２ｂ􀆰

四、 变力沿直线所做的功

由物理学知识可知， 如果物体在与运动方向一致的恒力 Ｆ 作用下做直线运动， 当物
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体移动了距离 ｓ 时， 力 Ｆ 对物体所做的功为

Ｗ ＝ Ｆｓ􀆰
如果物体所受的力是变化的， 即为变力沿直线做功的问题， 则可以用定积分计算 􀆰
例 ３－６７　 有一圆柱形贮水桶， 高为 ５ｍ， 底圆半径为 ３ｍ， 桶内盛满了水 􀆰 试问要把

桶内的水全部吸出需做多少功 􀆰 （已知水的密度为 １０００ ｋｇ ／ ｍ３， 重力加速度取 ９􀆰 ８ ｍ ／ ｓ２􀆰 ）
解　 取深度 ｘ 为积分变量， 其变化区间为 ［０，５］􀆰 任取一小区间 ［ｘ，ｘ ＋ ｄｘ］， 对应的薄

层水的高度为 ｄｘ􀆰 由于水的密度为 １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３， 该薄层水的重力为 ９􀆰 ８ × １ ０００π ×
３２ｄｘ（Ｎ）􀆰 将该薄层水吸出桶外所需做的功近似为

ｄＷ ＝ ８８ ２００πｘｄｘ（Ｊ），
即功的微元 􀆰 于是所求的功为

Ｗ ＝ ∫５
０
８８ ２００πｘｄｘ ＝ ８８ ２００π ｘ２

２

５

０
＝ １ １０２ ５００π（Ｊ） ＝ １ １０２􀆰 ５π（ｋＪ）􀆰

五、 定积分在医学中的应用

在医学领域中， 有许多问题涉及量的累加性， 这类问题一般可以利用定积分来求解 􀆰
下面通过具体实例介绍定积分在医学中的应用 􀆰

例 ３－６８　 单位时间内血管稳定流动中的血液流量 􀆰
把一段血管设想为一根圆管 􀆰 血液与其他流体类似， 具有内摩擦， 其大小由黏度

（记作 μ ） 表征 􀆰 此外， 血液在管壁处也有摩擦， 血液在管壁处的流速为零， 越靠近管中

心流速越大， 在管中心处的流速达到最大值 􀆰 在一段长为 Ｌ、 横截面半径为 Ｒ 的血管中，
距离中心轴为 ｒ 处的血液流速为

Ｖ（ ｒ） ＝ Ｐ
４μＬ

（Ｒ２ － ｒ２），

其中， Ｐ 为血管两端的压力差 􀆰 试求单位时间内通过血管的血液流量 􀆰

图 ３－１６

解　 在横截面上取一内径为 ｒ、 外径为 ｒ ＋ ｄｒ 的小圆环， 如

图 ３－１６ 所示， 其面积为

ΔＳ ＝ π（ ｒ ＋ ｄｒ） ２ － πｒ２ ＝ ２πｒｄｒ ＋ π（ｄｒ） ２ ≈ ２πｒｄｒ􀆰
由于血管中某点处血液的流速仅与 ｒ 有关， 可以认为在该

小圆环上血液的流速近似相等 􀆰 所以在单位时间内通过该小圆

环的血液流量近似为血液的流速与小圆环面积的乘积， 即

ΔＱ ≈ ｄＱ ＝ Ｖ（ ｒ）·２πｒｄｒ ＝ πＰ
２μＬ

（Ｒ２ － ｒ２） ｒｄｒ􀆰

于是

Ｑ ＝ ∫Ｒ
０
ｄＱ ＝ ∫Ｒ

０

πＰ
２μＬ

（Ｒ２ － ｒ２） ｒｄｒ　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝ πＰ
２μＬ∫

Ｒ

０
（Ｒ２ｒ － ｒ３）ｄｒ ＝ πＰ

２μＬ
１
２
Ｒ２ｒ２ － １

４
ｒ４æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｒ

０

＝ πＰＲ４

８μＬ
􀆰
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例 ３－６９　 血液中胰岛素的平均浓度 􀆰
在临床实验中， 先让患者禁食 （以降低体内的血糖水平）， 然后通过注射给予大剂量

葡萄糖 􀆰 经实验测定， 血液中胰岛素浓度 Ｃ（ ｔ） （单位 ／ ｍＬ） 满足函数关系

Ｃ（ ｔ） ＝
ｔ（１０ － ｔ）， ０ ≤ ｔ ≤ ５，
２５ｅ －ｋ（ ｔ －５）， ｔ ＞ ５􀆰{

其中， ｋ ＝ １
２０

ｌｎ ２， 时间 ｔ 的单位为 ｍｉｎ􀆰 求注射 １ ｈ 内血液中胰岛素的平均浓度 􀆰

解　 由定积分的几何意义可知， 连续函数 ｙ ＝ ｆ（ｘ） 在区间 ［ａ，ｂ］ 上的平均值为

ｙ ＝ １
ｂ － ａ∫

ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ􀆰

因此， 有

Ｃ（ ｔ） ＝ １
６０∫

６０

０
Ｃ（ ｔ）ｄｔ ＝ １

６０ ∫
５

０
ｔ（１０ － ｔ）ｄｔ ＋ ∫６０

５
２５ｅ －ｋ（ ｔ －５）ｄｔ[ ]

＝ １
６０

５ｔ２ － １
３

ｔ３æ

è
ç

ö

ø
÷

５

０
＋ ２５

６０
－ １

ｋ
ｅ －ｋ（ ｔ －５）æ

è
ç

ö

ø
÷

６０

５

＝ １
６０

１２５ － １２５
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ － ５

１２ｋ
（ｅ －５５ｋ － １） ≈ １１􀆰 ６３ 单位 ／ ｍＬ􀆰

例 ３－７０　 血药浓度－时间曲线下的面积 􀆰
药物在人体血液中的浓度是随时间变化而变化的， 即血药浓度 Ｃ 是时间 ｔ 的函数，

Ｃ ＝ Ｃ（ ｔ）􀆰 血药浓度－时间曲线下的总面积记作 ＡＵＣ （Ａｒｅａ Ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ Ｃｕｒｖｅ）， 它能反映人

体对药物最终的吸收程度 􀆰 因此， 在药物动力学研究中， 需要计算 ＡＵＣ􀆰 设静脉注射某药

物后， 血药浓度 Ｃ（ ｔ） ＝ Ｃ０ｅ
－ｋｔ， 其中 Ｃ０ 为初始血药浓度， ｋ 为常数 （ ｋ ＞ ０）， 表示药物的

消除速率， 试计算 ＡＵＣ􀆰

解 ＡＵＣ ＝ ∫＋∞

０
Ｃ０ｅ

－ｋｔｄｔ ＝ ｌｉｍ
ｂ→＋∞

Ｃ０ － １
ｋ

ｅ －ｋｔæ

è
ç

ö

ø
÷

ｂ

０
＝
Ｃ０

ｋ
􀆰

例 ３－７１　 镭针的辐射强度 􀆰
由物理学可知， 某点处的辐射强度与放射源的质量 ｍ 成正比， 与该点到放射源

的距离 ｒ 的平方成反比 􀆰 比例系数 ｋ ＝ Ｅ
４π

， 其中 Ｅ 为单位质量的放射源单位时间的

辐射能量 􀆰
设用于放射治疗的镭针质量分布均匀， 线密度为 ρ， 长为 Ｌ􀆰 将照射部位置于镭针 ＡＢ

延长线上距 Ａ 为 ｌ 的点 Ｐ 处 􀆰 照射部位受镭针 ＡＢ 辐射的总强度 Ｉ 为多少？
解　 在 ＡＢ 上任取一小段 ［ ｒ，ｒ ＋ ｄｒ］， 该小段对 Ｐ 点的辐射强度， 即辐射强度的微

元为

ｄＩ ＝ ｋ ρｄｒ
ｒ２

􀆰

因此， 照射部位受镭针 ＡＢ 辐射的总强度为

Ｉ ＝ ∫ｌ ＋Ｌ
ｌ
ｋ ρｄｒ

ｒ２
＝ － ｋρ

ｒ

ｌ ＋Ｌ

ｌ
＝ ＥρＬ
４πｌ（ ｌ ＋ Ｌ）

􀆰
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习　 题　 三

１􀆰 用直接积分法求下列不定积分：

（１） ∫ 　 ｘ （ｘ － ３）ｄｘ； 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （２） ∫ （１ － ｘ） ２

　 ｘ
ｄｘ；

（３） ∫ １
　 ｘ ＋ 　 ３ｘ

ｄｘ； 　 （４） ∫（ｅｘ － ３ｓｉｎ ｘ）ｄｘ；

（５） ∫ ｅｘ＋１ ＋ ２
ｘ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ； 　 （６） ∫ ｘ２

１ ＋ ｘ２ ｄｘ；

（７） ∫ ｘ
３ ＋ １
ｘ ＋ １

ｄｘ； 　 （８） ∫ ２ｘ
２ － １

１ ＋ ｘ２ ｄｘ；

（９） ∫（３ｘ ＋ ２ｘ） ２ｄｘ； 　 （１０） ∫３２ｘｅｘｄｘ；

（１１） ∫ｓｉｎ２ ｘ
２

ｄｘ； 　 （１２） ∫ ｃｏｓ ２ｘ
ｃｏｓ ｘ ＋ ｓｉｎ ｘ

ｄｘ；

（１３） ∫ ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ π
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ； 　 （１４） ∫ｃｏｔ２ｘｄｘ；

（１５） ∫ １
ｃｏｓ２ｘ ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ； 　 （１６） ∫ ｃｏｓ ２ｘ
ｃｏｓ２ｘ ｓｉｎ２ｘ

ｄｘ；

（１７） ∫ｅｘ ２ － ｅ －ｘ

　 ｘ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｘ； 　 （１８） ∫

　
ｘ２ ＋ １

　
１ － ｘ４

ｄｘ􀆰

２􀆰 用换元法求下列不定积分：

（１） ∫（２ｘ － １） ５ｄｘ； 　 （２） ∫ １
　 １ － ２ｘ

ｄｘ；

（３） ∫ ｘ
（２ｘ２ － ５） ６ ｄｘ； 　 （４） ∫ｘ 　

１ － ｘ２ ｄｘ；

（５） ∫ １
　 ｘ （１ ＋ ｘ）

ｄｘ； 　 （６） ∫ ｄｘ
９ｘ２ ＋ ４

；

（７） ∫ ｄｘ
ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ５

； 　 （８） ∫ １
１ － ４ｘ２ ｄｘ；

（９） ∫ ｅ ｘ

　 ｘ
ｄｘ； 　 （１０） ∫ １

ｅｘ － ｅ －ｘ ｄｘ；

（１１） ∫（ｅｘ － ｅ －ｘ） ２ｄｘ； 　 （１２） ∫ １
１ ＋ ｅｘ ｄｘ；

（１３） ∫
　 ｌｎ ｘ ＋ １

ｘ
ｄｘ； 　 （１４） ∫ １

ｘｌｎ ｘ
ｄｘ；

（１５） ∫ ａｒｃｔａｎ 　 ｘ
　 ｘ （１ ＋ ｘ）

ｄｘ； 　 （１６） ∫ｓｉｎ２ｘｃｏｓ ｘｄｘ；
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（１７） ∫ｓｉｎ ７ｘｓｉｎ ５ｘｄｘ； 　 （１８） ∫ ｓｉｎ ｘ
１ ＋ ｃｏｓ ｘ

ｄｘ；

（１９） ∫ １
ｘ２ ｓｉｎ １

ｘ
ｄｘ； 　 （２０） ∫ ｓｉｎ ｘ ＋ ｃｏｓ ｘ

３ ｓｉｎ ｘ － ｃｏｓ ｘ
ｄｘ；

（２１） ∫ １
１ ＋ ｘ ＋ １

ｄｘ； 　 （２２） ∫ １
ｘ ＋ ４ ｘ

ｄｘ；

（２３） ∫ １

ｘ２ 　
１ － ｘ２

ｄｘ； 　 （２４） ∫
　
ｘ２ － １
ｘ

ｄｘ；

（２５） ∫ １

ｘ
　
１ － ｘ２

ｄｘ； 　 （２６） ∫
　
ａ２ ＋ ｘ２

ｘ２ ｄｘ（ａ ＞ ０）；

（２７） ∫ ｘ

ｘ ＋ 　
ｘ２ － １

ｄｘ； （２８） ∫
　 ａ ＋ ｘ
ａ － ｘ

ｄｘ（ａ ＞ ０）􀆰

３􀆰 用分部积分法求下列不定积分：

（１） ∫ｘｃｏｓ ｘｄｘ； 　 （２） ∫（３ｘ２ ＋ ｘ）ｃｏｓ ｘｄｘ；

（３） ∫ｌｎ ｘｄｘ； 　 （４） ∫ａｒｃｃｏｓ ｘｄｘ；

（５） ∫ｘ２ａｒｃｔａｎ ｘｄｘ； 　 （６） ∫ｘ２ ｌｎ ｘｄｘ；

（７） ∫ｘｅ －ｘｄｘ； 　 （８） ∫ｘａｘｄｘ；

（９） ∫ｘｔａｎ２ｘｄｘ； 　 （１０） ∫ｘ２ｃｏｓ２ ｘ
２

ｄｘ；

（１１） ∫ｌｎ２ｘｄｘ； 　 （１２） ∫ｃｏｓ ｘｌｎ（ｓｉｎ ｘ）ｄｘ；

（１３） ∫ ｌｎ（ｘ ＋ １）
　 ｘ ＋ １

ｄｘ； 　 （１４） ∫ｌｎ（ｘ ＋ 　
ｘ２ ＋ １ ）ｄｘ；

（１５） ∫（ａｒｃｓｉｎ ｘ） ２ｄｘ； 　 （１６） ∫ ａｒｃｓｉｎ 　 ｘ
　 １ － ｘ

ｄｘ；

（１７） ∫ｅ －ｘｃｏｓ ｘｄｘ；

（１８） ∫ｘｆ ′（ｘ）ｄｘ， 其中 ｆ（ｘ） 有原函数
ｃｏｓ ｘ
ｘ

􀆰

４􀆰 求下列有理函数的不定积分：

（１） ∫ ｄｘ
（ｘ － １）（ｘ － ２）

； 　 （２） ∫ ｄｘ
ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ５

；

（３） ∫ ｘ ＋ ５
ｘ２ － ２ｘ － ３

ｄｘ； 　 （４） ∫ ｘ３

ｘ ＋ １
ｄｘ；

（５） ∫ １
ｘ（ｘ２ ＋ １）

ｄｘ； 　 （６） ∫ ｘ２ ＋ １
（ｘ ＋ １） ２（ｘ － １）

ｄｘ；
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（７） ∫ ｄｘ
ｘ４ － １６

； 　 （８） ∫ １
２ｘ３ ＋ ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ １

ｄｘ；

（９） ∫ ｄｘ
ｘ（ｘ － １） ２； 　 （１０） ∫ ３ｘ２ － １０

ｘ２ － ４ｘ ＋ ４
ｄｘ􀆰

５􀆰 求下列变限积分函数的导数：

（１） ∫ｘ
０
ｔ２ｃｏｓ ｔｄｔ； 　 （２） ∫ｘ

２

０
ｅ －ｔ２ｄｔ；

（３） ∫０
－ｘ２
ｔｅｔｄｔ； 　 （４） ∫ｘ

２

ｘ

１
　
１ ＋ ｔ２

ｄｔ􀆰

６􀆰 计算下列极限：

（１） ｌｉｍ
ｘ→０

∫ｘ
０
ｅｔｃｏｓ ｔ２ｄｔ

ｘ
； 　 （２） ｌｉｍ

ｘ→０

∫ｘ
０
ｅ２ｄｔ( )

２

∫ｘ
０
ｔｅ２ｔ２ｄｔ

􀆰

７􀆰 求函数 ∫ｘ
０
１ － １

　 １ ＋ ｔ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ｄｔ 的单调区间 􀆰

８􀆰 求函数 ∫ｘ
０
ｔｅ －ｔ２ｄｔ 的极值， 并说明是极大值还是极小值 􀆰

９􀆰 求函数 ∫ｘ
０
（ ｔ － １）（ ｔ － ２） ２ｄｔ 的图形的拐点 􀆰

１０􀆰 计算下列定积分：

（１） ∫１
－１
ｅ －２ｘｄｘ； 　 （２） ∫１

０

ｄｘ
（２ｘ ＋ １） ２；

（３） ∫
π
４

０
ｔａｎ２ｘｄｘ； 　 （４） ∫１

－１

２ｘ － １
ｘ ＋ ２

ｄｘ；

（５） ∫ｅ
１

１ ＋ ｌｎ ｘ
ｘ

ｄｘ； 　 （６） ∫２
０

１ － ｘ ｄｘ；

（７） ∫２π
０

ｃｏｓ ｘ ｄｘ； 　 （８） ∫
π
２

０

　 １ － ｓｉｎ ２ｘ ｄｘ；

（９） ∫ｌｎ ３

ｌｎ ２

ｄｘ
ｅｘ － ｅ －ｘ； 　 （１０） ∫ｌｎ ２

０

　
ｅｘ － １ ｄｘ；

（１１） ∫４
１

ｄｘ
ｘ ＋ 　 ｘ

； 　 （１２） ∫
　 ３

１

ｄｘ

ｘ２ 　
１ ＋ ｘ２

；

（１３） ∫１
－１

　
ｘ２ － ｘ４ ｄｘ； 　 （１４） ∫１

－１

ｘ ｓｉｎ２ｘ
１ ＋ ｘ２ ｄｘ；

（１５） ∫π
０
ｘｓｉｎ ２ｘｄｘ； 　 （１６） ∫１

０
ｘｅ －ｘｄｘ；

（１７） ∫
π
２

０
ｅ２ｘｃｏｓ ｘｄｘ； 　 （１８） ∫２

０
ｘａｒｃｔａｎ ｘｄｘ；

（１９） ∫２π
０
ｘ２ｃｏｓ ｘｄｘ； 　 （２０） ∫ｅ１

ｅ

ｌｎ ｘ ｄｘ􀆰
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１１􀆰 已知 ｆ（π） ＝ １， 且 ∫π
０
［ ｆ（ｘ） ＋ ｆ ″（ｘ）］ｓｉｎ ｘｄｘ ＝ ３， 其中 ｆ ″（ｘ） 连续， 求 ｆ（０）􀆰

１２􀆰 求下列反常积分：

（１） ∫＋∞

１

１
ｘ２ ｄｘ； 　 （２） ∫＋∞

０
ｘｅ －ｘ２ｄｘ；

（３） ∫＋∞

－∞

１
ｘ２ ＋ ２ｘ ＋ ２

ｄｘ； 　 （４） ∫＋∞

０
ｅ －ｘｓｉｎ ｘｄｘ；

（５） ∫１
０

１
　 ｘ

ｄｘ； 　 （６） ∫２
０

１
（１ － ｘ） ２ ｄｘ；

（７） ∫１
０

　 ｘ ｌｎ ｘｄｘ； 　 （８） ∫２
１

ｄｘ

ｘ
　
ｘ２ － １

􀆰

１３􀆰 求由曲线 ｙ２ ＝ ｘ 和 ｘ２ ＝ ｙ 所围成的图形面积 􀆰
１４􀆰 求由曲线 ｙ ＝ ｅｘ 和 ｙ ＝ ｅ －ｘ 及直线 ｘ ＝ １ 所围成的图形面积 􀆰
１５􀆰 求由曲线 ｙ ＝ ３ － ｘ２ － １ 与 ｘ 轴所围成的图形面积 􀆰
１６􀆰 求由曲线 ｙ ＝ － ｘ２ ＋ ４ｘ － ３ 及其在点 （０， － ３） 和点 （３，０） 处的切线所围成的图形

面积 􀆰
１７􀆰 求由曲线 ｙ ＝ ｘ２、 直线 ｘ ＝ ２ 及 ｘ 轴所围成的图形绕 ｘ 轴旋转产生的旋转体体积 􀆰
１８􀆰 求由曲线 ｙ ＝ ｘ２ 和 ｘ ＝ ｙ２ 所围成的图形绕 ｙ 轴旋转产生的旋转体体积 􀆰
１９􀆰 求由曲线 ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ（０≤ ｘ≤π） 与 ｘ 轴所围成的图形分别绕 ｘ 轴和 ｙ 轴旋转产生的

旋转体体积 􀆰
２０􀆰 口服药物被吸收进入血液系统的药量称为有效药量 􀆰 设某种药物的吸收速率为

ｒ（ ｔ） ＝ ０􀆰 ０１ｔ（ ｔ － ６） ２ 　 （０ ≤ ｔ ≤ ６），
求该药物的有效药量 􀆰

２１􀆰 已知某化学反应的速度 Ｖ（ ｔ） ＝ ａｋｅ －ｋｔ， 其中 ａ， ｋ 为常数 􀆰 求在 ［０，Ｔ］ 这段时间的

平均反应速度 􀆰
２２􀆰 设口服某药物后体内的血药浓度与时间的关系为

Ｃ（ ｔ） ＝ α（ｅ －ｋｔ － ｅ －ｋ０ｔ），
其中， α， ｋ， ｋ０ 为正常数， 试求曲线 Ｃ（ ｔ） 下的总面积 ＡＵＣ􀆰
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